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$p$-QUASIHYPONORMAL, CLASS $A(s, t)$ 作用素のスペクトルについて
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ヒルベルト空間上の有界線形作用素 $T$ で不等式 $T^{*}\{(T^{*}T)^{p}-(TT^{*})^{p}\}T\geq 0$ を満た
すものを $p$-quasihyponomal, 不等式 $|T$(s, $t$) $|^{\frac{2t}{*+t}}\geq|T|^{2t}$ を満たすものを class $A$ (s, $t$ )
作用素という. ここで $T$(s, $t$) $=|T|^{s}U|T|^{t}$ は $T=U|T|$ の (一般化された) Aluthge
変換である. pquasihyponormal は S. Arora と P. Arora [4] によって導入され, class
$A(s, t)$ は藤井, Jung, S. H. Lee, M. Y. Lee, 中本 [9] によってはじめて導入された作用
素族てある. ここでは, 上の 2つのクラスの作用素のスペクトラ $\text{ム}$ とその作用素にある
種の変換を施した作用素のスペクトラムの関係, およひスペクトラ $\text{ム}$の孤立点とそれ
に対応するリース射影作用素に関する結果を報告する.

1. $p$-quasihyponormal operator

$p$-hyponormal は多数の研究者達によって研究され様々な結果を得られている. p-
hyponormml の性質として

$\mathrm{o}p- \mathrm{h}\mathrm{y}\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{l}\Rightarrow q$-hypOnOrmal if $0<q<p$
$\circ T=U|T|$ : $p- \mathrm{h}\mathrm{y}\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{l}\Rightarrow T(1/2,1/2)$ : $\{$

hyponormal if $\frac{1}{2}\leq p$

$(p+ \frac{1}{2})$-hyponormal if $0<p \leq\frac{1}{2}$

などが有名である. これらの性質より $p$-hyponormal の研究に hyponormal ての豊富
な研究結果を利用出来, この研究が発展した. 一方, $l\succ \mathrm{h}\mathrm{y}\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{l}$ と定義が似ている,
$p$-quasihyponormal operator についても phyponormal と同様に様々な結果が得られ
ると期待されるが, $p=1(\mathrm{q}\mathrm{u}\mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{h}\mathrm{y}\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{l})$の場合以外はあまり研究されていない.

$T$ : $p- \mathrm{h}\mathrm{y}\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{l}\Leftrightarrow\langle(T^{*}T)^{p}x, x\rangle\geq\langle(TT^{*})^{p}x, x\rangle \mathrm{i}x$ $\in it,$

$T$ : pquasihyponormal $\Leftrightarrow\langle(T^{*}T)^{p}x, x\rangle\geq\langle(TT^{*})^{p}x, x\rangle \mathrm{i}x$ $\in \mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}T$ .

quaeihyponormal については, べき乗の計算の必要がないので扱いやすく hyponormal
についての種々の結果が quasihyponormal の場合まで拡張されている. p-hyponomal
を Aluthge 変換で hyponormal に持ち上けて研究したように, pquasihyponormal 作
用素 $T=U|T|$ を変換 $T_{p}$ で quasihyponormal へ持ち上けて議論することにより, 次
の Theorem 1 と Putnam 型不等式を得た. 変換として Aluthge 変換を用いないのは
上に挙けた $p$-hyponormal の性質は pquasihyponormal には無いからである.
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Theorem 1. $T=U|T|$ が $p$-quasihyponormal 作用素, $\lambda=re^{\mathrm{i}\theta}$ が
$\sigma(T)$ の孤立点ならば
(1) $\lambda\in\sigma_{p}$ (T), $\lambda_{q}=r^{q}e^{i\theta}\in\sigma_{p}(T_{q})$ (T は isoloid),
(2) 十分小さな $\epsilon>0$ に対して,

$E= \frac{1}{2\pi i}\int_{|z-\lambda|=\epsilon}(z-T)^{-1}dz,$ $E_{q}-- \frac{1}{2\pi i}\int_{|z-\lambda_{q}|=\epsilon}(z-T_{q})^{-1}dz$

とお < と
(i) $E$

.
$=E_{q}$

(\"u) $\lambda$ \neq 0 ならば $E$ は自己共役であり

$\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}E=\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}(T-\lambda)=\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}(T-\lambda)^{*}=\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}(T_{q}-\lambda_{q})=\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}(T_{q}-\lambda_{q})^{*}$ .
(注) この作用素 $E$ を $T$ の $\lambda$ に対応するリース射影作用素という.

Lemma 1.([13], [17]) $T$ が pquas市 yponormal 作用素ならば
(1) $(T-\lambda)x=0,$ $\lambda\neq 0\Rightarrow(T-\lambda)^{*}x=0$ ,
(2) $||(T-\lambda)x_{n}||arrow 0,$ $\lambda\neq 0,$ $||x_{n}||=1\Rightarrow||(T-\lambda)^{*}x_{n}||arrow 0$ .

注. この補題から, $||(T-\lambda)x_{n}||arrow 0,$ $\lambda=re^{i\theta}\neq 0,$ $|\models_{n}||=1$ ならは

$||$ ( $|$T$|-r$ ) $x_{n}||arrow 0,$ $|(|T*|-r)x_{n}||arrow 0,$ $||$ (U-e“)$x_{n}||arrow 0,$ $|(U-e^{\theta}$
.

$\mathrm{y}x_{n}||arrow 0$,

なのて
$||(U|T|^{q}-r^{q}e^{\theta}\dot{.})x_{n}||arrow 0$ , i.e., $r^{q}e^{*\theta}.\in\sigma_{a}(T_{q})$ .

作用素 $T$ は値域が閉で, かつ $\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}T$ または $\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}T^{*}$ が有限次元であるとき semi-
Fredholm 作用素であるという. このとき, indT $:=\dim \mathrm{k}$erT–dim $\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}T^{*}$ をフレ

ドホルム指数という. フレドホルム指数は semi-Fredholm 作用素全体から $\mathbb{Z}\cup\{\pm\infty\}$

への連続写像である.

Lemma 2. $T($ . $)$ : $[0,p]arrow B$ (H) がノルム連続写像とする. このとき, $T(0),$ $T(p)$ が

semi-Fredholm 作用素て indT(0)\neq indT(p) ならば, $T(s)$ が semi-Predholm てないよ
うな $s\in$ $(0,p)$ が存在する. 特に, $0\in\sigma_{a}$ ($T$(s)) である.

Proof. このような $s\in$ $(0,p)$ が存在しないと仮定する. $T([0,p])$ は semi-Predholm作
用素の連結部分集合なのですべて同じフレドホルム指数を持つ. これは, 仮定 indT(0)\neq
indT(p) に反する. 後半は次から導かれる.

$0\not\in\sigma_{a}(S)\Leftrightarrow\exists c>0,$ $||Sx||\geq c||x||\forall x\in \mathcal{H}$

$\Leftrightarrow S$ は semi-Fredholm, $\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}S=\{0\}$ .

Lemma 3. $T=U|T|$ が $p$-quasihyponormal 作用素ならば $T_{q}=U|T|^{q}$ は
$\mathrm{E}q$ -quasihyponormal 作用素で,
(1) $\sigma_{a}(T_{q})=$ { $r^{q}e^{\dot{\iota}\theta}$ : $re^{i\theta}\in\sigma_{a}($T)},
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(2) $\sigma(T_{q})\backslash \sigma_{a}(T_{q})=$ { $r^{q}e^{i\theta}$ : $re^{i\theta}\in\sigma(T)\backslash \sigma_{a}($ T)},
ゆえに
(3) $\sigma(T_{q})=\{r^{q}e^{i\theta} : re^{i\theta}\in\sigma(T)\}$.

Proof. $[\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}T]=[\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}T_{q}],$ $(T_{q}^{*}T_{q})^{\epsilon}g=(T^{*}T)^{\mathrm{p}},$ $(T_{q}T_{q}^{*})^{\mathrm{z}}q=(TT^{*})^{p}$ より, $T_{q}$ は
$2q$ -quasihyponormal 作用素である.

(1) $0\in\sigma_{a}(T)\Leftrightarrow 0\in\sigma_{a}(T_{q})$ と Lemma 1 より

$\{r^{q}e^{i\theta} : re^{\phi}. \in\sigma_{a}(T)\}\subset\sigma_{a}(T_{q})$ .

一方, $T$ の代わりに $T_{q}$ を考えると

$\{s^{\frac{1}{q}}e^{i\theta} : se^{i\theta}\in\sigma_{a}(79)\}$
$\mathrm{C}\sigma_{a}$ (T).

よって, (1) が成立する.
(2) $\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}T=\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}T_{q},$ $[\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}T]=[\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}T_{q}],$ $0\in\sigma_{a}(T)\Leftrightarrow 0\in\sigma_{a}(T_{q}),$ $0\in\sigma(T)\Leftrightarrow 0\in$

$\sigma(T_{q})$ より, $0\in\sigma(T)\backslash \sigma_{a}(T)\Leftrightarrow 0\in\sigma(T_{q})\backslash \sigma_{a}(T_{q})$ .
$re^{i\theta}\neq 0\in\sigma(T)\backslash \sigma_{a}$ (T) ならば $r^{q}e^{i\theta}\in\sigma(T_{q})\backslash \sigma_{a}(T_{q})$ を示す $r^{q}e^{i\theta}\not\in\sigma(T_{q})\backslash \sigma_{a}(T_{q})$

と仮定する. (1) より, $r^{q}e^{i\theta}\not\in\sigma_{a}(T_{q})$ なのて, $T_{q}-r^{q}e^{i\theta}$ は可逆. $S(\cdot)$ : $[0, q]arrow B$ (H) を

$S(t)=T_{t}-r^{t}e^{:\theta}$

と定義する. この写像は j)レ $\text{ム}$連続で indS$(0)=\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{d}(T-re^{i\theta})\leq-1,$ indS$(q)=$
$\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{d}(T_{q}-r^{q}e^{i\theta})=0$ . Lemma2 より, $s\in(0, q)$ で $0\in\sigma_{a}(S(s))\Leftrightarrow r^{\mathit{8}}e^{i\theta}\in\sigma_{a}(T_{\epsilon})$ を満
たすものが存在. これは Lemma 1(または (1)) より, $re^{i\theta}\in\sigma_{a}$ (T) となり矛盾. ゆえに,

$\{r^{q}e^{\theta}\dot{.} : re"\in\sigma(T)\backslash \sigma_{a}(T)\}\subset\sigma(7q)\backslash \sigma_{a}$(T9).

(1) のときと同様に, $T$ の代わりに $T_{q}$ を考えると逆向きの包含関係が得られるので (2)
が成立する. (1), (2) より, (3) も成立する.

Proposition 1.[15] $T=U|T|$ が quasihyponormal 作用素ならば,

$||T*$T-TT’ $|| \leq 2||T||(\frac{1}{\pi}m(\sigma(T)))^{\frac{1}{2}}$

:

ここで, $m(\cdot)$ は 2次元ルベーグ測度.

Corollary 1. $T=U|T|$ が $p$-quasihyponormal ならは

$|||$ T$|^{2p}-|T*|^{2p}|| \leq 2||T||^{p}(\frac{p}{\pi}\iint_{re\in\sigma(T)}\dot{.}\theta r^{2p-1}drd\theta)^{\frac{1}{2}}$ .

Proof. $T_{p}=U|T|^{\mathrm{p}}$ が quasihyponormal で $\sigma(T_{q})=\{r^{p}e^{i\theta} : re^{\psi}. \in\sigma(T)\}$ なので,
Proposition 1 より Coro垣 $\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{y}$ 1 が導かれる.



112

Proof of Theorem 1. (1) $re^{i\theta}\in\sigma(T)$ が孤立点とすると Lemma 1 から $r^{p}e^{i\theta}\in$

$\sigma(T_{p})$ も孤立点. $T_{p}$ は quasihyponormal (つまり isoloid) なので, $r^{p}e^{i\theta}\in\sigma_{p}(T_{p})$ .
Lemma 1 から $re^{i\theta}\in\sigma_{p}$ (T), $r^{q}e^{i\theta}\in\sigma_{p}(T_{q})$ .

(2) $T_{p}$ は quasihyponormal なので $\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}E_{p}=\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}(T_{p}-\lambda_{p})=\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}(T-\lambda)$. $[13]$

(i) $\lambda=0$ の場合. $\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}E_{p}=\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}T_{p}=\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}T$ \subset ranE

$T=(\begin{array}{ll}0 A0 B\end{array})$ on $\mathcal{H}=\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}E_{p}\oplus(\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}E_{p})^{[perp]}=\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}T\oplus[\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}T^{*}]$とおくと, $\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}U=\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}T$

なので

$U=(\begin{array}{ll}0 U_{1}0 U_{2}\end{array}),$ $\iota\Phi\check{\mathrm{X}}[]^{\mathrm{r}}.T=(\begin{array}{ll}0 U_{1}(A^{*}A+B^{*}B)^{\frac{1}{2}}0 U_{2}(A^{*}A+B^{*}B)^{\frac{1}{2}}\end{array}),$ $T_{p}=(00U_{2}(A^{*}A+B^{*}B)^{\mathrm{z}}U_{1}(A^{*}A+B^{*}B)^{\epsilon}22)$

$C=U_{1}(A^{*}A+B^{*}B)^{e}2,$ $D=U_{2}(A^{*}A+B^{*}B)^{2}2$ とおぐ $D$ が可逆てあることを示す $D$

が可逆てなければ仮定から 0 は $\sigma(D)$ の孤立点. $F$ を $D$ の孤立点 0 に対応するりー
ス射影作用素とすると $F\neq 0$ . しかし,

$E_{p}= \frac{1}{2\pi i}\int_{\gamma}(z-T_{p})^{-1}dz=\frac{1}{2\pi i}\int_{\gamma}(\begin{array}{ll}z^{-1} z^{-1}C(z-D)^{-1}0 (z-D)^{-1}\end{array})dz$

$=($ $\frac{1}{2\pi\dot{\iota}}\int_{\gamma}z^{-1}dz0$
$\frac{1}{2\pi\dot{\iota}}\dot{.}z^{-1}C(z-D)^{-1}dz\frac{\int_{1}\gamma}{2\pi}\int_{\gamma}(z-D)^{-1}dz)=(01$

$\frac{1}{2\pi 1}$.
$\int_{\gamma}z^{-1}C(z-D)^{-1}dzF)$ ,

なのて $\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}E_{p}=\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}T$ に矛盾する. ゆえに $Dl\mathrm{X}\urcorner \mathrm{p}\text{逆}$ . このことと,

$0<D^{*}D\leq(A^{*}A+B^{*}B)^{p}$

から $A^{*}A+B^{*}B,$ $U$2, $B=U_{2}(A^{*}A+B^{*}B)^{\frac{1}{2}}$ も可逆である. ゆえに,

$E_{p}=(\begin{array}{llll}1 \frac{1}{2\pi i} r z^{-1}C(z-D)^{-1}dz0 0\end{array})$ $=(01$
$-CD^{-1} \frac{1}{2\pi 1}$.

$\int_{\gamma}\{z_{0}^{-1}-(z-D)^{-1}\}dz)$

$=(\begin{array}{ll}\mathrm{l} -CD^{-1}0 0\end{array})$ $=(\begin{array}{lll}\mathrm{l} -U_{1}(A^{*}A+B^{*}B)^{\mathrm{E}}2(A^{*}A+B^{*}B)^{-}\mathit{4}U_{2} -10 0 \end{array})$

$=(\begin{array}{ll}1 -U_{1}U_{2}^{-1}0 0\end{array})$ ,

同様に,

$E= \frac{1}{2\pi i}\int_{\gamma’}(\begin{array}{ll}z^{-1} z^{-1}A(z-B)^{-1}0 (z-B)^{-1}\end{array})dz= (\begin{array}{ll}1 -AB^{-1}0 0\end{array})$ $=(\begin{array}{ll}1 -U_{1}U_{2}^{-1}0 0\end{array})$

よって, $4=E$ が成立.
$\lambda=re^{\dot{l}\theta}\neq 0$ の場合. $T_{p}$ が quasihyponormal なので,
$\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}E_{p}=\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}(T_{p}-\lambda_{p})=\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}(T_{p}-\lambda_{p})^{*}=\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}(T-\lambda),$ $E$p が自己共役. $\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}E_{p}=$

$\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}(T-\lambda)$ が $T$ を reduce するので,

$T=\lambda\oplus T’$ on $\mathcal{H}=\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}(T-\lambda)\oplus[\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}(T-\lambda)^{*}]$ .
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ここで, $T$’が $\mathrm{z}\succ \mathrm{q}\mathrm{u}\mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{h}\mathrm{y}\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{l}$ (よって isoloid) で, $\lambda\not\in\sigma_{p}$(T’) なので, $T’-\lambda$ は可

逆. ゆえに, $\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}$ (T-\lambda )=ker(T-\lambda 戸かつ,

$E= \frac{1}{2\pi i}\int_{\gamma’}(z-\lambda)^{-1}\oplus(z-T’)^{-1}dz=1\oplus 0=E_{p}$ .

$T$ の代わりに $T_{q}$ を考えると $E_{q}=E_{p}=E$ が導かれる.

2. Class A $(\mathrm{s}, \mathrm{t})$ operator

この節ては, class $A$(s, $t$) 作用素のリース射影作用素に関し $p$-quasihyponormal 作用
素の場合とパラレルな結果を得たのでそれを報告する.

Definition. $|T^{2}|\geq|T|^{2}$ を満たす作用素 $T$ を class $A$ 作用素という.

Lemma 4.(伊藤, 山崎 [7], [8]) $T$ が class $A$ (s, $t$ ) $(0<s, t \leq 1)$ ならぱ $T$ は class $A$ .

Lemma 5. $T$ が class $A$ ならは
(1) $(T-\lambda)x=0,$ $\lambda\neq 0-(T -\lambda)*x$ $=0$

(2) $||(T-\lambda)$x$n||arrow 0,$ $\lambda\neq 0,$ $||$xI$|=1\Rightarrow||(T-\lambda)*xn||arrow 0$

Proof. (2) $||$ Tx$n||^{2}=\langle T*Txn’ x_{n}\rangle\leq\langle|T^{2}|x_{n}, x_{n}\rangle\leq|||$ T$2|$x$n||=||$T2x$n||$ .
$||$ ( $|$ T$2|-|\lambda|^{2}$)x$n||^{2}=||$T2xn $||^{2}-2|\lambda|^{2}\langle$ $|$ T$2|x_{n}$ , $x_{n}\rangle$ $+|\lambda|^{4}arrow|\lambda|^{4}-2|\lambda|^{4}+|\lambda|^{4}=0$ ,

$||(|T2|-T^{*}T)^{\frac{1}{2}}x_{n}||^{2}=\langle|T^{2}|x_{n},x_{n}\rangle-\langle T*Txn’ x_{n}\rangle$

$\leq||$T2x$n||-||$Tx$n||^{2}arrow|\lambda|^{2}-$ R$|^{2}=0$ ,

から, $||(T^{*}T-|\lambda|^{2})x_{n}||arrow 0$ . よって,

$||\lambda(T-\lambda)*xn||=||(T*T-\mathrm{R}|^{2})$x$n-T*(T -\lambda)$x$n||$

$\leq||(T*T -|\lambda|^{2})x_{n}||+||T^{*}(T-\lambda)x_{n}||arrow 0$ .

ゆえに, $||(T-\lambda)^{*}x_{n}||arrow 0$ .

注. この補題から, $||(T-\lambda)x_{n}||arrow 0,$ $\lambda=re^{i\theta}\neq$
. $0,$ $||x_{n}||=1$ ならば

$||$ ( $|$T$|-r$)$x_{n}||arrow 0,$ $|(|T*|-r)x_{n}||arrow 0,$ $||$ (U-e$i\theta$ )x, $||arrow 0,$ $|(U-e^{\theta})*xn||arrow 0$,

なので

$||$ (U$|$ T $|^{q}-rq\cdot.\theta e$ )x$n||arrow 0$ , i.e., $r^{q}e^{i\theta}\in\sigma_{a}(T_{q})$ .
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Theorem 2. $T=U|T|$ が class $A$ (s, $t$) $(0<s, t \leq 1)$ ならば

$S(\alpha)=U|T|^{1+\alpha(s+t-1)}\{$ $0\leq\alpha\leq 0\leq\alpha$

(if $s+t\geq 1$ )
(if $0<s+t<1$ )

は class $A( \frac{s}{1+\alpha(s+t-1)}, \frac{t}{1+\alpha(\epsilon+t-1)})$ であり,
(1) $\sigma_{a}(S(\alpha))=$ { $r^{1+\alpha(s+t-1)}e^{i\theta}$ : $re^{i\theta}\in\sigma_{a}($T)},
(2) $\sigma(S(\alpha))\backslash \sigma_{a}(S(\alpha))=$ { $r^{1}$“$\circ$(s+t-ye町 $re^{i\theta}\in\sigma(T)\backslash \sigma_{a}($ T)},
ゆえに
(3) $\sigma(S(\alpha))=\{r^{1+\alpha(s+t-1)}e^{\dot{\iota}\theta} : re^{1\theta}.\in\sigma(T)\}$.

$\frac{t}{1+\alpha(\epsilon+t-1)}$

$\{r^{1+\mathrm{a}(s+t-1)}e^{i\theta} : re^{\dot{\iota}\theta}\in\sigma_{a}(T)\}\subset\sigma_{a}(S$ (\mbox{\boldmath $\alpha$}) $)$ .
一方, $T$ の代わりに $S$ (\mbox{\boldmath $\alpha$}) を考えると

{ $s^{1+\alpha s+t-1}rightarrow^{1}e^{\mathrm{i}\theta}$ : $se^{i\theta}\in\sigma_{a}$ (S($\alpha))$ } $\subset\sigma_{a}$(T).

よって, (1) が成立する.
(2) $\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}T=\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}S(\alpha),$ [ranT]=[ranS(\mbox{\boldmath $\alpha$})], $0\in\sigma_{a}(T)\Leftrightarrow 0\in\sigma_{a}(S$ (\mbox{\boldmath $\alpha$}) $)$ ,
$\mathrm{O}\in\sigma(T)\Leftrightarrow 0\in\sigma(S$ (\mbox{\boldmath $\alpha$}) $)$ より, $0\in\sigma(T)\backslash \sigma_{a}(T)\Leftrightarrow 0\in\sigma(S(\alpha))\backslash \sigma_{a}(S($ \mbox{\boldmath $\alpha$}) $)$ .
$re^{i\theta}\neq 0\in\sigma(T)\backslash \sigma_{a}$ (T) ならば $r^{1+\alpha(s+t-1)}e^{1\theta}.\in\sigma(S(\alpha))\backslash \sigma_{a}(S($ \mbox{\boldmath $\alpha$}) $)$ を示す
$r^{1+\alpha(\epsilon+t-1)}e^{\theta}.\cdot\not\in\sigma(S(\alpha))\backslash \sigma_{a}(S($ \mbox{\boldmath $\alpha$}) $)$ と仮定する. (1) より, $r^{1+\alpha(s+t-1)}e^{i\theta}\not\in\sigma_{a}(S(\alpha))$

なので, $S(\alpha)-r^{1+\alpha(\epsilon+t-1)}e$“ は可逆. $S’(\cdot)$ : $[0, \alpha]arrow B$ (H) を

$S’(\beta)=S(\beta)-r^{1+\beta(s+t-1)}e^{\theta}$
.

と定義する. この写像はノノレ\Lambda 連続て $\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{d}S’(0)=\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{d}(T-re^{\dot{\iota}\theta})\leq-1,$ $\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{d}S’(\alpha)=$

$\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{d}(S(\alpha)-r^{1+\alpha(s+t-1)}e^{i\theta})=0$ . Lemma 2 より, $\beta\in(0, \alpha)$ で $0\in\sigma_{a}(S’(\beta))\Leftrightarrow$

$r^{1+\beta(s+t-1)}e^{i\theta}\in\sigma_{a}(S$ (\beta ) $)$ を満たすものが存在. これは Lemma 5(または (1)) より,
$re^{i\theta}\in\sigma_{a}$ (T) となり矛盾. ゆえに,

$\{r^{1+\alpha(s+t-1)}e^{\theta}\dot{.} : re^{i\theta}\in\sigma(T)\backslash \sigma_{a}(T)\}\subset\sigma$ (S($\alpha)$ ) $\backslash \sigma_{a}$ (S($\alpha$)).

(1) のときと同様に, $T$ の代わりに $S$ (\mbox{\boldmath $\alpha$}) を考えると逆向きの包含関係が得られるので
(2) が成立する. (1), (2) より, (3) が成立する.

Corollary. $T=U|T|$ が class $A(s,t)(0<s,t \leq 1)$ ならば

$\sigma$(T(s, $t)$ ) $=$ { $r^{\epsilon+t}e^{\theta}.\cdot$ : $re^{1\theta}.\in\sigma$(T)}.

Proof $\sigma$($T$(s, $t)$ ) $=\sigma(U|T|^{\epsilon+t})$ と Theorem 2 から成り立つ.



115

Theorem 3. $T=U|T|$ が class $A(s, t)(0<s,t \leq 1)$ , $\lambda=re^{i\theta}\neq 0$ が
$\sigma(T)$ の孤立点ならば
(1) $\lambda\in\sigma_{p}$ (T), $\lambda_{\epsilon+t}=r^{s+t}e^{i\theta}\in\sigma_{p}$($T$(s, $t$))(T は isoloid),
(2) 十分小さな $\epsilon>0$ に対して,

$E= \frac{1}{2\pi i}\int_{|z-\lambda|=\epsilon}(z-T)^{-1}dz,$ $E(s,t)= \frac{1}{2\pi i}\int_{|z-\lambda_{*+t}|=\epsilon}(z-T(s,t))^{-1}dz$

とお < と
(i) $E=E$(s, $t$ ), かつ $E$ は自己共役,

(ii) ranE $=\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}(T-\lambda)=\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}(T-\lambda)^{*}$

$=\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}(T(s, t)-\lambda_{s+t})=\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}(T(s, t)-\lambda_{s+t})^{*}$.

Proof. (1) $T$ が class $A$ (よって paranormal. ゆえに, isoloid) なので, $\lambda\in\sigma_{p}(T)$ .
Lemma 5 より, $\lambda_{s+t}=r^{s+t}e^{\theta}\dot{.}\in\sigma_{p}$ (T(s, $t$)).

(2) Lemma 5 より $\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}(T-\lambda)$ は $T$ を reduce する.

$T=\lambda\oplus T’ \mathrm{o}\mathrm{n}$ $\mathcal{H}=\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}(T-\lambda)\oplus[\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}(T-\lambda)^{*}]$ .

ここで, $T’$ が class $A$ (よって isoloid) で, $\lambda\not\in\sigma_{p}$ (T’) なのて, $T’-\lambda$ は可逆. ゆえに,
$\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}(T-\lambda)=\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}(T-\lambda)^{*}$ . 同様に, $T’(s, t)-\lambda_{s+t}$ も可逆なので,

$\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}$ ($T$(s, $t)-\lambda_{s+t}$) $=\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}(T(s, t)-\lambda_{\epsilon+t})^{*}=\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}(T-\lambda)=\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}(T-\lambda)^{*}$.

$E= \frac{1}{2\pi i}\int_{\gamma’}(z-\lambda)^{-1}\oplus(z-T’)^{-1}dz=1\oplus 0$ ,

$E(s,t)= \frac{1}{2\pi i}\int_{\gamma}(z-\lambda_{s+t})^{-1}\oplus(z-T’(s+t))^{-1}dz=1\oplus 0$.

ゆえに, $E$ は自己共役で, $E=E$(s, $t$ ),

ranE $=\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}(T-\lambda)=\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}(T-\lambda)^{*}=\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}(T(s, t)-\lambda_{s+t})=\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}(T(s, t)-\lambda_{s+t})^{*}$.
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