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表題にいう “規則性” とは, 記述集合論て点集合族の regularity property と呼
ばれている性質のことを意味している. 典型的な規則性の例としては, ルベー
グ可測性, ベールの性質, 完全集合の性質 (可算てあるがまたは完全集合を含
む) などがある. ここては, すべての半順序集合にょるすべての generic拡大
において, すべての $\Sigma_{n}^{1}$ 集合がこれらの性質をもっ, という仮説の強さを, 含
意および無矛盾性の比較の両方の意味で考えてみる.

定義 1. 次の命題を (C) と表記する:

“任意の実数 $\uparrow*$ について, $\omega_{1}^{L[}$
r] は可算順序数である.”

式で書けば
$(\mathrm{C})\equiv(\forall r\in \mathbb{R})[\omega_{1}^{L[r]}<\omega_{1}]$ . $\text{口}$

よく知られているとおり, この命題はいろいろと同値な書き換えがてきる.

定理. ( $\mathrm{S}\mathrm{o}1\mathrm{o}\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{y}_{-}[\zeta_{1}],$ [1] $\mathrm{T}\mathrm{h}6^{1}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{m}$ 25.38, $[_{\sim}9]$ 定理 1410)(C) は次の命題の各々
と同値てある.

(1) 不可算な $\Pi_{1}^{1}$ 集合は完全集合を含む.

(2) 不可算な $\Sigma_{2}^{1}$ 集合は完全集合を含む.

(3) 一つの実数に相対的に構成可能的な実数は高々可算個である:

$(\forall r\in \mathrm{R})$ [ $|$R$L[r$] $|=$ v ].

(4) すべての実数 $r$ lこついて. ($V$ の) $\omega_{1}$ は $L$ [?] において到達不可能基数
である. 口

この (4) によって, (C) の無矛盾性の強さは到達不可能基数の存在の無矛盾性
と等価かそれより強い. 実際に (C) の無矛盾性が到達不可能基数の無矛盾性
と等価であることは次のことからわかる. $\kappa$

. が強到達不可能基数であるとし
て, $\mathrm{L}\acute{\mathrm{e}}\iota^{r}\mathrm{y}$ の半順序 Lv $($ \mbox{\boldmath $\omega$}, $\kappa)$ を考えると, $|\vdash[(\kappa=\iota_{\iota_{1}^{\mathrm{t}}})\Lambda(\mathrm{C})]$ である ([7]).
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このように, (C) は記述集合論の観点から見て興味深い命題であるが、無矛盾
性の意味ではそれほど強い命題ではない.
一方, 強制法による generic 拡大において常に $(\mathrm{C}.)$ が成り立つという命題

を考えると, これは $(.\mathrm{C})$ より真に強い命題になる.

定義 2. \mbox{\boldmath $\zeta$}\leq 任意の半順序集合による任意の generic拡大において (C) が成立す

る.$\prime i$ という命題を (C) と表記する. 口

(C) と $(\tilde{\mathrm{C}}:)$ が同値でないことはすぐにわかる. 次の補題の証明で, Coll $($ \mbox{\boldmath $\omega$}, $f_{\dot{\mathrm{b}}})$

とは $\omega$ の有限部分集合から $\kappa$ への関数の全体がなす半順序集合で、いわゆる
$\acute{4}\backslash \kappa$ を潰す強制法”. に対応するものである.

補題 1. 到達不可能基数の存在が矛盾しないかきり, $(\mathrm{C}.)+\neg(\hat{\mathrm{C}})$ も矛盾しな

い. したがって、それ自身が矛盾しないかきり, (C) は (C) を含意しない.

[証明] $Pi$ が $L$ の到達不可能基数と $\llcorner$ , $G$ を $L$ 上の Lv$(\omega, \kappa.)$ -generic フイルター
とする. このとき $L$ [G] で (C) が成立する. つきに, $H$ を $L$ [G] 上の Coil$(\omega, \kappa.)-$

generic フィノレターとする. $L$ [G] $[H]$ においては Lv$(\omega, \kappa..)\mathrm{x}$ Coil$($ \mbox{\boldmath $\omega$}, $\kappa)$ は可

算集合だから, generic フィルター $G\mathrm{x}H$ は一つの実数 $r$ でコードされ,
$L[C_{l}][H]\models(1^{I}=L[.1^{\cdot}])$ が成立する. このことから $L[C_{\acute{l}}^{-}.][H]\models\urcorner(\mathrm{C})$ , したがっ
て $L[G’]\models\urcorner(\check{\mathrm{C}}.)$ となる. 口

同じ理由により, $L$ に属する半順序集合による $L$ の generic 拡大において
は (C) は成立しない. この線に沿って考察をさらに推し進めると, 次のこと
がわかる.

定理. $(\tilde{\mathrm{C}})$ から $\mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{t}(\Pi_{1}^{1})$ すなわち� 11 集合にかんする決定公理が導かれる.

[証明] $f_{\dot{4}}$ を任意の不可算基数としよう $l$

$\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{U}(\omega, \kappa.)$ は, 必から $\kappa$ の上への

generic な写像を添加することにより $
$h^{\alpha}$. が可算順序数になることを強制する.

またこの半順序のサイズは $\kappa$ であるから, $\kappa$ より大きな基数はすべてこの強

制によって保存される, したがって Coil $($ \mbox{\boldmath $\omega$}, $\kappa)|\vdash$ [ $\mathrm{t}\ ’ 1=\kappa^{\}}\ldots$

. =(、..}.)V] であ
る. いっぽう, もしも (C) が主張するとおり Coll$(\omega, h..)$ が (C) を強制すると
したら, generic 拡大における $\omega_{1}$ すなわち $(\kappa^{+})^{V}$ は $L$ の到達不可能基数に
なっているはずだ. したがって $(\kappa^{+})^{L}<(f_{\tilde{\mathrm{t}}}.)^{\mathrm{V}^{\Gamma}}+$ である..

$\cdot$

ここで, $\kappa$
. は任意の

不可算基数であった. とくに $\kappa$ として特異基数通をとれば, Jensen の被覆
定理によって, $V$ には $\mathrm{o}\#$ が存在することがわかる ([1] Corollary 18.32). 他
の実数 $r$ lこついても同様に一が存在することがわかる. したがって

$\ovalbox{\tt\small REJECT}$

Martin
の定理 ([2] 定理 31.2) により, $\mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{t}(\Pi_{1}^{1})$ が成立する. 口

系. (C) は “任意の半順序集合による任意の generic 拡大において $\mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{t}(\Pi_{1}^{1})$

が成立する”’ という命題と同値である, 口



[証明] もしも $V$ において (�) が成立していれば, 任意の半順序集合によ
る generic 拡大 $V$ [G] においても、やはり $(\check{\mathrm{C}},)$ が成立するので, 定理により
$V$ [G] において $\mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{t}.(\Pi_{1}^{1})$ が成立する. いっぽう, 決定公理にかんする基本的
な結果のひとつとして, $\mathrm{D}\mathrm{c}1.(\Pi_{1}^{1}.)$ は上記 Solovay の定理の (1) を含意する ([3]
Section $6\mathrm{A}$). $\text{し}$たがって. $\mathrm{D}\mathrm{c}^{\mathrm{A}}\mathfrak{t}\cdot(\mathrm{n}_{1}^{1})$ は (C) を含意する. したがって, すべて
の generic 拡大において Det(垣}) が成立するという仮定から, $(\hat{\mathrm{C}})$ が導かれ
ることになる. 口

しかしながら, (C) の無矛盾性の強さは「ものすごく強い」 というほどのも
のでもなく, ラムゼイ基数 ( $[\underline{9}]$ 第 2 章 7節) の存在の無矛盾性より弱いことが
次の補題からわかる.

補題 2. $f_{\dot{\mathrm{V}}}$ がラムゼイ基数であれば $\mathrm{T}^{\gamma_{h}}$. $\models(\tilde{C,.})$ となる.

[証明] ラムゼイ基数の存在は $\mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{t}..(\Pi_{1}^{1})$ を含意する. したがってそれはまた
(C) を含意する. いっぽう , $\mathrm{I}^{f_{f_{\dot{\llcorner}}}}$ に属する半順序集合による generic拡大におい
ては $h.$. は依然としてラムゼイ基数である. 口

問題 1. (C) の無矛盾性の強さは正確にはどのくらいか? 口

定義 3. $\cdot$4任意の $\Sigma_{?l}^{1}$ 集合はルベーグ可測である” という命題を $\mathrm{L}\mathrm{M}(\Sigma_{n}^{1}.)$ と

表記する. “任意の半順序集合による任意の generic拡大において $\mathrm{L}\mathrm{M}(\Sigma_{\tau\iota}^{1})$ が

成立する” という命題を $\mathrm{G}\mathrm{L}\mathrm{M}(\Sigma_{n}^{1}.)$ と表記する. 口

$(\mathrm{c}_{1})$ は $\mathrm{L}\mathrm{M}(\Sigma_{9,\mathrm{r}}^{1})$ を含意する ([1] Corollary 26.21), $\text{し}$ たがって, $(\check{\mathrm{C}})$ は
$\mathrm{G}\mathrm{L}\mathrm{M}(\Sigma_{9,\sim}^{1})$ を含意する. いっぽう, Martin の公理 MA のもとで $\mathrm{L}\mathrm{M}(\Sigma_{2}^{1})$ が成
立し ([1] Corollary 26.42), $1_{\vee}$かも MA と $\omega_{1}’=\omega_{1}^{L}$ とは両立する ([1] Tlleorenl
16.13) ので, $\mathrm{L}\mathrm{M}(\Sigma_{9,\sim}^{1})$ からは (C) が導かれない. しかしながら, 本来はまった
く強さの違う (C) と $\mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{t}(\Pi_{1}^{1})$が, “任意の generic拡大で成立.”. という条件をっ
けることにより: 同値な命題に変換される , ということを考えると, $\mathrm{G}\mathrm{L}\mathrm{M}(\Sigma_{2}^{1})$

と (C) とを比較することにも意味がある.

問題 2. $\mathrm{G}\mathrm{L}\mathrm{M}(\Sigma_{2}^{1})$ から $(\tilde{C}-)$ は導かれるか? 口

$\iota \mathrm{t}\mathrm{G}\mathrm{L}\mathrm{M}(\Sigma_{2}^{1})$ が $(\check{\mathrm{C}}.)$ を含意する” という命題 (予想) を少し強い形に言い換
えると, 次の問題が得られる.

間題 2’. $\omega_{1}=\omega_{1}^{L}$ のとき, $\neg \mathrm{L}\mathrm{M}(\Sigma_{2}^{1})$ を強制するような半順序集合が存在す
るだろうか? 口

上記の問題 2 で, $\Sigma_{2}^{1}$ を $\Sigma_{3}^{1}\tau$ に置き換えると, 話が「逆転」する. すなわち,
$\mathrm{L}\mathrm{M}(\Sigma_{3}^{1})$ が (C) を含意し (Shelal\sim , [5], [1]、 [1] Tbeorem 32.13), $\text{し}$たがって



$\mathrm{G}\mathrm{L}\mathrm{M}(\Sigma 1)$ が $\ovalbox{\tt\small REJECT}$ を含意する 6 いつぽう. (�) から $\mathrm{G}\mathrm{L}\mathrm{M}(\Sigma \mathrm{A})$ は導かれない

ことが 次のようにしてわかる.

補題 3. 可測基数の存在が矛盾しないかぎり: $(\tilde{\mathrm{c}}_{J})+\neg \mathrm{L}\mathrm{M}(\Sigma_{\mathfrak{n}}^{1})\circ$ も矛盾しな $\mathrm{t}$ ).

[証明] $\kappa$ を可測基数, $U$ を $\dagger i$ 上の正規超フイルターとする. このとき, $L[U]$

において $\mathrm{A}^{\cdot}$. は可測基数, したがってラムゼイ基数である. 補題 2 によって, こ

のとき $(\mathrm{t}_{\kappa}’)^{L[U]}$ $\models(\check{\mathrm{C}})$ である. いつぽう, $L$ [U] においては $\mathbb{R}$ を整列順序づ

けする $\Delta_{3}^{1}$ 順序関係が存在する ( $\mathrm{S}\mathrm{i}1\mathrm{v}’\mathrm{e}\mathrm{r},$ [1]Theorem 3220, [2] 定理 20,18).
したがって, ルベーグ不可測な $\Delta_{3}^{1}$-集合が存在するから, $(]^{\gamma}/)^{L[}\kappa$ U] においては

$\mathrm{L}\mathrm{M}(\Sigma_{3}^{1})$ は成立しない. 口

このように, $\mathrm{G}\mathrm{L}\mathrm{M}(\Sigma_{3}^{1})$ は $(\hat{\mathrm{C}})$ より真に強い仮説である. この仮説を含意

する巨大基数公理としては, ’順序数全体のクラスの中に非有界にウデイン基
数が存在する” を考えればよい ([2] 第 6 章 32 節, [1] Part III Section 33). $\llcorner$

かし, $\mathrm{G}\mathrm{L}\mathrm{M}(\Sigma_{3}^{1})$ と比較して, これはあまりにも強すきるように思われる.

問題 3. $\mathrm{G}\mathrm{L}\mathrm{M}(\Sigma_{3}^{1}\tau)$ の無矛盾性の強さは正確にはどのくらいか? たとえば $0^{\mathrm{t}}$

の存在 ( $[^{\underline{\prime y}}]$ 第 4 章 21 節, [1] $1^{\mathrm{J}}.\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{t}$
.

$\mathrm{I}$ISection 19) は $\mathrm{G}\mathrm{L}\mathrm{M}(\Sigma_{3}^{1}.)$ から導かれる

だろうか? 口
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