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実数値パラメータを含むある計算論における degree について
豊田工業高等専門学校米澤佳己 (Yoshimi Yonezawa)

yonezawa@math.nagoya-u.ac.jp

\S 1. 定義と準備

今回の講演における実数値計算論とは Blum, Shub, Smale が [1] において定義した計算論を意味し, 以下
で定義される計算機言語によって計算可能な関数全体に関する理論を意味する.
Variable svmbols

$\mathrm{o}N_{1},$ $N\underline{\circ},$

$\ldots$ 人出力用整数型変数 $\mathrm{o}TN_{1},$ $TN_{2},$ $\ldots$ 補助整数型変数
$\mathrm{o}A_{1}$ , A。, . .. 入出力用実数型変数 $\mathrm{o}TA_{1}$ , TA。, . . . 補助実数型変数
$\mathrm{o}X_{1}$ , X。, . . . 人出力用実数値配列型変数 $\circ TX_{1}$ .TX。, . . , 補助実数値配列型変数

$\mathrm{S}$tatements
($N$ は整数型変数, $A,$ $B_{:}C,B_{i}(i=1_{\backslash }\underline{‘)},$ $\ldots)$ は実数型変数, Y. $Z$ は実数値配列型変数とする.)
Sl) $N:=N11$ S2) $N:=N-\cdot 1$ S3) IF $N\neq 0$ GOTO $j$

S4) $A:=B+C$ S5) 1 $:=B-C$ S6) $A:=B\cdot C$

S7) $A:=B/C$ S8) $A:=B$ S9) $A:=a$ (a $\in \mathrm{R}|$)
S1O) $\mathrm{F}A\leq B$ GOTO $j$ Sll) $A:=Y[N]$ S12) $Y[N]:=A$
S13) $N:=$ size(Y) S14) $\mathrm{Y}:=\langle B_{1}, B_{2}, \ldots, B_{n}\rangle$ S15) $Y:=\langle\alpha_{1}, \alpha_{2}, . . . , \mathit{0}_{n}\rangle(\alpha_{\dot{\mathrm{s}}}\in \mathrm{R})$

S16) size(Y) $:=N$ S17) $Y:=Z$ S18) END
$\mathrm{g}\ovalbox{\tt\small REJECT}$ (B.S.S. recursive function, predicate, set)

$\mathrm{o}$ 上の計算機言語で書かれた行番号付きの progranl により計算可能な関数を B.S.S. recursive function と
呼ぶ. また B.S.S. recursive predicate や B.S.S. recursive set とはその rallge が {0, 1} になる total B.S.S.
recursive function のことである. (0 を false. 1 を true と解釈する)

$\mathrm{o}$ 集合 $S$ に対して関数 $f$ が B.S.S. $\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{c}\iota \mathrm{l}\mathrm{r}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{v}\mathrm{e}$ in $S$ てあるということを, 新しい型の statement

SO.1 IF $(x\in\overline{S})$ GOTO $j$ (但し, 9 は集合 $S$ を表す synlbol, $x$ は $\hat{S}$ の型に対応したものとする)

を導入し, この拡張した計算機言語において計算可能なものとして定義する. (このとき $S$ を oracle、この
statement を oracle statement と呼ぶ)

$\mathrm{E}\ovalbox{\tt\small REJECT}$

.
(Coding, index)
この計算機言語での $1^{\mathrm{J}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{g}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{m}}$ は適当な coding を考えることにより $\langle e_{:},E\rangle(e\in\omega’\backslash E\in \mathcal{R}=\mathbb{R}^{<\omega})$ とい
う形の code で表される. $\langle$$e_{:}E’)$ をその program が計算している関数の index と呼ぶ.

$\underline{\text{定}}\ovalbox{\tt\small REJECT}$ (Computation path)
関数 $f$ を B.S.S. recursive function in $S$ とし, その index を $\langle e,, E\rangle$ であるとする. 関数の入力 $\langle\tilde{\iota\cdot}, \alphaarrow,\vec{X}\rangle$

に対して, $\langle e, E\rangle$ における計算が .T- step で停止するとき, その計算の実行において通過した行番号を列と
して表したもの $p=\backslash ’n_{1\backslash }.n_{7}...n_{T}\ranglearrow’.\backslash$ を $\langle e, E\rangle$ における $\langle x^{d}., ?, X^{\prec}\rangle$ の computation path という.

1(B.S.S. $\mathrm{r}.\mathrm{e}$ . set)
集合 $\Omega$ がある B.S.S. recursive fullc.tion in $S$ の domain になってぃるとき $\Omega$ を B. .S.S. $\mathrm{r}.\mathrm{e}$ . set in $S$ と
呼ぶ.

$\mathrm{g}.\ovalbox{\tt\small REJECT}$ (basic semi algebraic set)
$\mathrm{o}$ 関数 $l\iota$ : $Xarrow \mathbb{R}(X=\mathrm{t}\iota^{\prime^{fl}}\mathrm{x}\mathbb{R}^{m}\cross \mathcal{R}^{t})$ が分数関数てあるとは $\omega$ の元を $\mathbb{R}$ の元と解釈し, $\mathcal{R}$ はある $\mathbb{R}^{d}$ に

制限することにより, $h$ が $\mathbb{R}^{n+m+dl}$ 上の分数関数で表されることとする. また $h:Xarrow R$ が分数関数て
あるとは $h=\langle l\iota_{1}, l\iota_{arrow 9}, \ldots\rangle$ の各成分が分数関数であることとする.

$\mathrm{o}X=\omega^{n}\cross$ Rm $\cross \mathcal{R}^{l}$ の subset $X$ が basic semi algebraic set であるとは, ある有限個の分数関数
$h_{1}^{1}(.\cdot \mathrm{r}),$ $\ldots\backslash l\iota_{\tau\iota_{1}}^{1}$ (x) と $h_{\tilde{1}}^{9}(x),$

$\ldots,$
$l\iota\ominus_{2}$ (x) があって

$x\in X.=$ $h_{1}^{1}(\mathrm{r})>0\ \cdots\ h_{r\iota_{1}}^{1}(x)>0$ & $l\mathrm{z}_{1}^{2}(x)\geq 0$ & $\cdots$ & $h_{2}^{\frac{9}{n}}.(\mathrm{a})\geq 0$

と表されることとする.
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$\mathrm{o}S$ を集合とする. $X=\omega^{n}\mathrm{x}\mathbb{R}^{?1}’\cross \mathcal{P}_{\mathrm{L}}^{l}$ の subsct $X$ が basic semi algeraic set in $S$ てあるとは, ある有限個

の分数関数 $h_{1}^{1}$ (x), . .. , $l\iota_{n_{1}}^{1}$ (x), $h_{1}^{2}$ (x), . . ‘’
$f\iota_{n_{2}}^{2}$ (x), $h_{1}^{3}.(.\cdot \mathrm{r}),$

$\ldots,$
$l\iota_{n_{3}}^{3}$ (2’), $h_{1}^{4}$ (i1’), $\ldots,$

$f\iota \mathrm{J}_{4}$ (x) があって

$x\in X\Leftrightarrow$ $h_{1}^{1}(x)>0\$ $\cdot$ . . $\ l_{l_{n_{1}}}^{1}.(x)>0$ & $f\iota_{\tilde{1}}^{t)}(x)\geq 0\$ $\cdot$ . . $\ h_{\tilde{\tau\iota}_{2}}^{l}()x)\geq 0$

$\ h_{1}^{3}(x)\in S\ ’\cdots$ & $h_{713}^{3}(x)\in S$ & $h_{1}^{4}.(.\cdot \mathrm{r})\not\in S\$ $\cdot$ .. $\ ^{r}h_{n_{4}}^{- 1}(_{il^{*}})\not\in S$

と表されることとする.

$\mathrm{g}_{\wedge}\underline{\Phi}$ (Normal Form Theorem, Enumeration Tfieorc-m, etc.)
$\mathrm{o}$ 述語 $T_{n,m,\mathrm{t}(}^{\mathrm{S}^{\neg}}$. e, $E,$ $\alpha^{\prec}\backslash ,$

$\alpha$\prec , $X^{t},p$) を $\mathrm{r}_{\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{d}\mathrm{e}}$
$\langle$e, $E\rangle$ の (oracle $S$ を含む) program に $\langle\tilde{x_{:}.}\alpha\sim|, X^{\prec}\rangle \text{を}$入力すると

c.omputation path $p$ にしたがって動作し停止する.」を表すものとすると, これは B.S.S. recursive predicate
in $S$ てある.

$\mathrm{o}c_{n,m,t}^{S}$ : B.S.S. recursive predicate in $S$ と $\mathfrak{c}\tau_{n’,,n’,l^{J}}$ : B.S.S. recursive function 力{存在し, $f$ : $xarrow.\mathfrak{Y}$

$(X$. $=\omega n \mathrm{x}\mathbb{R}^{m}\cross \mathcal{R}’, \mathfrak{B}\sim=\omega^{n’}\mathrm{x}\mathbb{R}^{m’}\cross R^{l’})$ が index $\langle e, E.\rangle$ の B.S.S. recursive function in $S$ ならば

$f(_{l}^{\prec}.\cdot, \alpha^{\prec},)\prec)=\iota r_{n’.m’,l^{J}}(C_{n.m,l}^{\prime S}\langle e,$ $E,\dot{\alpha}^{\tau},.\tilde{\alpha.},$
$X^{\prec_{r}},$

$\mu$p[Tn, $m$ ,j $(\mathrm{e},$ E, .-i, $\mathrm{y},X^{p}$ , $p)$ ] $))$ .

となる. この右辺を $\{\langle C^{\lrcorner}, E^{\mathrm{v}}\rangle\}^{S}$(l, $a_{\backslash }^{\prec}X$\prec ) と表す.

$\mathrm{o}$ 集合 $\{\mathfrak{U}|T_{t\iota,m,l(\xi E}^{\gamma}.\backslash .\cdot,,\mathfrak{U},p)\}$ を $\mathrm{I}_{\acute{p}}^{\langle e_{\backslash }}$

’
$E$ ) $,S$

とする. $\Omega$ が B.S.S. $\mathrm{r}.\mathrm{e}$ . set in $S$ であることと, ある $\langle e, E\rangle$ が

あって

$\Omega=\cup" V_{p}^{\langle c,E\rangle.S}p\in|$

と表されることとは同値.
$\mathrm{o}1_{p}^{\langle e,E\rangle,S}.$’ は basic. enli algebraic set in $S$ である.

$\circ f=$ $\{(e, E\rangle\}^{S}$ であるとき. 各 $p\in\omega$ に対し $f$ の $V_{P}^{\langle\epsilon,E\rangle}$
.S への制限は分数関数として表される.

定朋 1 $A$(U) を $X$ 上の $\mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{e}\subset \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{e}$ とする. 次は同値
(1) $A$ (U) は B.S.S. $\mathrm{r}.\mathrm{e}$ . in $S$ である.
(2) ある $\langle$$e,$ $E)$ があって $A$(U) $\Leftrightarrow\exists p\in\omega T_{n,m_{:}l}^{\mathrm{S}}$ (e, $E,\mathfrak{U},p$)

(3) 集合 $A=\{\mathfrak{U}\in X|A(\mathfrak{U})\}$ はある $\langle e.E\rangle$ があって $A= \bigcup_{p\overline{\mathrm{c}}\omega}\mathrm{I}_{\acute{p}}^{(e,E\rangle.S}$’ と表せる.

(4) ある $R$ :B.S.S. recursive precficate in $S$ があって $A$ (U) $\Leftrightarrow\exists n\in\omega R(n., \mathfrak{U})$ .
(5) ある Il:B.S.S. recursive predicate in $S$ があって $A(\mathfrak{U})$ $arrow\exists \mathrm{c}\iota$. $\in \mathbb{R}$ $R($ \mbox{\boldmath $\alpha$}, $\mathfrak{U})$ .
(6) ある $R$ :B.S.S. recursive predicate in $S$ があって $A$ (U) $\Leftarrow\Rightarrow\exists X\in \mathcal{R}R$(X, $\mathfrak{U}$).

$\underline{\text{定}\ovalbox{\tt\small REJECT}}$

$\Omega$ と $X-\Omega$ がともに B.S.S. $\mathrm{r}.\mathrm{e}$ . set であることと $\Omega$ が B.S.S. recursive set であることは同値.

52. B.S.S. Turing Degrees
$\mathrm{g}^{-}-\not\leqq$(B.S.S. uring degree)

$\mathrm{o}d4\subseteq \mathrm{X}$ と $B\subseteq \mathfrak{Y}$‘に対し関数 $f$ : $Xarrow\{0,1\}$ で totml B.S.S. recursive function in $B$ かつ

$f(\mathfrak{U})=1\Leftrightarrow \mathfrak{U}\in A$

をみたすものが存在するとき, $A$ は $B$ から還元可能てあるといい, $A\leq_{T}^{ESS}B$ と表す
$\mathrm{o}A\leq_{T^{\mathrm{L}}}^{B\backslash ^{\backslash }S}B$ かつ $B\leq_{T}^{ES}$S $A$ を $A\equiv_{T}^{BSS}B$ と定める.
また $\leq_{T}^{BSS}B$ かつ $B\not\leq_{T}^{BS}$S $A$ を $A<_{T}^{ESS}B$ と定める.

$\mathrm{o}A\subseteq X$ と $B\subseteq \mathfrak{Y}$ に対し $A\not\leq_{T^{\mathrm{b}^{\neg}}}^{ES}B$ かつ $B\not\leq_{T}^{BSS}A$ であることを $A$ と $B$ は B.S.S. Turing degree の意
味で比較不能という.

定$\Phi$ 2 $A,$ $B$ を $\mathbb{R}^{n}$ の sulxet とする. $B$ が $\Delta_{\alpha}^{0}$ set $(\alpha$
. $>1),$ $A\leq_{T}^{BSS}B$ ならば $A$ も $\Delta_{\alpha}^{0}$ set.



証明�
$\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}^{58}B$ なので $f$ : $\mathbb{R}^{n}$ $arrow\{0,$ $\mathrm{i}$] $f\ovalbox{\tt\small REJECT}$ $\{($果$E\rangle\}^{3}$ を $\mathrm{t}\mathrm{o}\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{a}\mathrm{l}$ B.S.S. recursive function in $B$ で,

$f$ (x) $\ovalbox{\tt\small REJECT} 1\Leftarrowarrow x\mathrm{C}A$ をみたすものとする. $\mathbb{R}$
$\ovalbox{\tt\small REJECT}$

$\bigcup_{p;b^{\rangle}}\mathrm{I}\sqrt$
’.E$\rangle$ .B である.

各 $p$ に対し、14 は basic senzi algebraic in $B$ なので, ある実係数分数関数がらなる不等式系

$h_{1}^{1}(x)>0$ & . . . $\ h_{n_{1}}^{1}(‘.\iota\cdot)>0$ & $h_{1}^{9}\sim(x)\geq 0\ \cdots\ /\iota_{n_{2}}^{2}(x)\geq 0$

$\ h_{1}^{3}(x)\in B\ \cdots$ & $h_{n_{3}}^{3}(x)\backslash \in B$ & $h_{1}^{4}\langle.\mathrm{x}’)\not\in B\ r\ldots\ l_{l_{n_{4}}}^{4}(x)\not\in B$

によって定義される. よって $B$ が $\Delta_{\alpha}^{0}$ であることより $V_{p}^{\langle e,E\rangle,B}$ も $\Delta_{2}^{0}l$ set になる. 故に

$i\mathrm{l}\cdot\in A\Leftrightarrow\exists p$ [$f(x)=$ l&x $\in 1_{p}^{\prime\langle e,E\rangle,B}’$ ]
$x\not\in A\Leftrightarrow\exists$p[f$(x)=$ O&x $\in\sim r_{P}\langle c$.9$\rangle$ .B]

となるが $f$ は $1_{p}^{\gamma^{(e.E\rangle}}$
.B 上て分数関数で表されるのて,(ある閉集合を除いて連続てあるがら) $A$ およひ $\Lambda^{c}$ は

$\Sigma_{\alpha}^{0}$ set になり, それゆえに $A$ は $\Delta_{\mathrm{Q}}^{0}$ である. 1
定 $\Phi$ 3 $Q\subseteq \mathbb{R}$ を高々可算な集合, $C\subseteq \mathbb{R}$ を非可算 nleasure 0 集合 [または meager set] とすると $C\not\leq_{T}^{BSS}Q$ .
証明に必要な補題を二つ述べる.

補周. 3.1 $h:\mathbb{R}arrow \mathbb{R}$ を定数でない分数関数, $Q$ を可算集合とすると、$\{x\in \mathbb{R}|h(x.)\in Q\}$ は高々加算な集合て
ある.

補$\Phi\ovalbox{\tt\small REJECT}$–3.2 $f$ : $\mathbb{R}arrow \mathbb{R}$ . $f=$ $\{(e, E\rangle\}^{E}$ を total function でその range が有限集合であるものとする. このとき
$1_{p}^{\gamma\backslash ^{l,,E\rangle,E}}$ が無限集合ならば, $f$ は $V_{p}^{\langle \mathrm{e}.E\rangle}$

,B 上定数関数である,

定\Phi 一凸\Delta 辻
$s$ と仮定する

すものとする $\nearrow$ てあるから ある
$u$.

の定義不等式糸

$Q$ を $x$ $c$ をみ $\sim$

対し $\iota$ は非 $\mathfrak{k}\mathrm{J}$ 算集合になる 1 2

$h_{1}^{1}(x)>0\$ $\cdot$ . . $\ l\iota_{\tau\iota_{1}}^{1}(x)>0$ & $h_{1}^{2}(x)\geq 0\$ $\cdot$ . . $\ h_{2}^{\frac{9}{n}}.(\prime \mathrm{J}^{\cdot})\geq 0$

$\ ^{\vee}h_{1}^{3}(.x)\in Q\$ $\cdot$ . . $\ h_{n_{3}}^{3}(x)\in Q$ & $h_{1}^{4}(x)\not\in Q\ \cdot$ . . . $\ h_{n_{4}}^{4}(x)\not\in Q$

において, 各分数関数は定数関数でないと仮定してよい. すると $h_{i}^{3}(x)\in Q$ なる $x$ の集合は高々可算な集合に
なるので $h_{i}^{3}(x)\in Q$ の形をした式は含まない. さらに, 上の不等式系のうち $h_{\tilde{j}}^{9}(x.)\geq 0$ の形をした式の等号を
除いた

$h_{1}^{1}(\mathrm{J}^{\cdot})>\backslash 0$ &. .. $\ h_{??_{1}}^{1}.(x).>0$ & $h_{\tilde{1}}^{9}(x)>0\ \cdots\ h_{n_{2}}^{2}(x)>0$

& $h_{1}^{4}.$ (-r)\not\in Q& . . . $\ h_{n_{4}}^{4}(x)\not\in Q$

によって定まる集合を $V’$ とすれば $1^{r}"\subseteq$ 犀 $e,E’\rangle$ $.Q$ かつその差は高々有限集合となるのて $V’$ もまた非可算集
合. $V$’は空てない開集合から高々加算な点を除いた形になっているので $C$ が measure 0[または meager set]
てあることより $\mathrm{t}^{r\prime}’-C\neq\emptyset$ となる. よって $\ddagger_{\mathrm{P}}^{I^{\langle e,E\rangle,Q}}\cap C\neq\emptyset,$ $\mathrm{I}_{p}^{\langle e,E\rangle,Q}’-\prime C\neq\emptyset$ となって $f$ (x) が $\mathrm{t}_{p}^{\prime\langle e,E\rangle,Q}$’ 上
定数関数であることに反する. I
系 $C$ を Cmtor set, $\mathbb{Q}$ を有理数全体の集合とすると $C$ と $\mathbb{Q}$ は B.S.S. Turing degree の意味て比較不能.

定 $\overline{\mathbb{Q}}=$ 実代数的数の全体と $\llcorner$ , $\mathcal{K}=\{\mathbb{Q}(\alpha)|a’\in\overline{\mathbb{Q}\prime}\}$ (すなわち, $\mathbb{Q}$ の実有限次拡大体全体) とする.

$\mathrm{E}\underline{\Phi 4}\mathcal{K}$ の元 $K$ と $L$ に対し, $K\subseteq L\Leftrightarrow K\leq \mathit{7}^{SS}L$ .
証明は二つの部分 Partl: $K\subseteq L\Rightarrow K\leq_{T}^{BSS}L$ と Part2: $K\leq_{T}^{BSS}L\Rightarrow K\subseteq L$ の部分に分けて示す,

$L=\mathbb{Q}$ [$\alpha_{1},$ $\alpha$2. . .. . $\alpha_{m},$ $\beta_{1}$ ,馬. . .. . $\beta_{n}$ ] . (\mbox{\boldmath $\alpha$}1, $\alpha_{2},$ $\ldots$ , \mbox{\boldmath $\alpha$}へ’ $\beta_{1}$ ,鳥, . . .. $\beta_{n}$ は
( $L$ を oracle として持った) $\mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{g}\tau \mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{l}$ を構成する.



1ILr $\not\in L$ THEN output 0END
2 $x\in L$ より $.\mathrm{r}=s+t_{1}\alpha_{1}+\cdots+l{}_{\mathrm{t}}C1_{m}+u_{1\mathit{1}}.\downarrow’\mathit{3}_{1}+\cdots+v_{n}’d_{n}$ なる有理数 $s.t_{1:}.\ldots,$ $t_{m}.’\cdot n_{1},$

$\ldots,$ $u_{71}$ を探す

3 IF $\mathrm{e}\iota_{1}=u_{1}=\cdots=n_{n}=0$ THEN output 1 ELSE output 0
4 END

補題 -.1.1 $L\in \mathcal{K},$ $h$ (x) を実係数分数関数で、無限に多くの有理数 $r$ こ対して $h(\tau\cdot)\in L$ となるものとする. こ

のとき $h(x)$ は $L$ 係数の分数関数である.
$\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{E}^{\mathrm{B}}\underline{J\exists.\cdot}$

$ll(x\cdot)=f(x)/g(x),$ ( $f(.\iota\cdot)_{:}\prime c($x) は多項式) とし $n=\deg(f)$ 十 $\deg(g)$ に関する数学的帰納法によって示す、
$?l=0$ の時は明らか.
$\mathrm{n}>0$ の時, 逆数を考えることにより eleg(f)\geq deg(g) と仮定してよい. $h(r)=q$ とすると

$h(. \cdot\iota\cdot)=(\int(\mathrm{r})-q()(x))/g(x)+q=(x-\cdot r)f_{1}(x)/g(x)+q$

となるので $f_{1}(x)/g$ (x) に帰納法の仮定を用いればよい.

補
–

$4.\underline{9}$ $L\in \mathcal{K}\dot,$ $h(x.)$ を実係数分数関数とする. ある $\alpha\not\in L$ と相異なる二つの有理数 $q_{1},$ $q_{2}$ に対し,

$\exists^{\infty}r\in \mathbb{Q}[h(.|$
. $+q_{i}\alpha)\in L]$ $(i=1,2)$

をみたすならば, $h$ (x) は定数関数てある.
証明

分数関数 $l_{1}$ ( $x\dashv- q$i\mbox{\boldmath $\alpha$}) が無限個の有理数 ?. について $L$ に値を取るのて前補題よりこれは $L$ 係数の分数関
数. よって $h(x)=l)_{\dot{2}}(x-q_{i}\alpha)_{\backslash }$ ($p_{i}($x) は $L$ 係数分数関数, $\cdot i=1,2$) と表される. $p_{1}$ (x+ql\mbox{\boldmath $\alpha$})=p。(x+q。\mbox{\boldmath $\alpha$}) な

ので.$\mathrm{t}^{\backslash }$ に $\mathrm{J}^{\cdot}-q_{1}a$ を代入すると $p_{1}(\alpha|)=p_{2}(a|+q\alpha)(q=q\underline{r_{1}}-q_{1}\neq 0)$ となる. この両辺の係数を比較するこ
とにより $p_{1}$ (x) つまりは $l\iota.(_{i1}\cdot)$ が定数であることがわかる.

$\backslash E)\}L$ , total,

�$J\langle\epsilon,E\rangle.L$ は非可算集合になる. 明ら

$h_{1}^{1}(.r.)>0\ r\ldots\ h_{n_{1}}^{1}(x)>0$ & $l\iota$.7 $(x)\geq 0\ \cdots$ &$\cdot$

$h_{\tilde{n}_{2}}^{9}(\mathrm{z}\cdot)\geq 0$

&’ $h_{1}^{3}(x)\in L\ \cdots\ h_{n_{3}}^{3}(x.)\in r$, & $h_{1}^{4}(|x)\not\in L\ \cdots\ h_{n_{4}}^{4}(x)\not\in L$

において, 各分数関数は定数関数でないと仮定してよい, すると $h_{i}^{3}(.\mathrm{r})\in L$ なる -r の集合は高々可算な集合に
なるので $l_{1_{i}}^{3}.(x)\in L$ の形をした式は含まない. $\mathfrak{k}’$ を

$h_{1}^{1}(.1^{\cdot})>0\ ’\cdots\ h_{n_{1}}^{1}(\tau)>0$ & $l\iota_{1}^{2}(x)>0\ \cdot\cdots$ & $h_{n_{2}}^{2}(.x\cdot)>0$

で定まる集合とし, $\mathrm{I}4^{\cdot}$ を $h_{1}^{4}(.x)\not\in L\ ,$ . . $\ h_{n_{4}}^{4}.(.\mathrm{r})\not\in L$ で定まる集合すると: $1_{p}’\langle \mathrm{c},E\rangle,L$ が非可算集合である
ことより $U\cap \mathrm{t}\mathrm{f}’$.tよ空でない.

Claim $U\cap W\cap K\neq\emptyset$

もし $U\cap W\cap K$ が空だとすると, $x\in U\cap K\Rightarrow h_{1}^{4}.(x)\in L\vee\cdots\backslash /h_{l\mathit{1}4}^{4}(x)\in L$ となる. そこで,
$\alpha\in U\cap(K-L)$ を一つ取り $?:=r-\vdash q\alpha\in[)^{T}\cap K$ (r, $q\in \mathbb{Q}$) を考えると, ある $j$ と $q_{1},$ $q_{2}(q_{1}\neq q_{2})$

があって $i=1,2$ に対し hj40叫 $q_{i}\alpha$ ) $\in L$ なる $l’\in \mathbb{Q}$ が無限に存在することがわかるので補題 42 よ

り $l\iota_{\mathrm{j}}$.(x) は定数関数となり仮定に反する.
$U\cap W\cap K\neq\emptyset$ と [$\Gamma\cap \mathrm{V}\mathrm{t}^{r}\subseteq \mathrm{t}_{p}^{\Gamma}\langle_{C},E\rangle,L$ から $\mathrm{t}_{\mathrm{p}}^{r^{\langle e,E\rangle.L}}\cap K\neq\emptyset$ となり, $\mathrm{L}_{p}^{\mathcal{F}\mathrm{t}c,E\rangle,L}.\cdot-K\neq\emptyset$ とあわせて $f$ (.r) が
$1_{\acute{p}}^{\langle_{-\prime}E\rangle.L}\prime\prime$ 上定数関数てあること (補題 32) に反する. 1
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