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Nonsplitting subset of $P_{\kappa}.\lambda$

薄葉季路 (Toshi而 $\mathrm{c}.1_{1}\mathrm{i}$ $\mathrm{U}81\mathrm{l}\mathrm{b}\mathrm{a}$)
名古屋大学大学院情報科学研究科

概要

本稿では Meanas’s conjecture, 及ひ Git.ik の定理 [3] の拡張について解説
する. なお, 講演では [5] において定式化された club shooting の改良を用いて
これらの結果を得ていたが, その後に更なる改良がえられ, それを用いること
によって, consistency strength をおそら $\langle$ equiconsistcncyであろうところま
で下げることに成功した. 本稿ではその改良型の club shooting につぃての解
説, 及びそれを用いた結果についての解説等を行う.

1 Definition and Notation
特に表記がない限り. この小論を通して $ki$. で $\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{e}\cdot \mathrm{c}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{b}\mathrm{l}\mathrm{e}$ cardinal, $\gamma$’で $hi$. 以上の

ordinal, $\lambda$ で $\kappa$. 以上の cardinal を表す
$\mu$ を cardinal とする. ordinal a に対して, $\mu^{+a}$ で $\mu$ から数えて $\alpha$ 番目の cardinal
を表す 例えば, $\mu^{+0}=\mu,$ $\mu^{+1}.=\mu^{+}.,$ $\mu^{+2}=\mu^{++}$ 等である.

$\mathrm{p}.0$ . $\mathrm{P}$ と ordinal $C\lambda$
. に対して $\Gamma_{\alpha}(\mathrm{P})$ で次のような 2player Game を表すものとす

る: $\mathrm{p}1\mathrm{a}\}^{\mathrm{P}}.\mathrm{e}\mathrm{r}$ �と player 垣力咬互に $\mathrm{P}$ の元を減少列となるようにとっていく ただし.
$\mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{a}.\backslash r\mathrm{e}.\mathrm{r}$ I は odd番目を, player 垣は even番目と limit 番目をとる. もしこの列の長
さを $c\iota$

. まで伸ばせたら player 垣の勝利, そうでなければ, $\mathrm{p}.1$a}.$\cdot$e.rI の勝ちとする. $\mathrm{P}$

が PirSl.rategicaJly closed であるとは, $\Gamma_{\kappa}(\mathrm{P})$ に関して player $\mathrm{I}\mathrm{I}$ が winning strategy
を持つ事と定義する.

$S\subseteq \mathrm{p}_{f_{\dot{1}}}\gamma$. を $\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{r}\gamma^{r}$ set とする. このとき, ほとんど全ての (a $.\mathrm{e}..$ ) $x$ \in S, とは
$S$ の non-stationary subset $X$ があり全ての $x\in S\backslash X$ , の意味である.
また、$P_{t\dot{v}}\lambda$上の stationary, chtb, $\mathrm{s}\mathrm{a}\mathrm{t}.|\mathrm{u}1^{\backslash }\epsilon\backslash \mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{d}$ ideal, 及び generic ultrapower に関する

基本的な事項は [4] の section 25, [6] 等を参照されたし.

2 Menas’s conjecture and Gitik’s theorem
最初に Me.n.&s‘sconjectrrre, 及び Gitik の定理について解説する.
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Fact 2.1 $\kappa.$
. を regular uncountable carclinal, $\lambda\geq\kappa$ とし, $S=$ {x\in P、\lambda : $|\prime x|=$

$|x\cap\kappa|\}$ とする. このとき,

1. $S$ は $P_{\kappa}\lambda$ の stationary $\mathrm{s}\mathrm{c}\mathrm{t}$ てある.

2, $\kappa$. が successor $\mathrm{c}^{l}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{n}’\mathrm{a}1$ ならぼ $S$ は club を含む.

3. (Baumgartner) 任意の $S$ の stationary subset は $\lambda$ 個の stationary subset に
分割可能である. 従って特に $k\mathrm{i}$, が successor cardinal ならば $P_{h}.\lambda$ の任意の

statioua.ry set は $\lambda$個の stationary subset に分割可能てある.

さて, regular uncountable cardinal $\kappa$. の任意の stationary set は $t_{\dot{v}}$個の stationary
subset に分割可能てある、 という Solovay の定理の類推, 及び上の Fact を受けて
Meanas は次の conjecture を提唱した:
Meanas’s conjecture([9]): $f_{\mathrm{b}}$

. を regular $\mathrm{u}\mathrm{n}\epsilon\cdot \mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{b}\mathrm{l}\mathrm{e}$ ccardinal, $\lambda\geq\kappa$. を ca.rdina.l
とする. このとき, $P_{\kappa}\lambda$ の任意の stationary set は $\lambda^{<\kappa}$個の stafionary subset に分
割可能である.

次の Fact より, Menas’s collject\iota re は ZFC と equiconsistent となる:

Fact 2.2 $L\models$ “$\mathrm{M}\mathrm{e}.\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{s}$’s conjecture $1_{1\mathrm{O}}1\mathrm{d}\mathrm{s}$ .”

また, 弱い形での Menas’s conjecture の否定も ZFC と equiconsistent となる:

Theorem 2.3 ([1]) G.C.H. を仮定する. このとき, c.c.c. $\mathrm{p}.0$ . $\mathrm{P}$ で $|\mathrm{b}$
“ $\aleph_{2}^{<\aleph_{1}}\geq\aleph_{4}$

かつ $P_{\iota v_{1}}\omega_{2}$ の stationary set で $\aleph_{4}$個に分割不可能なものが存在する ‘’ となるものが
ある.

従って Menas’sconjeeture は ZFC より独立である.
一方, $\mathrm{G}’\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{k}$ は [3] において Menas’s conjecture の強い反例を構成した:

Theorem 2.4 ([3]) $\kappa$ を supercompact, $\lambda>\kappa$ とする. このとき, $\mathrm{p}.0$ . $\mathrm{P}$ で次のよ

うなものが存在する:

1. $\mathrm{P}$ は $f_{\overline{\mathrm{t}}}$. 以上の $\mathrm{c}\mathrm{a}1^{\backslash }\mathrm{d}\mathrm{i}11\mathrm{a}.1$ を保存する,

2. $|\mathrm{b}$
“

$t\overline{v}$ は inaccessible cardinal”,

3. $|\mathrm{h}$)
“

$P_{h}.\lambda$ の stationary set で $\kappa^{+}$ 個に分割不可能なものが存在する.”

この定理は $\lambda$ が $\kappa$
. より非常に大きく, 従って $\lambda^{<\kappa}$ が非常に大きい場合ても $\kappa^{+}$. 個に

すら分割不可能なものがありうる, ということを示している.
また, Krueger([5]) は, $\lambda=\kappa^{+}$. の場合は分割不可能となりうる stationary set の中

で極大なものが実際に分割不可能となりうる, ということを示した:



Theorem 2.5 ([5]) $\kappa$ を $\kappa^{+3}$-supercompact とする. このとき, $\mathrm{p}.0$ . $\mathbb{P}$ で次のよう
なものが存在する $\ovalbox{\tt\small REJECT}$

1. $\mathrm{P}$ は $\kappa$
. 以上の car市 nal を保存する.

2. |化 ‘‘ $\kappa$ は inacce.ssible cardinal”,

3. |化 $:$ ‘
$\{x\in \mathrm{p}_{h^{-f_{v}}}.\cdot+:|x|>|.\mathit{1}^{\backslash }$. $\cap\kappa.|\}$ が $t_{\dot{\mathrm{V}}}^{+}$ 個に分割不可能.

Fact 2.1 より, {x\in P、\kappa -+: $|x|>|a^{\backslash }$. $\cap t_{\hat{1}},|$ } が $\kappa^{+}$. 個に分割不可能なものの中で極大
なものとなることが容易に分かる.
さて, [3], [5] では P、$h^{-\{-}$

’ 上の分割不可能な sta.tiolla.ry $\mathrm{s}$e.t の存在の cons池 te.llcy を
$\kappa^{+3}.- \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{r}\cdot \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}1\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{t}$ cardinal の存在より導いている. 一方, Shio.va([ll]) はおそらく
equiconsistcnt であろう仮定よりこれを導いている:

Theorem 2.6 ([11]) G.C.H. を仮定し, $\kappa$. を $\kappa^{+}$.-supcrcompact とする, このとき,
$\mathrm{p}.0$ . $\mathrm{P}$ で次のようなものが存在する:

1. $\mathrm{P}$ は全ての cardinal を保存する.

2. $|\mathrm{b}$
“

$\kappa$ は ina.ccessible cardinal”.

3. $|\mathrm{b}$
“

$P_{\tilde{\mathrm{v}}},\kappa^{+}$. 上の $\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{a}1^{\backslash }.\mathrm{Y}’$ set で $\kappa^{+}$. 個に分割不可能なものが存在する.”

本稿では [5], [11] の結果の一般化について解説を行う 1

3 Club shooting into $P_{\kappa}.\gamma$

この章では, $\lambda$ が regttlar であるとき, 特定の条件を満たす SP、\lambda に対して, $S$

の外へ generic な club set を生成する $\mathrm{p}.0$ . を定義する. なお, この forcing notion の
基本的なアイディアは [10] によるものである.
この章を通して, $\lambda$ は $1^{\cdot}\mathrm{c}\mathrm{g}\mathrm{u}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{r}$であるとする.
ordinml の集合 $x$ に対して, $\mathrm{c}\mathrm{f}(.x)=\mathrm{c}\mathrm{f}(\mathrm{o}\mathrm{t}(x))$ とする. 従って $x$. が最大元を持たな
いときには $\mathrm{c}\mathrm{f}(.x^{\mathrm{t}})=\mathrm{c}\mathrm{f}(\sup(|x))$ であり, 本論ではこのような $x$ しが取り扱ゎない.

Deflnition 3.1 $f\in h.\kappa$. に対して

$T_{f}(\kappa^{\sim},\gamma)=\{x\in P_{\kappa}\gamma : x\cap\kappa\in\kappa, \mathrm{c}\mathrm{f}(x)=f(x\cap\kappa.)\}$

とする. 特に, $\alpha<P\dot{v}$ に対して

$T_{\alpha}(\kappa^{-},\gamma)=$ {x\in P、\gamma . : $x\cap\kappa^{\wedge}\in\kappa.,$ $\mathrm{c}.\mathrm{f}(x)=(x\cap\kappa^{\sim})^{+\alpha}$ }
とする. 従ってこの表記が意味を持っのは $\alpha$が successor ordinalのときのみてある.
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$B$ を P、$\lambda$ の chib で任意の $x,$ $y\in B$ に対して $\mathrm{J}^{1}$. $\cap\prime y\in B$ となるものとする.
$S\subseteq P_{h^{-}}\lambda$ として, P、$\lambda\backslash (S\cap B)$ へ新しい club を shoot する forcing llotion を定式化
する.

Deflnition 3.2 $\mathbb{C}(B, S)$ を次のような $\mathrm{p}.0$ . とする $j$. $p\in \mathbb{C}(B, \mathrm{S})\Leftrightarrow$

1, $p:d(p)\mathrm{x}d(p)arrow d(p)\cap t_{\dot{1}}$. for some $d(p)\in B$ ,

2. $|$ d00 $|<\kappa$.,
3. $c(p)\cap S=\emptyset$ , where $c(p)=$ { $x\subseteq d(p)$ : $x\in B,$ $x$ is closed under $\mathrm{p}$ }.

order を $p\leq q\Leftrightarrow q\subseteq p$ で定める.

$S$ が特別な条件を満たしているときにはこの $\mathrm{p}.0$ . が $\kappa^{+}$ -c.c. を持ち , 新しい $<\kappa$’

sequence を付け加えないことを示す
$f$ C\nwarrowで各 $\alpha<t_{\hat{\vee}}$ に対して $f(\alpha’)>\alpha$ となるものを固定する, ここで, $T=\{x\in$

$T_{f}(\kappa\cdot, \lambda):.J^{\backslash }$. is st.ational..y in $\sup(x)\}$ とする. また, $A^{\prec}=\langle$ $A$ i: $i<\lambda\rangle$ を $\lambda$ の pairwise
disjoint subset の列として, 任意に一つ固定しておく
ここで, $S\subseteq P_{h}.\lambda$が次のような形であるとする;

$S=$ { $x\in T:\exists \mathrm{n}^{J}\in x$ ( $4_{\alpha}\cap$ sup(x)is non-st.ationary in $\mathrm{s}\iota\iota \mathrm{p}(x)$ )}

または,

$S\subseteq$ { $x\in T:\forall\alpha\in|x$ $(A \text{。}\cap\sup(\prime x)$ is stat.iolla.r.v in $\mathrm{s}\iota\iota \mathrm{p}(_{i}1^{\backslash })$ )}.

以下, $S$ がこのような形をしているとして話を進める. また, $x\in S$ ならば $|x|>$

$|x\cap f_{\dot{\mathrm{V}}}|$ であり, $\mathrm{c}\mathrm{f}(\sup(x))$ は uncountable となることに注意する.

Lemma 3.3 任意の $x\in P_{\kappa}.\lambda$ に対して, {$p\in \mathbb{C}$ ( $B,$ $S$ ) : $x\subseteq \mathrm{r}f_{l}($p)} は dense in
$\mathbb{C}(B, S)$ てある.

proof $x$. $\in P_{\kappa}\lambda,$ $p\in \mathbb{C}(B, S)$ とする, { $x\in P_{\kappa}\lambda$ : $x\cap\kappa$. $\in;_{\dot{\mathrm{V}}},$ $\mathrm{c}\mathrm{f}(x\cap\kappa.)=\omega,$ $|x|=$

$|x\cap\kappa.|\}$ は常に P、$\lambda$ の $\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{a}\lfloor..\mathrm{i}_{\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{a}1}\gamma$ set であるため, y\in P、\lambda で次を満たすものが取
れる ;

1. $y\in B$ ,

2. $y\cap r_{\dot{1\prime}}\in \mathrm{A}^{\sim}$. a.nd $\mathrm{c}\mathrm{f}(y\cap\kappa.)=\omega$ ,

3. $|y|=|y\cap\kappa.|$ ,

4. $x\cup d\zeta p$) $\subsetneq y$ .
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$\{0_{??}’ : n<\omega\}$ を $y\cap \mathit{1}\tilde{\mathrm{u}}$ の $\mathrm{c}\cdot 0\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{l}$ set とする. これらを用いて, function $q$ を次のよう
に定める:

1. $q$ : $y\cross yarrow y\cap\kappa.$,

2. $q\lceil(d.(p)\cross d.(p))=p$ ,

3, $\alpha\in y\backslash d$(p) と $n\in\omega$ に対して, $q(a’, n)=\alpha_{n}$ .
上記の条件以外の $q$ の値は任意に定める. このような $q$ が $\mathbb{C}(B, S)$ の元てあること
を示せば証明は終わる. さて, 自明でない条件は $c(q)\cap S=\emptyset$であるのでそれを示
せばよい, $z\in c(q)$ とする. もし $\sim.\wedge\subseteq$ d,(p) ならば明らかに $z\in c(p)$ であり $z\not\in S$ で
ある. そこで $z\not\subset d$(p) とする. \mbox{\boldmath $\alpha$}\in z\dゆ) とすると, $q$ の定義より各 $\uparrow l\in\omega$ に対し
て $q(\alpha, r\iota)=\alpha_{n}\in z$ となる. $\{\alpha_{n} : n$ . $\in\omega\}$ は $y\cap\kappa$. の cofinal subset なのでこれは
$.y\cap\kappa$

. $=z\cap\kappa$. を意味する. 従って, $|?J\cap\kappa\cdot\cdot|=|z\cap f_{\mathrm{t}J}.|\leq|_{\wedge}^{\sim}|\leq|y|=|y\cap\kappa.|$ となり,
$|\approx\cap f_{v}^{\triangleleft}|=|z|$ となるので $\approx\not\in S$ である. 口

Lemma 3.4 $\mathbb{C}(B, S)$ は $f_{\mathcal{V}}^{\{}.$ -c..c. を持っ.

proof $X=\{.p_{i} : \cdot i_{l}<l_{\dot{\mathrm{V}}}.\}+$ を $\mathbb{C}(B, S)$ の subset とする. $X$ の element で compatible
になるものがあることを示せばよい. $t_{1}^{\alpha}$, は inaccessible carciinal なので $\kappa^{<\kappa}--\kappa.$, 従っ
て一般性を失うことなく $\{d(.p_{i}):’ i$. $<\kappa^{+}.\}$ は root $?$’を持っ $\triangle$-system をなしてぃる
と仮定してよい. 一方, $|\cdot r^{7}|<\kappa$

. なので, $\uparrow’\cross$ ? から $\kappa$ への function は高々 $\kappa^{\sim}$個しがな
い. よって, $i,$ $j<\mathrm{A}^{+}\sim$. で.$p_{i}$. $\mathrm{r}(\mathit{7}^{\cdot}\cross\uparrow^{\backslash })=p_{j}\mathrm{r}$ ( $\cdot r\cross\cdot$r) となってぃるものがある. ここで
捕題 3.3 と同様にして z\in P、\lambda で

$1$ . $\approx\in B$ ,

2. $|$ z $|=z\cap tv.$ ,

$3.\tilde{\sim}\cap\kappa$. $\in\kappa$. and $\mathrm{c}\mathrm{f}(z\cap\kappa)=\omega$ ,

4. $d(p_{i})\cup d(p_{j})arrow\subset\sim\sim$. .
となるものをとる. $\{\alpha_{n} : n\in\omega\}$ を $z\cap\kappa$. の cofina.l set とする. また, $\delta\in\approx\backslash (d(p_{i})\cup$

$d(p_{j}))$ を一つ固定する. これらを用いて $q:\wedge \mathrm{x}\sim zarrow z\cap\kappa-$ を次を満たすように定義
する:

1. $q[(d(\prime p_{i}.)\mathrm{x}d(p_{i}))=p_{i}$ ,

2. $q\lceil(d(p_{j})\cross d(p_{j}))=p_{j}$ ,

3. $\alpha\in z\backslash (d(p_{i}.)\cap d(.p_{j}.))$ と $n\in\omega$ に対して $q(\alpha, n)=\alpha_{n}$ ,
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4. $a’\in z\backslash d(.p_{i}),$ $\beta\in z\backslash d(x_{j}’ \mathrm{I}$ に対して $q(\Omega’,/\mathit{3})’=()^{\backslash }$ .

この $q$が.$p_{i},$ $\prime p_{j}$ の conlInon extension となることを示す そのためには $c(q)\cap S=\emptyset$ を

示せばよい. $x\in c(q)$ とする. もし $\prime x\subseteq d(.p_{\mathrm{i}}.)$ が $x\subseteq d$( lpj) ならばよい, そうでないと
すると, $\alpha\in z\backslash d$(pi), {$\dagger\in z\backslash d$ (pj) となるものが取れる. このとき、$q(\alpha, ,\mathit{3})=\delta\in x\dot,$

従って $q(\grave{\delta}, n)=\mathrm{Q}_{l}’.,\in x$ となり, $\approx\cap\mu i\cdot=x\cap f\dot{v}$ となる. これより捕題 3.3 と同様にし
て $x\not\in S$ が導かれる. 口

Lemma 3.5 $\mathbb{C}$ (B, $S$ ) は $r_{\hat{1}’}\mathrm{s}\mathrm{t}1^{\cdot}\mathrm{a}.\mathrm{t}\cdot \mathrm{e}\mathrm{g}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{a}11\mathrm{y}$ closedである.

proof まず, $\lambda$ から $\lambda$ への partinal function $g$ を $g(a)=\beta\Leftrightarrow\alpha\in\wedge 4_{\mathit{3}}t^{t}$で定める.
これを用いて., player $\mathrm{I}\mathrm{I}$ の strategy を次のように定める: $t=\langle p_{i} : i<\xi\rangle$ を $\mathbb{C}(B, S)$

の decreasing $\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{q}\iota \mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{c}\cdot.\mathrm{e}$. で lower bound を持つものとする. このとき, $p= \bigcup_{i<\xi}p$ i と

すると, $p$ は lower boundであることに注意する. ここで, $\approx\in P_{h}.\lambda$で次を満たすよ
うなものをとる:

$1$ . $\approx\in B$ ,

2. $\mathrm{A}\sim$ は $g$ に関して閉じている,

3. $|\approx|=|z\cap\kappa|$ ,

$4$ . $\approx\cap\kappa\in f_{\dot{\mathrm{V}}}$ and $\mathrm{c}\mathrm{f}(.\approx\cap f_{\overline{1}}.)=\omega$ ,

5. $d(p) \cup 1\mathrm{i}\mathrm{n}1(d(|p.))\cup\{\sup(d(p)\}\subset zarrow$
’

$\{\alpha_{2l}^{t}. : n\in\omega\}$ を,$\sim\vee\cap\kappa$ の cofinal subset として, $p_{t}$ を次のように定める:

1. $pt:\approx\cross z$ $arrow z\cap\kappa\cdot$ ,

2. $p_{t}\mathrm{r}(d.(p)\cross d(p))=p$,

3. $\alpha\in z\backslash d$ (p) と $n\in\omega$ に対して $p_{t}($ \mbox{\boldmath $\alpha$}, $n)=\alpha_{\uparrow 7}^{t}$ .
player $\mathrm{I}\mathrm{I}$ はこの乃を次の手として打つ.
このように定めた strategy が実際に winning strategy となることを示す $\xi$ を

lilnit ordinal として, $t=\langle p_{i}:\prime i$. $<\xi\rangle$ がこの strategy に沿った playであるとする. $t$.

力 $\grave{\grave{3}}$ lower bound を持つことを示せばよい. そのためには, $p= \bigcup_{i<\xi}p$.i として $p$ が

condition となることを示せば十分である. そうでないとして, $x\in c(p)\cap S$ となるも
のがあるとする. ます, strategy の 3番目の条件より, $|d(p)|=|d(p)\cap\kappa.|$ となること
に注意する. $x\subseteq d(p)$ なのて、もし $x\cap t\dot{\mathrm{v}}=d.(p)\cap\kappa$. ならば $|x|=|x\cap\kappa.|$ となり $2^{\backslash }\not\in S$

である. 従って $z\cap\kappa<d(p)\cap r_{\hat{\iota}}$. となるが, 条件 5 より $d(p) \cap\kappa=\sup\{d(p_{i})\cap\kappa:i<\xi\}$

なので, ある.i.* $<\xi$ で $.\mathrm{J}-\cap\kappa$. $<d(p_{i}*)\cap\kappa$. となる.

ここで, $\{_{f}.\mathit{3}_{i}. : i<\xi\}$ を



15

1. 成+1 $=\mathrm{s}\mathrm{u}_{\mathrm{I}^{)(X\cap d(p_{i}))}}\cdot$ ,

9. $i$ が $1\mathrm{i}_{1}\mathrm{n}\mathrm{i}\dagger$, の時には /‘fi=sup{/力。$j’<i.$ }

とする. 明らかに成 $\leq \mathrm{s}\iota\iota \mathrm{p}(x)$ かつ $\langle l\mathit{3}_{i} : i<\xi\rangle$ は increase continuous sequence て
ある.

Claim 3.5.1 ある $j<\xi,$ $\prime i."\leq j$’で,$\theta_{i}=\sup x$ となる.

proof そうでないと仮定する. このとき, $\{\beta_{i}:.i$. $<\xi\}$ は $\mathrm{s}\iota\iota \mathrm{p}(x)$ で unbounded set
となる. ここで., $l^{4=\mathrm{c}\mathrm{f}(\xi)}$ とすると, $\{\beta_{i} : i$. $<\xi\}$ は $\mathrm{s}\iota\iota \mathrm{p}(.\}^{\backslash }.)$ の unbonded $\mathrm{s}\mathrm{e}_{arrow}\dagger|$ なの
で, このとき $\mu=\mathrm{c}\mathrm{f}(\xi)=\mathrm{c}\mathrm{f}(\mathrm{s}\iota \mathrm{p}(\alpha^{\backslash }))=f(x\cap\kappa.)$ となる. $f(x\cap\kappa)>\omega$ より, $/\mathrm{J}$ は

uncountable である. ここで, $\xi$ の club $\langle\prime i_{k} : k<\mu\cdot\rangle$ を次を満たすよう $l_{\check{\mathrm{b}}}$ とる:

$\mathrm{t}$ . \acute i.0\geq i’’、

2. 任意の $k$. $<\mu$ に対して $\prime i_{k+1}>\prime i_{k}$ がっ $l\acute{t}_{i_{\mathrm{A}\cdot\cdotcdot 1}}>|1\mathit{3}_{i_{k)}}$

3. $f_{v}^{n}$ が limit ordinal の時には $i_{k}.-$. $\mathrm{s}\iota \mathrm{p}\{i_{h\sim}.’ : k’<k\}$ .
このとき. $\langle/?_{i_{k}}. : \mathrm{t}\cdot$. $<\mu\rangle$ もまた $\mathrm{s}\iota \mathrm{p}(x)$ の club となる. $x\in S$ より, $x$ は $\sup(x)$ て

stationary, よってある limit ordinal $k<\mu$ で $\acute{\gamma}^{j_{i_{k}}}$. $\in$ ’x となる. また, $\langle$成 $k$
: $k<\mu\rangle$

は st.rict.ly increasing なので, このときには $\beta_{i_{h}}$. $\not\in\bigcup_{j<i_{h}}.d$(pj) となる. 一方、 $p_{k}\dot{.}$. は
$\mathrm{s}1l1^{\cdot}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{g}^{\neg}1^{r}$ に沿った元なので, このとき $\mathrm{J}\mathrm{i}\mathrm{m}(\bigcup_{j<i_{k}}d(.p_{j}))$ $\subseteq d(\prime p_{i_{k}})$ となる. よって $\theta_{i}.,$ $\in$

d(乃,)\\cup j\acute ‘ik $d(p_{j})$ . また, $p$ は乃 $k$ の拡張となっているので, このとき各 $?\iota$. $\in\omega$ に対し
て p(/3i,、’ $?\mathrm{z}$ ) $=\alpha_{n}^{t|i_{k}}\cdot\in x,$ 従って $x\cap\kappa-\geq d(.p_{i_{k}})\cap r_{\iota}.$. 一方, $x\cap\kappa<d(p_{i}.*)\cap\kappa$. $\leq d(.p_{i_{k^{\sim}}})\cap\kappa$

となり矛盾が生じる口 of claim

よって, ある ordinal $j<\xi,$ $i^{*}<j$ で $/^{-}]_{j-\downarrow}=\mathrm{s}\iota\iota \mathrm{p}(x)$ となる, したがって $\mathrm{s}\iota \mathrm{p}(x.)=$

$\sup$ ( $.x^{\tau}\cap d$(S)j) $)$ , かつ $x\cap\kappa=(d(p_{j})\cap x)\cap\kappa$ となるが. ここで, $a:$ , d伊$j$ ) $\in B$ より
$.x.\cap d(p_{j})\in B$ . 従って $x\cap d(parrow\in T_{f}($ \kappa ., $\lambda)\cap B$ となる. ここで, $j^{-\prime}$ を $j$ より大きい even
orciina.l とすると, strategyの条件 5 より $1\mathrm{i}\mathrm{n}\iota(x\cap d(p_{j}))\underline{\mathrm{C}}1\mathrm{i}\mathrm{n}1(d(p_{j}))\subseteq d(\prime p_{j’})$ となる.
従って $d.(.p_{j’})$ は $\mathrm{s}\iota\iota \mathrm{p}(x)$ の club を含み, $x$ は $\sup(x)$ で sta.tionary なので, $x\cap d(p_{j’})$ は
$\sup(x)$ で $\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}11\mathrm{d}\cdot 1\supset^{\gamma}$ となる. よって $x\cap d(p_{j’})\in T\cap B$ である. また, $x\cap d$(pj’) は
明らかに $p$ に関して閉じているので、結局 $x\cap d(pj^{\prime)}\in c.(p’)\cap T$ である. ここより.
$S$ の取り方に応じて 2 つの cese に分ける.

$\underline{\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{l}}S=$ {$x\in T$ : $\exists\alpha\in x$ $(A \text{。}\cap\sup(x)$ is non-stationary in $\sup(x)$ )} の場
合: $\alpha^{l}\in x$ で $A \text{。}\cap\sup(x)$ が $\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{n}- \mathrm{s}\mathrm{t}.\mathrm{a}.\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}_{\mathrm{C}}\backslash 1^{\backslash }\mathrm{y}’$ となっているものをとる. このとき,
$\alpha\in d(.p_{j’})$ と仮定してよい $\mathrm{i}$ もし $\alpha^{1}\not\in d$(pj’) ならば, $j’$ より大きい $i”$ で $\alpha\in d(.pj^{\prime\prime)}$

となるものを取り $j’$ と置き換えばよい. よって, \mbox{\boldmath $\alpha$}\in x\cap d鍋 7) となる. 一方,
$\mathrm{s}\iota \mathrm{p}(a^{\backslash }.)=\sup$( $.x:\cap$ d(pj’)) なので, $A\text{。}\cap \mathrm{s}\iota\iota \mathrm{I}$) $(x\cap d(\prime p_{j’}))$ は non-stationary. よって
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$.x\cap d(\prime p_{j’}.)\in S\cap B$ となる. しかし, $x\cap d(p_{j’})\subseteq d$(pj’) なので $x\cap d(.p_{j’})\in c(p_{j’})$ .
よって $S\cap c(p_{j’})\neq\emptyset$ となり矛盾である.

case2 $S\subseteq$ { $x\in T$ : $\forall\alpha\in x$ $(A \text{。}\cap\sup(|x)$ is stationary in $\sup(x)$ )} の場合: この
ときには $x\subseteq d$(pj’) となることを示す strateg》の条件より $d(lp_{j’})$ は $g$ に関して閉
じていることを思い出す $\mathrm{C}\mathrm{k}’\in x$ とする. このとき, $A_{a}\cap \mathrm{s}n\mathrm{p}(x)$ は $\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{a}1^{\backslash }\mathrm{y}$ . –
方, $d(p_{j}’)$ は $\sup(x)$ の club を含んでいるのて d$(.p_{j’})\cap A$

。
$\neq\emptyset$ . $,\mathit{3}\in d.$( j2)\cap A。とす

ると, $g$ の定義より $\alpha=g(\beta)\in d(\prime p_{j’})$である. 従って $x\subseteq d$ (pj’) となるが, このとき
$x\in c(\prime p_{j’})\cap S$ となり矛盾が生じる.
従ってどちらの場合も矛盾が生ずるので, 結局 $c(p)\cap S=\emptyset$ となる. よって,

$\langle p; : i<\xi\rangle$ は lower bound を持ち , game を続けることが可能てある. 口

Lemma 3.6 $C_{\mathrm{T}}$ を $(V, \mathbb{C}(B, S))$-generic fflter とする. このとき, $\cup G$ は $\lambda\cross\lambda$ がら
$\kappa$ への function であり $\mathrm{r}$. {.x\in P、\lambda : $x\in B,$ $x$ is closed under $\cup C_{\mathrm{T}}.$} $\cap S=\emptyset$ となり,
$S$ は non-stationarv になる.

proof まず, $\mathbb{C}(B, S)$ は $\kappa$-strategically closed なので、 $P_{h}^{1’}.’\lambda$ と $P_{h}^{V[G[}.\lambda$ は同じもの

であり, また $B$ は依然として $P_{h}.\lambda$ の club set となることに注意する. $\cup C_{7}$が $\lambda \mathrm{x}\lambda$

から $t_{\dot{\mathrm{t}}}$ への function となることは捕題 3.3 より明らか.
さて, $C=$ { $x\in P_{h}.\lambda$ : $x\in B,$ $x$ is closed under $\cup G$ } が club となることは明ら

か. 従って $C\cap S=\emptyset$ となることを示せばよい. $x\in C$’とする. このとき, 補題

3.:3 より $p\in G$ で $x\subseteq d.(p)$ となるものがある. このとき明らかに $x\in c(p)$ てあり,
$c(p)\cap S=\emptyset$ なので $x\not\in S$ である. 口

4 Maximal nonsplitting subset of $P_{ri}.\lambda$

この club shooting を [11] と同様に iterate することにより, 次のような定理がえ
られる. 詳細は [12] を参照されたし.

Theorem 4.1 G.CJI. を仮定する. $\kappa<\lambda$ で $\kappa$. は $\lambda_{-\mathrm{S}\iota\iota \mathrm{p}\mathrm{e}1^{\backslash }\mathrm{C}0\mathrm{n})}.\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{t},$
$\lambda$ は l.eg.ular

cardinlal とする. このとき, $\mathrm{p}.0$ . $\mathrm{P}$ で次のようなものが存在する:

1. $\mathrm{P}$ は全ての cardinal を保存する.

2. |化 ‘‘ $\kappa$ は inaccessible cardinal” :

3. $|\mathrm{h}\mathrm{p}\cdot$ “ある $f$ \epsilon \nwarrow で { $x\in T_{f}$ (\kappa , $\lambda$) $:.\mathit{1}^{\mathrm{Y}}$’is stationary in $\sup(x)$ } が $\kappa^{+}$. 個の sta-
tionary subset. に分割不可能.” 特に, $c\iota’<h.$’で $\lambda=\kappa^{+\alpha+1}$ ならば, $T_{a+1}(\kappa.., \lambda)$

が $P_{v}^{\cdot}+$ 個に分割不可能となる.

定理 4.1 は次の意味で最適なものになっている.



Theorem 4.2 ([3] または [ $11\mathrm{D}\kappa$ を regttlar uncountable cardina.l, $\lambda\ovalbox{\tt\small REJECT}\kappa$ を ca.rdina.l
とする. このとき. $\mathcal{P}_{h}\lambda$ の任意の stationary set は $\kappa$個の stationary $\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{b}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{t}_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}$に分割可
能である.

Lenlma 4.3 $\alpha<Fi$. で $\lambda=\kappa^{+\alpha+1}$ とする. もし $P_{h}.\lambda$ の stationary subset $X$ が $\kappa^{+}$, 個
に分割不可能なものならば, $X\backslash T_{\alpha+1}$ $($ \kappa , $\lambda)$ は noll-sta.lIiollaryである.

proof $I=\mathrm{N}\mathrm{S}_{\kappa\lambda},\mathrm{r}X$ とし, $\mathrm{P}_{I}$ を $I$ による標準的な generic ultrapower forcing
nortion とする. $X$ が $\kappa^{+}$. 個に分割不可能なので, Eよ $\kappa^{+}$-satura.ted, 即ち $\mathrm{P}_{I}$ は $\kappa^{+}\wedge-$

$\mathrm{c}.\mathrm{c}$ . であることに注意する. $G$ を $(V, \mathrm{P}_{t})$-generic fflter とし, $j$ : $V\prec\Lambda\cdot\prime I\approx \mathrm{U}1\mathrm{t}(V, G)$

とする. $\mathrm{P}_{I}$ は $\kappa^{+}.- \mathrm{c}.\mathrm{e}j$ . なので $\lambda=(\kappa^{+a+1},)^{V[G]}$ てあるが, $I$ が $f_{\dot{\mathrm{t}_{J}}}+$-sa.turated なの
で $\lambda M\cap V[G]\subseteq \mathrm{A}\prime I$が成立する. 従って $M\models$ “$\lambda=\kappa^{+\alpha+1}.$ ” となる. 即ち, $\Lambda\prime I\mathrm{E}$=
“

$\mathrm{c}\mathrm{f}(j’’\lambda)=\lambda=ri,=+a\cdot+1(j’’\lambda\cap j^{f}(\kappa).)^{+\alpha+1}$”. また, $\alpha<\kappa$. なので $j(T_{\alpha+1}(\kappa, \lambda. ))=$

T、+l $(j(f_{\dot{|\prime}}),j(\lambda))$ , よって $M\models i$ ‘j”\lambda \in i(T。ll(\kappa , $\lambda)$ )” である. $G$ は任意の取ったのて
これは $|\mathrm{b}_{r}.$

“
$j”\lambda\in j(T_{a+1}(P\dot{v}, \lambda))$

” を意味し, 従ってほとんど全ての $x\in X$ に対して
x\in T。+1 $(\kappa., \lambda)$ となることを意味する. ゆえに $X\backslash T_{\alpha+1}($\kappa , $\lambda)$ は lloll-stationa.ry て
ある. 口

ここで. 定理 4.1 中に出てくる “$x$ は $\mathrm{s}\iota \mathrm{p}(x)$ で $\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}11\mathrm{a}1^{\cdot}\}’$

” という条件は, ある程
度は本質的な縛りであることを示しておく

Lemma 4.4 $\lambda$ を regulal. cardinal, $I$ を $P_{h}.\lambda$ 上の $\lambda$-saturated normal ideal とする.
このとき, {x\in P、\lambda : $x$ is $\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{p}^{\backslash }\mathrm{y}$ in $\mathrm{s}\iota \mathrm{p}(x)$ } $\in I^{*}$ となる. ここで, Ilよ $I$ の

clual ffiterである.

proof $p\in \mathrm{P}_{I},$
$C^{\cdot}$ を $\mathrm{P}_{I}$-nameで p $|\mathrm{b}_{1}$

$\backslash ‘\dot{C}$, is a $\mathrm{c}\mathrm{l}\iota \mathrm{l}\mathrm{b}$ in $\mathrm{s}\iota 1\mathrm{p}(j’’\lambda)$
” なるものとする. in-

ductivc に (\mbox{\boldmath $\alpha$}架 $7l<\omega\rangle$ , $\langle$/jn: $n<\omega\rangle$ をとっていく $\dot{\beta}_{0}$ を $\mathrm{P}_{I}$-nameで $p|\mathrm{h}\mathrm{r}_{\mathit{1}}‘.\dot{\theta}_{0}’,\in\dot{C}$”

なるものとする. $j”\lambda$ は $\sup(j’’\lambda)$ で unbonnded であり, $\mathrm{P}_{I}$ は $\lambda-\mathrm{c}..\mathrm{c}$ . を満たすので
$0’0<\lambda$ で $p|\mathrm{b}_{\mathrm{A}}|r_{I}.$ “i $(\alpha_{0})\geq \mathit{1}i_{0}$ ” となるものが取れる. $\acute{\prime}j_{1}$ を $p|*_{\mathrm{J}}‘’.j(\alpha_{0})<,\dot{\mathcal{B}}_{1}\in\dot{C}_{J}$” な
る nanle とし, 同様に $\alpha_{1}<\lambda$ を $|p$

. |化, “$j(\alpha_{1})\geq\dot{\beta}_{1}’$” となるようにとる. 同じょうに
して $\alpha_{n,}../\dot{j}_{n}$ をとっていく $\alpha=\sup\{\alpha_{n} : n<\omega\}$ とすると,

$p\mathrm{I}*_{I}$ “j $( \alpha)=\sup\{j(a_{l1}^{l}) : n<\omega\}=\sup\{_{\mathit{1}}\dot{f}_{n} : n<\omega\}\in\dot{C}_{/}$”

となり, $p|\mathrm{h}\mathrm{p}_{I}^{i}‘ j’’\lambda\cap\dot{C,.}\neq\emptyset"$ である. 口

また, 定理 4.1 を応用すると次のような結果が得られる. やはり詳細は [12] を参
照されたし.

Definition 4.5 $S(l\dot{\iota t}’\lambda)=$ { $x\in P_{\kappa}\lambda$ : $x\cap l\hat{\iota}’\in\kappa\cdot$, $|$ x $|>|x\cap\kappa.|$ }.
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Theorem 4.6 G.C.I-I. を仮定する. $\kappa<\lambda$ で $\kappa$ は $\lambda$-supercompact, $\lambda$ はある $a<\kappa$

で $\lambda=\kappa^{+\alpha+2}$ となっているとする. このとき, $\mathrm{p}.0$ . $\mathrm{P}$ で次のようなものが存在する:

1. $\mathrm{P}$ は $h.$
. 以上の cardinal を保存する.

2. |化 ‘. $‘ t_{\overline{\mathrm{u}}}$ は inaccessible cardinal
$\cdot$,,

3. $|\mathrm{b}$
“

$S(\kappa, \lambda)$ は $\lambda$個の stationary subset に分割不可能.”

定理 4.6 は次の意味で最適なものとなっている.

Lemma 4.7 $S(\kappa, \lambda)$ が st.atiollary とする. $l’<\lambda$ ならば, $S(\kappa.\lambda’)$ は $l’$個に分割可能
である. 従って特に, $\lambda$ が singular cardinal ならば $S(r_{\dot{v}}, \lambda)$ は $\lambda$ 個に分割可能である.

proof $\lambda$ が $\mathrm{s}\mathrm{i}_{11}\mathrm{g}1\mathrm{l}1\mathrm{a}.1$
‘ の場合, もし $S(h,\cdot.\lambda)$ が $\lambda$ 個に分割不可能ならばある $\iota/<\lambda$ て

すでに $\iota$’個に分割不可能となることは良く知られている. 従って lemnla の前半の
みを示せばよい, まず, 次の claim を示す

Claim 4.7.1 $P\backslash \cdot;<\iota/<\mu$ とする. もし $\{\prime x\in P_{\kappa}l/:|x|=|x\cap\kappa\cdot|^{+}\}$ が $P_{\kappa^{l/}}$ て

stationary ならば, $\{x\in P_{h}.\mu : |x|=|x\cap\kappa|^{\{-}\}$ も P、$l\iota$ で stationary である.

proof $\iota$’と $\int \mathit{1}$. が両方とも cardinal である場合を示せば十分てある. さて, $\theta$ を十
分大きい regular cardinal とする. 任意の $R\subseteq H$\mbox{\boldmath $\theta$} に対して, $M\prec\langle H_{\theta}, \in, R\rangle$

で $|\Lambda\cdot f|<Pi\cdot,$ $|\mathit{1}1I\cap\mu|=|\Lambda\prime I\cap t\overline{\backslash }\cdot|^{+}$ となるものが取れることを示せばよい. まず,
$\Lambda’.I_{0}\prec\langle fI_{\theta}, \in, R\rangle$ で $l’\subseteq \mathbb{J},\prime I_{0}$ かつ $|\Lambda^{J}\mathit{1}_{0}|=l/$ となるものをとる. $f$ : $l/arrow\Lambda’I_{0}\cap\mu$.

を bijection とする. $l^{J}\subseteq \mathrm{A}\prime I_{0}$ であり $\{x\in P_{h}.\nu : |x.|=|x\cap\kappa|^{+}\}$ が stationary なの
で, $\Lambda\prime I\prec\langle\Lambda I_{0}, \in, R, f\rangle$ で $|\Lambda^{t}I|<l\sigma"|M\cap\nu|=|M$ 口 $\kappa.|^{-\vdash}$ となるものが取れる, こ

のとき elementarity より $f\lceil(\Lambda I\cap l/)$ : $\mathrm{A}’I$ 山$/arrow M\cap\mu$ は bijection となり, 従って
$|M\cap \mathit{1}^{\ell\cdot 1=}|\Lambda^{J}I\cap\iota/|=|\Lambda\prime I\cap li,|^{+}$ である. $\text{口}$ of claim

lemmaの証明に戻る. $\iota/<\lambda$が cardinal で $S(\kappa., \lambda)$ が $\nu$個に分割不可能として矛盾を
出す. $l/\leq\kappa$ ならば定理 4.2 より明らか. よって $\nu>\kappa$. とする. $I=\mathrm{N}\mathrm{S}_{\kappa\lambda}.[S($ \kappa , $\lambda)$ と

し, $\mathrm{P}_{I}$ を $I$の標準的な generic ultrapower forcing notion とする. $C$’を $(V, \mathrm{P}_{I})- \mathrm{g}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{e}1^{\cdot}\mathrm{i}\mathrm{c}$
.

fflter とし, $j^{J}$ : $V\prec\Lambda I\approx \mathrm{U}1\mathrm{t}(b^{r}, G)$ とする.
$S(\kappa, \lambda)$ が $\nu$個に分割不可能なので $\mathrm{P}_{I}$ は $|J-\mathrm{c}.\mathrm{c}.$ , 従って $V[C_{X}^{\mathrm{Y}}]$ 上で $\lambda>\kappa^{+}$. となる.
よって $\Lambda,I\models$ “

$|j’’\lambda|>\kappa^{+}.=(j’’\lambda\cap j(\kappa\cdot))^{+}$ ”. E#ちほとんど全ての $|x\in S($ \kappa , $\lambda)$ に対し
て $|x|>|x\cap\kappa|^{+}$ てある.
ここで, $f$ : $S(\kappa., \lambda)arrow\lambda$ を $f(x)=\alpha’\Leftrightarrow\alpha$. $\in x$ かつ $\mathrm{o}\mathrm{t}(x\cap\alpha)=|x\cap\kappa|^{+}$ て定

義する. Fodor の lemma より, ある $\delta<\lambda$ で $\{x\in.S(\kappa\lambda\}$ .) : $f(x)=\delta\}$ は statiollaly
となる. 従って {x\in P、\mbox{\boldmath $\delta$}: $\mathrm{o}\mathrm{t}(x)=|x\cap\kappa|^{+}$} は P、$\delta$ で sta.tionary になる. よって
先の claim より $\{x\in P_{\kappa}\lambda : |x|=|x\cap\kappa|^{-\}}\}$ は P、$\lambda$ の stationary set てあり, 明らか
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に $S(\mathrm{A}^{\cdot}., \lambda)$ の $\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{a}1^{\backslash }\mathrm{y}$ subset になる. しかしほとんど全ての ($x\in S($ \kappa , $\lambda)$ に対して
$|a^{1}|>|x\cap\kappa|^{+}$ となるはずなのでこれは矛盾である. 口

また, 次のような補題もえられる. これらは $S(\kappa., \lambda)$ が分割不可能という状況に対
する制限を与える:

Lemma 4.8 $S(P\mathrm{i},,.\lambda)$ が $\lambda$個に分割不可能とする. このとき,

1. $\kappa\leq l’<\lambda$ なる $\nu$ に対して, $S(\kappa., \nu)$ は P、$l/$ で $11\mathrm{o}\mathrm{n}- \mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{a}1^{\wedge}\mathrm{y}$ である.

2. ほんど全ての $x\in S($ \kappa , $\lambda)$ に対して $\mathrm{o}\mathrm{t}(x)=|x\cap\kappa.|^{+}$ となる.

この証明のために, まず次の補題を示す

Lemnla 4.9 $l/=111\mathrm{i}\mathrm{n}${ $\mu\geq\kappa$ : $S$ (\kappa ., $\mu$) is stationary in $P_{t\dot{v}}\mu$} とする. このとき, ほ
とんど全ての $x\in S(\kappa., \mathrm{r}/)$ に対して $\mathrm{o}\mathrm{t}(.\mathit{1}^{\cdot}.)=|x\cap\kappa|^{+}$ が成立する,

proof claim 4.7.1 の証明の後半と同様に議論する. ます, $x\in S$ ( $\kappa^{\sim},$
$\iota$ J) ならば

$\mathrm{o}i.(x)\geq|x\cap\kappa|^{+}$ に注意する. さて, 補題が成り立たないとすると. $S=\{x\in$
$P_{\kappa}\nu$ : ot,(x)>lx\cap \kappa \mapsto が $P_{r_{\iota}}\nu$ で $\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{a}1\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{a}1^{\backslash }.\mathrm{Y}$ になる. $f\cdot$ : $Sarrow\iota$’を $f(x)=\alpha\Leftrightarrow$

$\alpha\in x$ かつ $\mathrm{o}\mathrm{t}.(.\mathit{1}^{\backslash }$. $\cap\alpha)=|x\cap\kappa.|^{+}$ で定義する. $\mathrm{F}\mathrm{o}\mathrm{d}\mathrm{o}1’.\mathrm{S}$ lemma より, ある $\delta<\iota/$ で

$\{.\alpha^{1}\in S : f(|x^{1})=\delta\}$ が stationary となり, したがって $\{x\in P_{\kappa}\grave{\delta} : \mathrm{o}\mathrm{t}(x)=|x\cap\kappa|^{+}\}$

が R、$\delta$ で $\mathrm{s}\mathrm{t}.\mathrm{a}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{n}.\mathrm{a}1^{\cdot}\}’$ となる. 故に $S(t_{\hat{1}},, \delta\grave)$ も sta.tionary となるが, これは $l^{J}$ の最小 1生
に反する. 口

ここで, 補題 4.8 の証明をする.

proof 2. は 1. と補題 4.9 より明らか. よって 1. のみ示す- 最初に, $S(\kappa, \lambda)$ が $\lambda$ 個
に分割不可能であることから $\lambda$ は regularである. また, generic ultrapower forcing
notion $\mathrm{B}_{1}^{\mathrm{e}}\lambda$ -c.c. となることから generic ultrapower 上で $\mathrm{o}\mathrm{t}(j’’\lambda)=\lambda=\mathrm{c}\mathrm{f}(j’’\lambda)$, 即
ちほとんど全ての $x\in S($ \kappa , $\lambda)$ に対して $\mathrm{o}\mathrm{t}(x)=\mathrm{c}\mathrm{f}(x)$ が成立することに注意する.

Claim 4.9.1 $\kappa,$ $<l’<\mu$ で $\mathrm{c}\mathrm{f}(lJ)\leq \mathrm{c}\mathrm{f}.(\mu)$ とする. $\{x\in P_{\dot{\iota}},\nu : \mathrm{c}.\mathrm{f}(|x)=|x\cap\kappa|^{\{-}\}$ が
$P_{\kappa- l/}$で sta.tionaryならば, $\{x\in P_{\kappa}.\mu : \mathrm{o}\mathrm{t}(x)>\mathrm{c}\mathrm{f}(x)=|x\cap\kappa.|^{+}\}$ が $P_{h}.\mu$ で stationary
である.

proof $\mathrm{c}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{l}4.7.1$ と同様に議論する. $M_{0}\prec\langle II_{\theta}, \in, R\rangle$ で $l^{y}\subseteq\Lambda\prime I_{0},$ $\mathrm{c}\mathrm{f}(\Lambda\cdot I_{0}\cap\mu\cdot)=$

$\mathrm{c}\mathrm{f}(lJ)$ となるものをとる. $lJ\leq \mathrm{c}\mathrm{f}(\mu.)$ よりこれは可能. $\pi$ : $\mathrm{c}\mathrm{f}(\iota’)arrow\Lambda f_{0}\cap\mu$ を c.ofinal
$\mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{p}$ とする. さて, 仮定より M\prec $\langle$桃, $\in,$ $R,$ $\pi\rangle$ で $\mathrm{c}\mathrm{f}(M\cap\nu)=|M\cap\kappa|^{+}$ となるも
のがとれる. このとき, elementarity より $\tau_{1}[(\Lambda\prime I\cap \mathrm{c}\mathrm{f}(\iota/))$ : $\mathrm{A}I\cap \mathrm{c}\mathrm{f}(\iota/)arrow\Lambda I\cap\mu$ は

$\mathrm{c}.\mathrm{o}\mathrm{f}_{1}.\mathrm{n}\mathrm{a}.1$ map であり., $\mathrm{c}\mathrm{f}(\mathrm{A}!I\cap\mu)=\mathrm{c}\mathrm{f}(\Lambda\prime I\cap \mathrm{c}.\mathrm{f}(l/))=\mathrm{c}\mathrm{f}(\Lambda\prime I\cap|/)=|\Lambda\prime I\cap\kappa.|^{+}$である.
また, このとき $\mathrm{o}\mathrm{t}(M\mathrm{n}_{l}\iota)>\mathrm{o}\mathrm{t}(B/I\cap\nu)$ かつ $\mathrm{o}\mathrm{t}(\Lambda\prime I\cap\nu)\geq\epsilon:\mathrm{f}(\Lambda\cdot\prime I\cap\iota/)=\mathrm{c}.\mathrm{f}(\mathrm{A}’\prime I\cap \mu)$

なので $\mathrm{o}\mathrm{t}(\Lambda^{J}I\mathrm{n}_{l^{\mathit{1})}}>\mathrm{c}\mathrm{f}(M\cap\oint \mathit{1}\cdot)$ である. $\text{口}$ of claim
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補題の証明に戻る. そうでないとすると: ある $l’<\lambda$ で $S(\kappa.., \mathfrak{l}J)$ が stationary と

なる. $\nu’$ をそのようなものの中で最小なものとすると, 補題 4.9 よりほとんど全て
の $\mathrm{J}^{\backslash }$. $\in S(\kappa, \iota\prime’)$ に対して $\mathrm{o}\mathrm{t}(x)=||x\cap \mathit{1}i\cdot|^{+}$ が成立し, 従って { $\mathrm{r}$. $\in P_{h}.\iota\prime’$ : $\mathrm{o}\mathrm{t}(x)=$

$|x|=\mathrm{c}\mathrm{f}(x)=|x\cap\kappa.|^{\prec}-\}$が stationary となる, このとき, 先の claim より {x\in P、\lambda :
$\mathrm{o}\mathrm{t}(x)>\mathrm{c}\mathrm{f}(.x.)=|x\cap\kappa|..|\}$ が $P_{\kappa}\lambda$ で stationary となり, 明らかにこれは $S($ \kappa , $\lambda)$ の

stationarv subset であるので矛盾である. 口

定理 4.6 は $\lambda$ は singular の successor cardinal ではない場合である. $\lambda$ が singular
cardinal の $\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{c}.\mathrm{c}\mathrm{C}_{1}\mathrm{S}\mathrm{S}^{\urcorner}\mathrm{O}1^{\backslash }$の場合は次のような結果が得られる.

Theorem 4.10 G.C.H. を仮定する. $\kappa<\lambda$ で $\kappa$ は $/\backslash$-supercompact, $\lambda$ はある limit
ordina] $\alpha<\kappa$で $\lambda=\kappa^{+\alpha+1}\backslash$ となっているとする. このとき, $\mathrm{p}.0$ . $\mathrm{P}$ で次のようなも
のが存在する..

1. $\mathrm{P}$ は $\kappa$ 以上の cardinal を保存する.

2. $|\vdash \mathrm{P}$

“
$\kappa$
. は ina.ccessible cardinal ”,

3. |化 ‘‘ $\{x\in S(r_{\dot{v}}, \lambda) : \mathrm{c}\mathrm{f}(x\cap\kappa,)<x\cap\kappa..\}$ は $\lambda$ 個の stationary subset に分割不可
$\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\mathrm{b}}^{\mathrm{b}}$ . ”

ここて, $\iota‘ \mathrm{c}\mathrm{f}(.x\cap\kappa.)<x\cap\kappa$
” はある程度本質的な縛りであることを示すが, その

ために, 次の定理を用いる:

Theorem 4.11 ([2]) $\mu$ を singular cardinal とする. $\mathrm{p}.0$ . $\mathrm{P}$ が $\mu^{+}$ の stationary set
を全て保存するものならば, $\mathrm{P}$ の generic extension に於いて $\mathrm{c}\mathrm{f}.(|\mu\cdot|)=\mathrm{c}\mathrm{f}(l^{l})$ が成立
する.

Lemma 4.12 $\lambda=\iota/+$ で $\mathrm{c}\mathrm{f}(\iota/)<f_{\dot{\mathrm{t}\prime}}$ とする. もし $S(\kappa, \lambda)$ が $\lambda$個に分割不可能なら
ば, ほとんど全ての $x\in S($ \kappa , $\lambda)$ に対して $\mathrm{c}\mathrm{f}(x\cap\kappa)=\mathrm{c}.\mathrm{f}(.\iota’)$ となる.

proof $I=\mathrm{N}\mathrm{S}_{\kappa\lambda}.\lceil$ S $(\kappa\cdot, \lambda)$ とし, $G$ を $(V, \mathrm{P}_{I})$-generic で $j$ : $V\prec M\approx \mathrm{U}1\mathrm{t}(V, C7)$ と

する. 捕題 4.8 より $V$ [G] と $\Lambda\prime I$ 上ては $\lambda=h^{+}$. となる. よって $|l’|=\kappa$ . また, $\mathrm{P}_{I}$ は

$\lambda- \mathrm{c}.\mathrm{c}$ . なので $\lambda$ の全ての stationary set は保存される. よって定理 4.11 より $\mathrm{c}\mathrm{f}(t_{\dot{\iota\prime}})=$

$\mathrm{c}\mathrm{f}(|l/|)=\mathrm{c}\mathrm{f}(l/)$ となる. また, $\kappa$
. 未満の cardinal の regularity は全て保存されるのて

cf.(l/)=cfゝ\acute (\mbox{\boldmath $\nu$}). 即ち, $M\models\acute{\iota}’.\mathrm{c}.\mathrm{f}(j’’\lambda\cap j(\kappa))=\mathrm{c}\mathrm{f}(\kappa.)=\mathrm{c}\mathrm{f}^{\mathrm{t}’}(\iota/)=j(\mathrm{c}.\mathrm{f}^{V}(\nu))$”. $G$ は任
意に取っていたので, これはほとんど全ての $x\in S($ \kappa , $\lambda)$ に対して $\mathrm{c}\mathrm{f}(x\cap\kappa\cdot)=\mathrm{c}\mathrm{f}(\iota/)$

が成立することを示している. 口

この補題は $S(\kappa, \lambda)$ が $\lambda$個に分割不可能ならば, ほとんど全ての $x\in S(r_{v}., \lambda)$ に対
して $x\cap\kappa$ が singular となることを示している. 一方, 定理 4.6 は { $x\in S(t\dot{v}, \lambda)$ :

$x\cap\kappa$ is singular} が $\lambda$個に分割不可能となりうることを示しているに過きす, その
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model で { $x\in S(\kappa, \nearrow\backslash )$ : $\mathit{1}^{\backslash }\cap’${, is regular} が $\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{n}- \mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}_{011\mathrm{a}1^{\backslash }}\mathrm{y}$ となっているかは分か
らない.

5G.C.H., Nonsplitting set and Saturation
Gitikが [3] で注意しているように, 定理 2.4, 2.5, 2.6, 4.1, 4.6, 4.10 $\text{の}$いすれの場

合も, $\mathrm{g}\mathrm{e}11\mathrm{e}1^{\backslash }\mathrm{i}\mathrm{c}$
. extensionではいたるところで G.C.H. は成立してぃない. 実際, $\lambda$ が

singulal. car市 $\mathrm{n}\mathrm{a}\cdot 1$ の場合は G.C.H. と分割不可能な stationary $\mathrm{s}\mathrm{c}\mathrm{t}$. の存在は両立不可
能である:

Theorem 5.1 ([8]) $\kappa$ を $\iota\cdot \mathrm{e}\mathrm{g}.\mathrm{u}\mathrm{l}\mathrm{a}l$

. uncountable cardinal, $\lambda>ti$. を strong linfit singu-
lar cardinal とする. このとき, $P_{h}.\lambda$ の任意の stationary set $X$ に対して $\mathrm{N}\mathrm{S}_{\kappa\lambda}$ (X は

precipitous にならない. 特に, $\mathrm{N}\mathrm{S}_{\kappa\lambda}\mathrm{r}$X は $\lambda^{+}$-saturated にならす, $X$ は $\lambda^{<\kappa}$

. 個に分
割可能である.

また, $\kappa$.未満で G.C.比が成立している場合も分割不可能な stationary set の存在
は両立不可能となる:

Lemma 5.2 $\kappa$.未満で $\mathrm{G}.\mathrm{C}’,.\mathrm{H}$ . が成立してぃるとする. このとき, $|\lambda>\kappa$が $\mathrm{s}\mathrm{i}1\iota \mathrm{g}\iota 1\mathrm{a}1^{\backslash }$

cardinal ならば $P_{\kappa}\lambda$ の任意の stationa.ry set $X$ に対して $\mathrm{N}\mathrm{S}_{\kappa\lambda \mathrm{r}}$. X は $\lambda- \mathrm{s}\mathrm{a}\mathrm{t}.\iota \mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{t}.\mathrm{e}\mathrm{d}$ に
ならない. また, もし $\mathrm{c}\mathrm{f}(\lambda)<\kappa$ ならば $\grave{\acute{\mathrm{i}}}\check{|}\mathrm{S}_{\kappa\lambda}.$ [X は $\lambda^{+}$-saturated にならない.

proof $\lambda$ は singular ゆえ, $\mathrm{N}\mathrm{S}_{h\lambda}.\lceil$Xが $\lambda$-saturatecl ならば, ある $\mu<\lambda$で $\mu- \mathrm{s}^{\backslash }\mathrm{a}\mathrm{t}\iota\iota 1’ \mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{c}\mathrm{d}$

になっている. このとき., $\lambda$ が $\mathrm{s}\mathrm{t}_{1}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{g}$ limit となることを示す
$j$ : $V\prec M\approx \mathrm{U}1\mathrm{t}(V, G)$ を generic ultrapower とする. $V$ 上では $t_{\mathcal{V}}$

.未満で C.C.H.
が成立しているので, $l1I$ 上では $j$ (\kappa ) 未満で G.C.H. が成立してぃる. 一方, $\lambda<j(\kappa.)$

なので $\lambda$ 未満で G.C.H. が成立し, 従って $\Lambda^{l},I$ 上で $\lambda$ は strong li面 $\mathrm{t}$ cardinal である.
ここで $\lambda_{\phi \mathit{1}\prime I}\cap V[G]\underline{\mathrm{C}}\lambda I$ゆえ, $\lambda$ は $V[G’]$ 上でも strong limit singular cardinal とな
る. 従って $\lambda$ は $V$ 上でも strong H面 $\mathrm{t}$ singular cardinal てある. しがしこれは定理
5.1 に反する.
次に, $\mathrm{c}.\mathrm{f}(\lambda.)<f_{\tilde{\vee}}$ の場合を考えるが, そのために次の定理を使う :

Theorem 5.3 ([7]) $\kappa$ を regular uncountable cardinal, $\lambda>\kappa$で $h^{\wedge}<\kappa<\lambda^{<\mathrm{A}}$
.

$=2^{\lambda}$ と
する. このとき, $P_{\mathrm{A}}.\lambda$ の任意の stationary set は $\lambda^{<\kappa}$個に分割可能である.

$\mathrm{N}\mathrm{S}_{t_{4}^{-}\lambda}\mathrm{r}$X が $\lambda^{+}$-saturated であることから $2^{\lambda}=\lambda^{+}$ となることを示せばよい. $\lambda^{+}-$

saturatedness より, $\lambda^{1}$
. は $V|G$] 上でも carclinal である. また, $\lambda^{\{}$

.
$<j(\kappa.)$ かつ $\Lambda f$ 上

$j(\kappa)$ 未満で G.C�が成立するので, $M$ と $V$ [G] の closure property より $V$ [G] 上で
も $2^{\lambda}=\lambda^{+}$ である. 従って, $V$ 上でも $2^{\lambda}=\lambda^{+}$ が成立する. 口
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これより特に, 次のような問題が生じてくる:
Open Problenu: $\lambda$ を $1^{\mathrm{B}}\mathrm{e}.\mathrm{g}\mathrm{u}1\mathrm{a}.\mathrm{r}$ cardinal とする. このとき, $\mathrm{G},\mathrm{C}.\mathrm{H}$ . と “$P_{h}.\lambda$ 上の

stationary set $X$ で $\mathrm{N}\mathrm{S}_{\kappa\lambda}.\mathrm{r}$X が $l\mathrm{i},$ ($+\lambda,$ または $\lambda^{+}$ ) -saturated となるものが存在する”
$l\mathrm{h}$ consistent $\mathrm{B}\backslash$?

これに対して
$\ovalbox{\tt\small REJECT}$

限定的な結果が得られた :

Theorem 5.4 G.C.H. を仮定する. $\lambda>\kappa$. で $\lambda$ は regular, $t_{\mathrm{L}}.$. は $\lambda$-superconipact と

する. このとき, $\mathrm{p}.0$ . $\mathrm{P}$で次のようなものが存在する:

1. $\mathrm{P}$ は $\kappa$ 以上の cardinal を保存する.

2. $|$ $‘‘x $\#\mathrm{X}$ inaccessible cardinal ”’
:

3. $11_{1}|\cdot$
“ある sta.tionary set $X$ で $\mathrm{N}\mathrm{S}_{\kappa\lambda}.\mathrm{r}$X が $\lambda^{+}- \mathrm{s}\mathrm{a}.\mathrm{t}\iota \mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{d}$ となる.

4. $\kappa$未満で G.C.H. が成立する.

また, 補題 52 がある意味て best possibleであることを主張する次の結果が得ら
れた :

Theorem 55 $\mathrm{G}.\mathrm{C}’-.\mathrm{H}$ . を仮定する. $\lambda>\kappa$.で $\lambda$ は $\mathrm{c}\mathrm{f}(\lambda)\geq\kappa$. となる singular $\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{l}\cdot \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{l}$,
$\mathrm{A}^{\wedge}$ は supercompact とする. このとき, $\mathrm{p}.0$ . $\mathrm{P}$で次のようなものが存在する:

1. $\mathrm{P}$ は $f\hat{v}$ 以上の cardinal を保存する.

2. $|$ f7“x $\mathrm{t}\mathrm{h}$ inaccessible cardinal ”:

3. $1\eta\nu$ “ある stationary set $X$ で $\mathrm{N}\mathrm{S}_{\kappa\backslash },[X$ が $\lambda^{+}$-saturated となる.

4. $ti$,未満で $\mathrm{G}.\mathrm{C}..\mathrm{I}\cdot \mathrm{I}$ . が成立する.

Theorem 5.6 G.C.H. を仮定する. $\lambda>\kappa$. で $\lambda$ は $\mathrm{c}\mathrm{f}(\lambda)<\kappa$
. となる singular cardinal,

$\kappa$ は supercompact とする. このとき, $\mathrm{p}.0$ . $\mathrm{P}$て次のようなものが存在する:

1. $\mathrm{P}$ は $\kappa$ 以上の cardinal を保存する.

2. $|\mathrm{b}$
“$\kappa\#\mathrm{h}$ inaccessible cardinal ”’,

3. $|\mathrm{b}$ “ある stationary set $X$ で $\mathrm{N}\mathrm{S}_{\kappa\overline{\lambda}}\lceil X$ が $\lambda^{++}- \mathrm{s}^{\backslash }\mathrm{a}\mathrm{t}\iota \mathrm{u}^{\backslash }\mathrm{a}.\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{d}$ かつ precipitous となる.

4, $\kappa$
.未満で G.C.H. が成立する.



23

参考文献
[1] J. E. Baumgartner, A. D. Taylor, Saturation properties of ideals in gencric

extensions. $\mathrm{I}_{\backslash }$ Trans. Amer. Math. Soc., 270 (1982), no. 2.

[2] J. Cummiugs, Collapsing successors of singulars, Proc. Amer. Math. Soc. 125
(1997), no. 9.

[3] M. Gitik, Nonsplitting subset of $P_{\kappa}.(\mathrm{x}^{+})_{\mathrm{t}}$ J. Symbolic Logic, 50(1985), no. 4.

[4] A. Kanamori, The higher infinite: large cardinals in set theory from their
beginnings, Springer-Verlag, 1994.

[5] J. Krueger, Destroying $stati_{\mathit{0}?l}ary$ sets, preprint.

[6] Y. Matsubara, Menas’ $co?\iota ject\mathrm{c}\iota re$ and generic ultrapowers, Ann. Prrre Appl.
Logic 36 (1987), no. 3.

[7] Y. Matsubal.a, $\subseteq’,\mathit{0}’\iota siste\uparrow \mathrm{z}cyo\int$ Meanas’s $conject\cdot\iota\iota re$, J. Math. Soc. Japan 42
(1990), no. 2.

[8] Y. Matsubara, S. Shelah, Nowhere $precipito\cdot usness$ of the non-stationary icleal
$o\cdot ve.r7’ h.\lambda,$ J. Math. $\mathrm{L}\mathrm{o}\mathrm{g}$ . $2$ (2002): $\mathrm{u}\mathrm{o}$ . $1$ .

[9] T. K. Menas, On strong compactness and supercompactness, Ann. Math.
Logic 7 (1974/75).

[10] H. Sakai, Shooting club with strategically closed forcing notion, circttlated
notes.

[11] M. Shioya,, A $sat^{J}urated$ stationanj subsct of 7 $\kappa.li$. 1 , Math. ${\rm Res}$ . Lett. 10 (2003),
no. 4.

[12] T. Usuba, Maaimal nonsplitting subset of $7,\lambda$ , in preparation.


