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1 はじめに

区間 $(a, b)$ 内で解析関数 (端点で特異性を持っても構わない) の定積分

$\int_{a}^{b}f(x)d$ (1.1)

に対して二重指数関数型変換に基づいて提案された数値積分公式が効率の高い計算方法
であることが良く知られており [2], その方法が最適であることも理論的に証明されてい
る [3]. また二重指数関数型変換は数値計算および関数近似の幅広い分野で適用されてお
り, 最近二重指数関数型変換が組み込まれた Sinc 近似を用いて不定積分の数値計算に対
しても効率の高い数値積分公式が提案された [1]. 本研究では, その不定積分公式を線形
積分方程式の数値解に適用することにより, 効率の良い数値解法を得た. ここで, この方
法による近似解と真の解との誤差が $\exp(-cN/\log N)$ , $c>0$ 程度であることを理論と実
験の両面から示す

2 近似解と収束

2.1 近似解

一般的に

$h(x)u(x)- \lambda\int_{a}^{b(x)}K(x, \xi)u(\xi)d\xi=$ g(x), $a\leq x\leq b$

を積分方程式と言うが, $b(x)=x,$ $h(x)=1$ のと貴

$u(x)- \lambda\int_{a}^{x}K(x, \xi)u(\xi)d\xi=g(x)$ , $a\leq x\leq b$ (2.1)

を Volterra 型第二種積分方程式といい, $b(x)=b,$ $h(x)=1$ のとき

$u(x)- \lambda\int_{a}^{b}K(x, \xi)u(\xi)d\xi=g(x)$ , $\cdot a\leq x\leq b$ (2.2)
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を Fredholm 型第二種積分方程式と言う. $u$ (x) は未知関数で, $K$ (x, $t\xi$ ) を積分核という.

積分核が $K$ (x, $\xi$ ) $=K$ (\mbox{\boldmath $\xi$}) の場合のみ, 積分方程式

$u(x)- \lambda\int_{a}^{x}K(\xi)u(\xi)d\xi=g(x)$ , $a<x<b$ (2.3)

の近似解を求める方法はすでに [4] で提案されたが、 そこでは積分核 $K$ (\mbox{\boldmath $\xi$}) が

$|$ K$(\phi_{1}(t))\phi_{1}’(t)|\leq C(\exp(-\alpha|(t|)),$ $t\in(-\infty, \infty)$

$\xi=\phi$1 $(t)= \frac{b-a}{2}\tanh\frac{t}{2}+\frac{b+a}{2}$ , (2.4)

を満たすとして, $h=\sqrt{\frac{\pi d}{\alpha N}}$ としたときの誤差は $o(\exp(-\sqrt{\pi d\alpha N}))$ であるとしている. 本

研究では, 主に第二種積分方程式の近似解を考える.

2.1.1 Volterra 型第二種積分方程式

われわれは Volterra 型第二種積分方程式 (2. 1) の近似解を二重指数関数型不定積分公式
[1] を用いて求めることを考える. [1] では不定積分

$\int_{a}^{s}f(x)dx$ , $a<s<b$ (2.5)

を変換

$x= \phi(t)=\frac{(b-a)}{2}\tanh(\frac{\pi}{2}\sinh t)+\frac{(b+a)}{2}$ , $xj=\phi$(jh) (2.6)

を用いて被積分関数 $f(\phi(t))\phi’(t)$ が $\mathcal{D}_{d}=\{t\in \mathbb{C} : |{\rm Im} t|<d, d >0\}$で解析的かつ

$|$ f $(\phi(t))\phi’(t)|\leq C(\exp(-\alpha\exp|t\mapsto),$ $|t|arrow$ oo (2.7)

を満たすとして, $h= \frac{1}{N}\log(\pi dN/\alpha)$ とすると, その不定積分が次のような公式で計算出
来ることが提案されている.

(2.8)

$\int_{a}^{s}f(t)dt=\sum_{j=-N}^{N}f(\phi(jh))\phi’(jh)(\frac{1}{2}+\frac{1}{\pi}$Si $( \pi\frac{\phi^{-1}(s)}{h}-j\pi))$

$+O$ $( \exp(-\frac{\pi dN}{\log(\pi dN/\alpha)}))$

ただし, Si(x) は次の積分正弦関数である.

Si(x) $= \int_{0}^{x}\frac{\sin\xi}{\xi}d\xi$ , Si(-x) $=$ -Si(x). (2.9)

そこて, Volterra 型第二種積分方程式 (2.1) が有界な解を持つとして, $\xi$ における不定
積分

$\int_{a}^{x}K(x, \xi)u(\xi)d\xi$
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を二重指数関数型不定積分公式 (2.8) によって次のように近似する.

$\int_{a}^{x}K(x, \xi)$ u $( \xi)d\xi\approx h\sum_{j=-N}^{N}K$ ( $x,$ $\xi$j) $\phi$’(jh)uj $(. \frac{1}{2}+\frac{1}{\pi}\mathrm{S}\mathrm{i}(\pi\frac{\phi^{-1}(x)}{h}-j\pi))$ (2.10)

ここで, $x=\xi_{k}=\phi(kh)$ とおいて, $\{u_{j}\}_{j=-N}^{N}$ を collocation 法によって

$u_{k}- \lambda h\sum_{j=-N}^{N}K$ ( $\xi_{k},$ $\xi$j) $\phi’$ (jh) $( \frac{1}{2}+\frac{1}{\pi}\mathrm{S}\mathrm{i}(\pi(k-j)))u_{j}=g(\xi_{k})$ , (2.11)

$\xi k=\phi$(kh), $k=-N,$ $-N+1,$ $\cdot$ . . , $N-1,$ $N$

で決めることにする. この $\{u_{j}\}_{j=-N}^{N}$. に関する連立方程式を解いて, 積分方程式 (2.1) の
近{」$\mu^{\backslash }$ 解

$u_{N}(x)=g(x)+ \lambda h\sum_{j=-N}^{N}K$ ($x,$ $\xi$j) $\phi$’(jh) $(. \frac{1}{2}+\frac{1}{\pi}$ Si $( \pi\frac{\phi^{-1}(x)}{h}-j\pi)$ ) $u_{j}$ (2.12)

を得ることができる.

2.1.2 近似解の収束

こニで

$\delta$kj(-0 $=( \frac{1}{2}+\frac{1}{\pi}\mathrm{S}\mathrm{i}(\pi(k-j)))$ : $A=$ [$K(\xi_{k},$ $\xi$j) $\phi’$ (jh) $\delta$kj(-1)]

$\tilde{u}=(u_{-N}, \cdots, u_{N})^{T}$ , $g=(g(\xi_{-N}),$ $\cdot\cdot(,g(\xi_{N}))^{T}$

として (2.11) を行列で書くと
$(I-\lambda hA)\tilde{u}=g$

となる. これを解いて得られる近似解 $u_{N}$ (x) と真の解 $u$ (x) との誤差を評価してみる.

$|$ u(x)-uN$(x)|=|$u(x)-g(x) $-\lambda$h $\sum_{j=-N}^{N}K$ ( $x,$ $\xi$j) $\phi$’(jh) $\delta$kj(-1) $u$A

$\leq|\lambda|$ h $\sum_{j=-N}^{N}|$ K(x, $\xi$j) $\phi’$ (jh) $\delta$kj(-, $||$ (u( $\xi$j)-uj) $|$

$+|\lambda|$h
$\sum_{|j|>N}|$

K(x, $\xi$j) $\phi$’(jh) $\delta$kj(-1)u($\xi$j) $|+O(he^{-\pi d/h})$

となるので, 上式の右辺での第一項と第二項それそれを

$E_{N}$ $=$ $|\lambda|$ h $\sum_{j=-N}^{N}|$ K($x,$ $\xi$j) $\phi’$ (jh) $\delta$kj(-, $||$ (u($\xi$j)-uj) $|$ ,

$E_{\infty}$ $=$ $|\lambda|$ h
$\sum_{|j|>N}|$

K($x,$ $\xi$j) $\phi’$ (jh) $\delta$kj(-1)u($\xi$j) $|+O(he^{-\pi d/h}.)$
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としておいて, $E_{N}$ をさらに評価していくと, Schwarz の不等式より

$E_{N}$ $\leq$ $|\lambda|$ h($\sum_{j=-N}^{N}|$ K($x,$ $\xi$j) $\phi$’(jh) $\delta$kj(-1) $|^{2}$) $( \sum_{j=-N}^{N}|$ u($\xi$j)-uj $|^{2})^{1/2}$

$\leq C_{0}|\lambda|h$ ($. \sum_{=-N}^{N}|$ K(x, $\xi$j) $\phi’$ (jh) $|^{2}$) $1/2||u-\tilde{u}||$

となる. ただし $|\delta_{kj}^{(-1)}|\leq C_{0}$ とし, $u=(u(\xi_{-N}), \cdots, u(\xi_{N}))^{T}$ とした. ここで

$||$u-i $||\leq||$ $(I-\lambda hA)-1||||(I-\lambda hA)u-g||$

であることに注意し, ます { $(I-\lambda hA)u$ -g} の第 $k$ 成分を $v_{k}$ として評価する.

$v_{k}=\{(I-\lambda hA)u-g\}_{k}$

$=u( \xi_{k})-\lambda h\sum_{j=-N}^{N}K$ ( $\xi_{k},\xi$j) $\phi’$ (jh) $\delta${71)u( $\xi$j)-g($\xi$k)

$=\lambda$h
$\sum_{|j|>N}K$

( $\xi_{k},$ $\xi$j) $\phi’$ (jh) $\delta$L71)u $(\xi j)+$ O(he-“d/h)

こニで,

$|K(x, \phi(t))\phi’(t)|\leq C$ ($\exp(-\alpha\exp|$ t|)), $t\in(-\infty, \infty)$ (2.13)

が成り立つと仮定し, $u$ (\mbox{\boldmath $\xi$}j) が有界であることに注意すると, 刻み幅 $h$ を

$h= \frac{1}{N}\log(\pi dN/\alpha)$ (2.14)

としたとき

$|v_{k}| \leq\frac{|\lambda|C\log N}{N}(\exp(-\frac{\pi dN}{\log(\pi dN/\alpha)}))$

である. したがって

($. \sum_{k=-N}^{N}|$ vk $|^{2})^{1/2} \leq\frac{|\lambda|C1\mathrm{o}\mathrm{g}N}{\sqrt{N}}(\exp(-\frac{\pi dN}{\log(\pi dN/\alpha)}))$

(2.15)

となり,

$||u- \tilde{u}||\leq||(I-\lambda hA)^{-1}||\frac{|\lambda|C1\mathrm{o}\mathrm{g}N}{\sqrt{N}}(\exp(-\frac{\pi dN}{\log(\pi dN/\alpha)}))$

である.
一方, 充分大きい $N$ に対して

$||$ ( $I-\lambda$hA) $u|| \geq(1-|\lambda|C\underline,.\frac{1\mathrm{o}\mathrm{g}N}{\sqrt{N}})||$ u $||$ (2.16)

であり, したがって

$||(I- \lambda hA)^{-1}||\leq\frac{\sqrt{N}}{\sqrt{N}-|\lambda|C_{2}\log N}$
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である. さらに (2.13) より

$(_{j=-N}N \sum^{\tau}|\frac{K(x,t_{j})}{(\mu(t_{j})}\delta_{kj}^{\neg}(-1)|^{2})\leq M1/2$

となるので, 結局

$E_{N}\leq|\lambda|^{2}hC_{3}1$og $N( \exp(-\frac{\pi dN}{\log(\pi dN/\alpha)}))$

となり, また

$E_{\infty} \leq|\lambda|hC_{4}(\exp(-\frac{\pi dN}{\log(\pi dN/\alpha)}))$

は明らかである. よって

$\sup_{x\in(a,b)}|u(x)-u_{N}(x)|\leq O(\exp(-\frac{\pi dN}{\log(\pi dN/\alpha)}))$

である.

2.1.3 Volterra 型第一種積分方程式

Volterra 型第一種積分方程式

$- \lambda\int_{a}^{x}K(x, \xi)$u $(\xi)$ d$\xi=g(x)$ , $a\leq x\leq b$ (2.17)

において $K$ (x, $x$ ) $\neq 0$ かつ $g$ (x), $K(x, \xi)$ は $x$ について微分可能ならば, 両辺を $x$ につぃ
て微分すると

$- \lambda K(x, x)u(x)-\lambda\int_{a}^{x}\frac{\partial K(x,\xi)}{\partial x}u(\xi)d\xi=g’(x)$

となる. ここで改めて

$K_{1}(x, \xi)=\frac{-1}{K(x,x)}\frac{\partial K(x,\xi)}{\partial x}$, $g_{1}(x)=- \frac{g(x)}{\lambda K(x,x)}$

,

とすると次の Volterra 型第二種積分方程式が得られる.

$u(x)- \int_{a}^{x}K_{1}(x, \xi)u(\xi)d\xi=g_{1}(x)$ . (2.18)

したがって, 方程式 (2.18) の近似解は

$u_{N}(x)=- \frac{\phi(x)}{\lambda K(x,x)}-h\sum_{j=-N}^{N}\frac{1}{\mathrm{A}^{\nearrow}(x,x)}\frac{\partial}{\partial x}$ ( $K$ ($x,$ $\xi$j)) $\phi’$ (jh) $( \frac{1}{2}+\frac{1}{\pi}\mathrm{S}\mathrm{i}(\pi\frac{\phi^{-1}(x)}{h}-j\pi))u_{j}$

として得られる. この方程式での核 $K_{1}$ (x, $\xi$) が

$|$ K1 ($x,$ $\phi$ (t)) $\phi’(t)|\leq C$ ($\exp($-a $\exp|t|)$ ), $t\in(-\infty, \infty)$

を満たすとすれば, $h= \frac{1}{N}\log(\pi dN/\alpha)$ としたときに近似解 $u_{N}$ (x) と真の解 $u$ (x) との誤差
は同じく

$\sup_{x\in(a,b)}|u(x)-u_{N}(x)|\leq O(\exp(-\frac{\pi dN}{\log(\pi dN/\alpha)}))$

となる.
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2.1.4 Fredholm 型第二種積分方程式

種積分方程式 (2.2) に対しても二重指数関数型定積分公式を用いて. 定積分を

$\int_{a}^{b}K(x, \xi)$u $(\xi)$ d$\xi\approx h\sum_{j=-N}^{N}K(x,$ $\xi$D $\phi$’(ih)uj

と近似し, $\{u_{j}\}_{j=-N}^{N}$ を

$u_{k}- \lambda h\sum_{j=-N}^{N}K(\xi_{k}, \xi j)\phi’(jh)uj=g$(\mbox{\boldmath $\xi$}k), $\xi_{k}=\phi(kh)$ , $k=-N,$ $\cdots\ovalbox{\tt\small REJECT} N$

にて決めることにすると, 方程式 (2.2) の近似解

$u_{N}(x)=g(x)+ \lambda h\sum_{j=-N}^{N}K$ ($x,$ $\xi$j) $\phi$’(jh)uj(2.19)

が得られる. Volterra 型方程式と同じく積分核が

$|$ K($x,$ $\phi$ (t)) $\phi’$ (t) $|\leq C(\exp$ ( $-\alpha\cdot\exp|t$D), $t\in(-\infty, \infty)$

を満たすならば,刻み幅の $h$ を

$h= \frac{1}{N}\log(2\pi dN/\alpha)$ (2.20)

としたとき近似解 $u_{N}$ (x) と真の解 $u$ (x) との誤差は

(2.21)$\sup_{x\in(a,b)}|u(x)-u_{N}(x)|\leq C(\exp(-\frac{2\pi dN}{\log(2\pi dN/\alpha)}))$

てある.

3 数値例

ここで, いくつかの数値例上げる. 積分核に端点しか特異点がなければ実際の数値計算
では $d=\pi/2$ ととることができる. $N=2$ ,47. 、 として, $(a, b)$ ての $10^{3}$ 個の (等分割) 点
での誤差 $\max_{1\leq i\leq 1000}|u(x_{i})-uN$ (xi)| を計算した. 計算は 4 倍長で行ったが, 2 倍長で行
うと誤差が $10^{-15}$ 程度まてのものについては同じ結果が得られる. 積分正弦関数の計算つ
いては次の積分表示に変換 $x=\exp$ (t-exp $t$ ) を用いた二重指数関数型定積分公式 [2] を
適用し直接に数値積分する方法をとった.

Si(x) $= \frac{\pi}{2}-$ f1(x) $\cos$ x-f2(x) $\sin x$ ,

$f_{1}(x)= \int_{0}^{\infty}\frac{xe^{-\xi}}{\xi^{2}+x^{2}}d\xi$, $f_{2}(x)= \int_{0}^{\infty}\frac{\xi e^{-\xi}}{\xi^{2}+x^{2}}d\xi$
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例 1. 次の Volterra 型第二種積分方程式の近似解を計算してみる.

$u(x)- \int_{0}^{x}[10e^{-(x-\xi)}-6e^{-2(x-\xi)}]u(\xi)d\xi=x^{2}$ , $0\leq x\leq 1$ .

真の解は

$u(x)= \frac{15e^{4x}}{112}+\frac{4e^{-3x}}{189}-\frac{x^{2}}{6}-\frac{17}{36}x-\frac{67}{432}$

である. この例では $a=0,$ $b$ =1 であるため変換関数 $\phi$ を

$\xi=\phi(t)=\frac{1}{2}\tanh(\frac{\pi}{2}\sinh t)+\frac{1}{2}$ , $\xi=\psi^{-1}(t)=\phi$(t) (3.1)

とする. $\alpha=\pi/2,$ $d=\pi/2$ なので, $h=[\log(\pi N)]/N$ とした. 計算結果は一重指数型変
換の場合とあわせて図.1 に示す. 図.1 からわれわれの方法での計算誤差が理論誤差と同
じ $\text{く}\exp(-cN/\log N)$ の速度で 0 に収束している.

$\mathrm{u}oeoe\mathrm{O}oe$

,
$=\triangleleft \mathrm{x}$

Fig. 1: ${\rm Max}$ error of Example.1

例 2. Volterra 型第一種積分方程式

$\int_{0}^{x}$ [2-(x $-\xi)\sim(x-\xi$ ) $2$] u $(\xi)$ d$\xi=g(x)$ , $0\leq x\leq 1$

の近似解を計算して見る. ここで $u$ (x), $g$ (x) は

$u(x)= \frac{e^{-x}}{68}(-23\sin 2x+61\cos 2x)+\frac{e^{x}}{12}+\frac{e^{-x/2}}{51}$, $g(x)=e^{-x}\sin 2x$

である. $K$ (x, $x$ ) $=2\neq 0$ であるから, この方程式を第二種に変えて近似解を求めるこ
とができる. 二重指数関数型変換として (3.1) を使う. $d=\pi/2,$ $\alpha=\pi/2$ なので $h=$

$[\log(\pi N)]/N$ である. 計算結果を図.2 に示す
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$=\gtrless \mathrm{u}oeoe0_{\mathrm{I}}oe$

Fig. 2: ${\rm Max}$ error of Example.2

例 3. 次は [5] からとった例である.

$u(x)- \int_{0}^{\pi/2}(x\xi)^{3/2}u(\xi)=g(x)$ , $g(x)=x^{1/2}- \frac{\pi^{3}}{24}x^{3/2}$

真の解は $u(x)=x^{1/2}$ である. [5] &こよれば, $g$ (x) と $K$ (x, $\xi$) は $x=0$ に特異性を持つの
で Standard Galerkin 法と Fast Galerkin 法は収束が遅いと言われている. しかし Table 1
での結果から見れば, 我々の方法は Standard Galerkin 法と Fast Galerkin 法で理想的な
収束が得られない特異性をもつ方程式に対しても有効である上, 非常に効率の高い方法で
あり, 誤差は $\exp(-cN/\log N)$ と同じ速度で収束していることがわかる.

以上の数値実験からも見るように, この方法は解析的な積分核を持つ積分方程式だけで
はなく特異性もつ方程式にも非常に有効であり, 連立線形方程式を一回解くだけで積分方
程式の非常に精度の高い近似解が得られる. また常微分方程式の初期値問題にも適用でき
るという面からも幅広い応用も期待できる.初期値問題と非線形積分方程式への応用につ
いては次の機会に報告する.
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