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1 はじめに

後が考案した拡張ストラッセン法 1) を、 密行列 $A$ を係数とする連立 1 次方程式

$\ =b$

に適用する方法及び計算解の精度低下を防止する方法について述べる。 密行列乗算 $C=A\cdot B$ に

ストラッセン法 2) を 1 回適用すると、 $A,$ $B$ が実行列の場合、通常の計算方法と比較して演算量が

7/8 まて減少する。 ストラッセン法ては行列 $A,$ $B,$ $C$ をそれぞれ 2 $\mathrm{X}2$ のブロック小行列に分割
するのに対して、拡張ストラッセン法では、それそれ $n\cross 2_{\text{、}}2$ $\cross$ nおよび $n\mathrm{X}n$ のブロック小行
列に分割する。 $n$ が大きいとき、拡張ストラッセン法は実行列乗算に 1 回適用すると、通常の計算
方法に比較して演算量が 3/4 まて減少する。連立 1 次方程式の計算において、行列 $A$ をブロック
$LU$分解するときに拡張ストラッセン法を適用することができる。 ストラッセン法による行列乗算
は、 分割した小行列単位の要素の値に指数的大きさの差異があるときに通常の方法に比較して桁
落ちの影響で精度低下が発生することが言われている。 このため、 ブロック $LU$分解前にスケー
リング処理を採用する。 通常のブロック $LU$分解法に比較して精度低下が防止できるかを評価す
るため、係数行列はブロック $LU$分解のブロック単位に指数的に値の大きさが異なる行列で評価
する。 また計算速度についても評価を行う。 拡張ストラッセン法を適用した場合にはメモリーア
クセス回数が増加するため、 プロック $LU$分解法に比べ計算時間が増加してしまうと考えられる。
そこで計算時間を削減するための方法を考案し、ブロック $LU$分解法との計算時間を比較し評価
を行なう。

2 拡張ストラッセン法

図 1 のようにストラッセン法は $C=A\cross B$ において、 $A,B,C$ をそれそれ 2 $\mathrm{X}2$ のブロック小行
列に分割して計算する。拡張ストラッセン法 1) とは、 図 2 のように $A,B,C$ をそれぞれ $n\mathrm{X}2,2\mathrm{X}$

$n,n\cross n$ のプロック小行列に分割して、 ストラッセン法を複数回利用し、 計算する方法てある。
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図 1 ストラッセン瞭のイメージ $\mathrm{Q}2$ 拡張ストラッセン法のイメージ

拡張ストラッセン法を適用した際の例を以下の図 $3_{-}.$’図...4 p示す。
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図中の $L,U,\mathrm{O}\mathrm{o}$,O はそれそれ $C$ のブロツク小行列を計算する際の、計算方法の種類を表してる。
演算量は $0$ と◎の部分を計算する際に小ブロツク行列の乗算計算を 1 回削減することがてき、
$n=4$のとき乗算の演算量は 27/32 に削減することがてきる。図 4のようにまた分割数が奇数のと
きにはストラッセン法を利用てきない箇所が生する。 図の $\mathrm{x}$の部分が通常計算と同様の計算が必
要な箇所を表している。従って、 $n=5$ のときは乗算の演算量は 21/25 に削減することがてきる。

-般に分割数を $n$ とすると、拡張ストラツセン法と通常計算との演算量の比較は以下のようになっ
ている。

従って、拡張ストラッセン法による乗算の演算量削減の割合を $\lambda$ とすると、 $narrow\infty$ において、

$\lambda=\frac{\underline{8n}_{\overline{\Gamma}}^{2}\underline{1}+n}{2n^{2}}-\frac{3}{4}$

となる。
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3 拡張ストラツセン法の連立 1次方程式への応用

3.1 ブロツク $LU$分解法

今回は連立 1 次方程式 $Ax=b$ をブロツク $LU$分解法で解く。 ブロツク $LU$分解法とは、連立 1
次方程式&=b を $\mathrm{L}$ U分解をして解く際に、 1 回のステツブごとに、 $LU$分解法と同様のの計算

をブロック幅 $MB$ ごとにまとめて計算を行う計算方法てある。ブロツク LU.分解法ては各ステツ
プごとにおける $LU$分解の消去計算 4) は、図 5 のような縦長なブロツク行列と横長なブロツク行
列との行列乗算によって行なわれる。ブロツク $LU$分解法は、分解における軸交換は部分軸交換
を採用し、消去計算前のプロツク処理において行う。

清去計算:《–$\mathrm{A}*\mathrm{B}$て計算する

図 6. ブロック\llcorner U分解法の適用イメージ

ブロック行列乗算において、キャツシュメモリに入るようにブーツク行列を分割して計算を行う
キャッシュブロック対策を施すことによって、プロツク $LU$分解法は計算時間を短縮させることが
てきる。 このブロック $LU$分解法にキャツシュブロツク対策を施した方法をキャツシエブロツク付
きブロック $LU$分解法と呼ぶことにする.

3.2 拡張ストラツセン法の速立 1次方程式への z用

ブロック $LU$分解法ては、各ステツブごとにおける $LU$分解の消去計算の際に、縦長なブロツ
ク行列と横長なブロック行列との行列乗算が生じる。今回は図 6 のように、そのブロツク行列に
対して、それそれ $\mathrm{n}\mathrm{X}2,2\mathrm{X}n$ に分割して、拡張ストラツセン法を適用し乗算計算を行 $\mathrm{A}\mathrm{a}$ブロツ

ク $LU$分解を行なう。

消去計算 $-\propto \mathrm{C}$–$\mathrm{A}$ 翼 $r$の計算 1;拡張囚うツセン騰を連用

図 6. 拡張ストラッセン法の遺用イメージ
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この方法を拡張ストラツセン法適用法と呼ぶことにする。

3.3 2段階拡張ストラツセン法

拡張ストラッセン法適用法ては、拡張ストラツセン法を適用するために、小ブロツク行列の乗算
の演算量は削減されるが、 メモリーアクセス回数が増えるため、ブロツク $LU$分解法比べ、計算
時間が増加すると考えられる。そこて計算時間を短縮するために次のような方式を提案する。提
案方式のイメージとして図 7 を示す。

$\mathrm{B}$

$\}\mathrm{B}\}$

$\mathrm{A}$
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図 7. 二段階提塞方式のイメージ

拡張ストラッセン法ては消去計算の前処 $\dot{\text{理}}$として縦長な行列 $.A$,横長な行列 $B$ に対して 1列また H

$\#\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}\text{法の}2\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}\text{のブロ}\backslash \backslash y\text{ク}l\mathrm{B}2MB\text{てブロ}*1’\overline{r\mathrm{r}}^{-\mathrm{r}\supset LU\text{分}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}\text{を^{}\prime}\overline{\sigma}R\Leftrightarrow \text{て}\mathrm{A}^{\mathrm{a}}\text{る_{。}}\mathrm{f}\text{れ}1^{}*\mathrm{f}\text{して_{、}図}7\text{のよ}}\prime f.\backslash /\text{ク}L\dot{U}\text{分}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}\text{を}t^{\frac{\dot{9}}{\tau}}$’5}\breve \acute e提 ffiae\Phi 5gR\emptyset \mbox{\boldmath $\tau$}\acute |Ip‘ $\text{拡}\not\in \text{スト}\overline{7}^{\backslash }\backslash *\nearrow \text{ク}\hslash^{-}\partial l\text{作}\#\text{計算}J^{\text{セ}\nearrow\text{、}}$

において、 $MB$ まては拡張ストラツセン法適用法と同様に行い、残りの $MB$ をブロツク行列乗算

によって行う。 これにより計算時間を短縮することができる。 さらに消去計算\dagger こお1 ても計算を

キャッシュメモリに入るように計算に使う行列サイズを分割して計算を行うよう}こする。この方法
を 2段階拡張ストラツセン法適用法と呼ぶことにする。

3.4 分割数 $\backslash$
分割サイズの決定

ブロック幅 MB.でブロツク $LU$分解を行な $9*$ とき、あるステツブ [こお $\mathrm{F}*$る消去計算}こ使用する

縦長なブロツク行$\mathrm{F}^{\mathrm{I}}1$ ,横長なブロツク行列, 消\not\equiv .部分の正方行列を改めてそれ eれ、 $A,B,C$ とする\epsilon

拡張ストラッセン法を適用する場合、各ステツプごとの $A$ の行の長さを $n\dot{z}$ とすると、 $A\beta$ の行

列サイズは $nz\cross MB,MB\mathrm{X}nz$ てある。 このとき $nz$ は各ステツブごと tこ変 $\mathrm{t}\mathrm{b}$するため、 $A,B$ を

分割する数 (分割数) と分割したときのブロツク小行列のサイズ (分割サイズ) $.|\mathrm{g}$とち tこ一定}こする

ことはてきない。 よって、各ステツブごとに分割数、分割サイズを決定すること tこする。

分割の方法は、ストラツセン法の計算方法から考えて、$A,B,C$, をそれそれ $MB/2\mathrm{X}MB/2$の正方

小行列に分割するのが望ましい。正方行列に分割てきな $\mathrm{A}\mathrm{a}$場合}こ $1\mathrm{h}_{\text{、}}$ それそれを $MB/2\mathrm{X}MB/2$

の正方小行列に最も近い大きさの長方形小行列に分割する。また各ステツブごとの分割数 If拡張ス
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トラッセン法の性質から乗算計算をより多く削減するため、偶数になるよ.うに分割する。従って分
割数は、偶数かつ分割された $A,B,C$ が $MB/2\mathrm{X}MB/2$ の正方小行列あるいは $MB/2\mathrm{x}MB/2$

の正方小行列に最も近い大きさの長方形小行列となるように定める。分割サイズを $ns$ とすると、

$ns$ は分割数によって決定することがてき、 $A,B,C$ はそれそれ、 $ns\mathrm{X}MB/2,MB/2\cross ns,ns\cross ns$

のブロック小行列に分割される。
分割サイズ $ns$ で $A,B,C$ を分割したときに、割り切れない端数部分が存在する場合がある。 これ
に対して図 8 のように、乗算計算において行列サイズの調整を行なう。

図 8. ^Bの行列サイズの調整

端数部分が存在する場合には、 $A,B$ に対して、端数部分を含む $A$ ならば $n\epsilon \mathrm{X}MB/2,B$ f.R らば
$MB/2\mathrm{X}n\epsilon$のブロック小行列がてきるように、実.ffiより大きな (図 8 の点線部分まて) 行または
列サイズを取って計算を行う。 このとき分割数は端数部分を含むブロツク小行列も入れて $A,B$ が

偶数個に分割するように調整を行う。 この方法によって、実際に計算する行列のサイズは大きく
なるのて、計算に必要な乗算回数は増える。 しかし、拡張ストラツセン法を適用することにより

乗算回数を削減することがてきるのて、全体として演算量を削減することがてきる。

3.5 スケーリング処理

ストラッセン法による行列乗算ては、計算の対象が、要素の値の大きさ力$\int$.蔀分的に大きく異なっ
ているような行列の場合には、桁落ちが発生し、精度低下が起こる。提案方式ても同様の問題が起
こると考えられる。そこてこれを防くために、あらかじめ行列 $A$ の各行に適当な値を乗じてデー
タの大きさを揃えるスケーリング処理を行う
$Ax=b$ に対して分解処理前の行列 $A$ の各行 $i(1\leq|$

.
$\leq n)$ ごとに、 $A$ の各要素を $4.j$ とすると、

$S_{1}$. $(_{\mathrm{h}1}.+a_{12}.+\ldots+at\mathrm{n})=1.0$

となるような S- を:行の各要素果 j(l $\leq \mathrm{i}\leq n$) およひ $b_{t}$ に掛け合わせる。
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4 数値実験の方法

今回の数値実験は、 $A,x,b$ の次元数を 2000 として、 あらかじめ解を作成した連立 1 次方程式
$Ax=b$ に対して,. 以下の 4種類の解法についてそれぞれ、スケーリング処理有り無しの 2 つの場

合で解きその精度, 計算時間を比較する。 ブロツク $LU$分解におけるブロツク幅は 100 とする。

(1) ブロック $\mathrm{L}\mathrm{U}$ 分解法 (BLU と呼ぶ)

(2) キャッシュブロック付きプロツク $\mathrm{L}\mathrm{U}$ 分解法 (CBLU と呼ぶ)

(3) 拡張ストラッセン法適用法 (ESTLU と呼ぶ)

(4) 2段階拡張ストラッセン法適用法 (WESTLU と呼ぷ)

解 $x$ は一様乱数によって作成する。 次にテスト行列 $A$ に対して、 $Ax=b$ を計算して $b$ を作成し

て、連立 1 次方程式を作成する。密行列 $A$ は 5種類用意してそれぞれに対して全ての解法て実験
を行う。 プログラムの実装は FORTRAN言語で行った。 プログラムは可能な限り連続アドレス
として、 ソースプログラム上でループアンローリングは行なわないものとした。
測定マシンは以下を使用し実験を行なった。

(1) Pentium3(866Mhz), 使用コンパイラ (Digital FORTRAN $\mathrm{V}\mathrm{e}\mathrm{r}5.\mathrm{O}\mathrm{A}$ )

(2) Pentium4(3.06Ghz),使用コンパイラ (GNU Ver3.3.1)

(3) AMD64 Opteron $(1.5\mathrm{G}\mathrm{h}\mathrm{z})$ , 使用コンパイラ (GNU Ver 3.2.2)

(4) Itanium2(1.5Ghz), 使用コンパイラ (Intel FORTRAN Compiler Ver8.0)

精度の算出方法は、 あらかじめ一様乱数により発生させた誤差のない解を $x$: とし、連立 1 次方程
式を解き求めた解を $x_{-}^{*}$ とすると、解の精度 $\omega$ は、

$\omega=\frac{\sqrt{\sum_{_{-}^{-1}}(x_{i}^{*}-x_{1)^{2}}}}{\sqrt{\sum_{i_{-}^{-}1}^{n}x_{i}^{2}}}$

.

によって求めることにする。 この $\mathrm{t}d$ を、 $\log\frac{1}{\omega}$ とした値を有効桁数と呼ぶことにする.

4.1 テスト連立 1 次方程式の作成方法

テスト行列 $A$ は以下の方法で作威することにする。

(1) 一様乱数により作成する。

(2) プロック単位に要素の値が指数的に異なる行列
行列 $A$ の要素を 0.0\sim 1.0 の乱数て作成する。次に $A$ をブロツク小行列に分割して、各ブロッ

クごとに、 $R=0.0\sim 1.0$ の乱数、 $\mathrm{P}$ は定数として、
$\alpha=10^{R\cdot P}$

を用意して、 ブロック内の各要素に掛け合わせる。
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(3) 行単位に要素の値が指数的に異なる行列
(2) 同様にして、行列 Aを要素を住$0\sim 1.0$ の乱数て作成し、各行ごとに、 $R=0.0\sim 1.0$ の乱

数、 $\mathrm{P}$ は定数として、
$\alpha=10^{R\cdot P}$

を用意して、行の各要素に掛け合わせる。

作成方法 (1) (2) の方法により、行列内の要素の値がブロツク単位に異なる行列 $A$ を作成するこ

とがてき、 (3) の方法により、行列内の要素の値が行単位に異なる行列 $A$ を作成することがてき

る。 また $R=0.0\sim \mathrm{L}\mathrm{O}$の乱数てあるから、

$0.0\leq\alpha\leq 10^{P}$

となるのて、行列内の要素の値は最大て $10^{P}$ 差が存在することになる。

今回の数値実験ては、以下の 5 つの行列てテストを行なう。

(1) 一様乱数

(2) ブロック単位,P$=5.0$

(3) ブロック単位,P$=10.0$

(4) 行単位,P$=5.0$

(5) 行単位,P$=10.0$

5 実験結果と考察

数 $\dagger \mathrm{H}$実験の結果を以下に示す。それそれのテスト行列 $A$ について、連立 1 次方程式 $Ax=b$ を

4種類の方法て解く操作を Pent-um4てそれそれ 10 回すつ実験を行ったときの解の精度の有効桁
数の最大、最小、平均の桁数を測定した。その結果、 との解法においても平均桁数と最大、最小
の桁数の差は 1,2桁てあった。次の表 2,表 3 はスケーリング処理を施したときとそうてな $\mathrm{A}\backslash$ とき

の、 それそれんの解法の解の精度の平均の有効桁数を表している。

表 $\mathrm{a}$ 精度の測定轄系 (スケーツング処嫁なし》

《単位は平均の有劾措歎》

解麿 ブロ $\# f\mathrm{U}$’」分解 拡$[] \mathrm{X}\mathrm{b}\partial \mathrm{m}-$論

予スト\sim 億 嫁沖 U \copyright 沖$\mathrm{U}$ U家 l �.$\mathrm{T}\mathrm{U}1$

$-\mathrm{r}1-$ $\mathfrak{j}$ 1.111.1 $1\mathrm{U}$ $1\mathfrak{l}4$

ブロック単位《$w$ { $\alpha\iota$ $\tau$u $\mathrm{t}\mathrm{O}S$ $l.7$

ブロ $\nu \mathrm{f}l-$位《 $\prime 0\mathrm{P}$ $1\mathfrak{U}0$ 1t. $1\mathrm{O}A$ .D
-

\pi -r位 [-g-D) $1\mathrm{O}S$ 1U $f5$ $l$g

行皐愼 $\mathrm{r}\alpha \mathrm{m}$ $\dagger \mathrm{U}$ 11.1 5遣 $fA$
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ストラッセン法適用法は、一様乱数、ブロツク単位に要素の値が指数的に異なる行列に対しては
ブロック $LU$分解法と同様の精度を得ることがてきた。 しかし行単位に要素の値が指数的に異な
る行列に対してはブロツク $LU$分解法に比べ、精度が著しく低下してしまった。 特に $P=10.0$ で

は行列内の要素の値に最大て $10^{10}$ の差が生じるため、計算中に桁落ちが最も起こりやす $\mathrm{V}^{\mathrm{a}}$ために、

精度が低下したと考えられる。 しかし次に表 3 をみると、 スケーリング処理を施すことによって、
拡張ストラッセン法適用法およひ 2段階拡張ストラツセン法適用法はブロツク $LU$分解法と変わ

らない精度を得ることができた。また拡張ストラツセン法適用法と 2 段階拡張ストラツセン法適
用法てはほぼ同等の精度を得ることがてきた。
表 4 はそれぞれの測定マシンで実験を行なったときの、計算時間の比較を示している。表の値は
計算時間 (s) と性能 (MFLOPS) を表し、それそれ 50 回すつ実験を行なったときの結果の平均の
値てある。 拡張ストラツセン法を使用した場合には、計算量は削減されているが、性能指標てあ
る MFLOPS は次元数を $n$ としたとき、

MFLOPS$=$ $(2n^{3}/3\mathrm{x} 10- 6)$ /計算時間 (s) で計算を行なった。表の解法では、計算時に全てスケー
リング処理を施している。

表 4. 計算時間の測定轄果

( :s. : ). $\mathrm{L}\cup$ ト
解

$\mathrm{r}$

$\mathrm{r}$

$\mathrm{r}$

濁
$\mathrm{r}$

1 241 1. 47 7

$\mathrm{g}\backslash$ El. 7 96 7 1 4

771110. 1

181 41 0 0 17 8

4 の 、 Pentiu $3,Pen$ ium4,AMD6–4 $-\cdot-|J$
$–\ldots-\backslash \backslash \cdot.\text{、}$

} $\text{、}$

$’\backslash \backslash \backslash$ 、$\backslash$

、

. $LU$ $\backslash$’ $LU$ } $\text{く_{}\backslash }$ 2
$\backslash []^{\vee}I$ anium2 } $\text{、}$

$\backslash \backslash$ $L$U $\backslash \cdot$ $\backslash \backslash \backslash \backslash$ 、$\text{、}$ $LU$

も計算時間が短く、性能は約 3倍てあった。
$Pentium3_{\text{、}}$ Pentium4 ては、拡張ストラツセン法適用法の方が 2段階拡張ストラツセン法適用法
よりも測定時間が短かった。Pentium3の場合には、拡張ストラツセン法適用法はキャツシュブロツ
ク付きブロック $LU$ 分解法同等の性能を得ることがてきたが、Pentium4 の場合では、 ブロツク
$LU$分解法の方が性能が多少高かった。一方、 $AMD64,Itanium2$ ては、 2段階拡張ストラツ $\text{セ}$ン

法適用法の方が、拡張ストラツセン法適用法よりも測定時間が短く、 とちらの場合ても 2 段 $\mathrm{f}\dot{\mathrm{f}\mathrm{i}}$拡

張ストラッセン法適用法はキャツシュブロツク付きブロツク $LU$分解法及ひブロツク $LU$分解法よ

りも高い性能を得ることがてきた。
とくに Itanium2 ては、拡張ストラツセン法適用法と 2段階拡張ストラツセン法適用法との性能
の差が著しく、 2段階拡張ストラツセン法適用法は拡張ストラツセン法適用法の約 L5倍もの性能

を得ることがてきた。
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6 おわりに

今回の実験では、拡張ストラツセン法適用法およひ 2段階拡張ストラツセン法適用法は、スケー
リング処理を施すことによって、 ブロツク $LU$分解法やキャツシュブロツク付きブロツク $LU$分解

法と同等の精度が得られることがわかった。次に性能に関しては、 キャツシュブロツク付きブロツ

ク $LU$分解法に比べ拡張ストラツセン法適用法およひ 2段階拡張ストラツセン法適用法は、演算量
は創減するがメモリーアクセス回数が増加するため、実際の性能は、測定マシンによって優劣が
決まると考えられる。そのため、今回の実験ては拡張ストラツセン法適用法および2段階拡張スト

ラッセン法適用法はキャツシュプロツク付きブロツク $LU$分解法と比較して、Pentium3 ではほぼ

同等の性能てあり、Pentium4 てはプロツク $LU$分解法に多少性能が劣化し、 $AMD64,Itanium2$

ては演算量削減以上の効果が得ることができた。
今回の実験ては、測定マシンのキャツシュメモリーの大きさの大小を考慮せすにブロツク幅を 100
に固定し、ループアンローリング等も実施しないプログラムて性能測定を行なった。 そのため拡
張ストラッセン法の利用の有無による性能の比較評価が不十分てあった。今後は各マシンごとに
十分にチューニングしたプログラムて性能の評価をする必要がある。
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