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Anderson localization for $2\mathrm{D}$ discrete Schr\"odinger

operators with random magnetic fields

東京工業大学大学院理工学研究科 野村 祐司 (Yuji Nomura)

Graduate School of Science and Engineering,
Tokyo Institute of Technology

本稿は F. Klopp, S. Nakamura, F. Nakano, Y. Nomura [20] の共 $\Pi\overline{\mathrm{p}}$研

究の結果に基づく。

1 Introduction
まず $\mathbb{Z}^{2}$ 上の magnetic Schr\"odinger operator を定義しよう。

$\mathcal{E}=\{(x, y)|x,y\in \mathbb{Z}^{2}, |x-y|=1\}$

を $\mathbb{Z}^{2}$ 上の向き付けられた辺の集合とし、ベクトルポテンシャル 1を

$A$ : $\mathcal{E}arrow \mathrm{T}:=\mathbb{R}/(2\pi \mathbb{Z})$

で

$A((x,y))=-$A((y, $x)$ ) for $(x, y)\in \mathcal{E}$

を満たすものとする。 このとき $\ell^{2}$ (Z2) 上の有界自己共役作用素

$H(A)u(x)= \sum_{|x-y|=1}$
($u(x)-eiA$(($,y))u(t7)), $x\in \mathbb{Z}^{2}$ ,

を離散的 magnetic Schr\"odinger operator と呼ぶことにする。 ff意のベク

ト\nearrow レポテンシャ\nearrow レ $A$ に対して

$0\leq H(A)\leq 8$

となるので、特に $H$(A) の $\text{ス}$ペクトル $\sigma$ ($H$(A)) に $\vee\supset$いては

$\sigma(H(A))\subset[0,8]$

1–
$’\ovalbox{\tt\small REJECT} 9$作用素の magnetic Schr\"odinger operator のベクトルポテンシャルとの対応でこ

のように呼ぶことにする。
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が成り立つことが分かる。
次にベクトルポテンシャル $A$ から定まる磁場を定義する。

$F=\{\{x_{1},x_{1}+1\}\cross\{x_{2},x_{2}+1\}\subset \mathbb{Z}^{2}| (x_{1},x_{2})\in \mathbb{Z}^{2}\}$

とし、 $f\in F$ に対して、境界�$f$ を

� fx $=$ { ($x,x$ +e1), $(x+e_{1},x+e_{1}+e_{2}),$ $(x+e_{1}+e_{2},x$ +e2), $(x+e_{2},x)$ } $\subset \mathcal{E}$

と決める。 ただし $f_{x}=\{x1, x_{1}+1\}\cross\{x_{2}, x_{2}+1\},$ $x$ = $(x1, x_{2})_{\text{、}}e_{1}=$

$(1,0),$ $e2=(0,1)\in \mathbb{Z}^{2}$ とする。 このときベクトルポテンシャル $A$ から定

まる磁場 $B=dA$ を

$B(f)= \sum_{e\in\partial f}A(e)$
, $B$ : $Farrow \mathrm{T}$ .

と定義する。
$dA_{1}=dA_{2}$ ならば、 ゲージ変換により $H$(A1) と $H$ (A2) とはユニタリ

同値 $l^{}$.なり、 即ち magnetic Schr\"odinger operator の $\text{ス}$ペクト Jの性質は

ベクトルポテンシャルではなく磁場にのみよることになる。
離散的 magnetic Schr\"odinger operator の例として、定数磁場、即ち $f$

によらない定数 $b\in \mathrm{T}$ があって全ての $f\in F$ に対して、 $B(f)=b$ の場

合、 この作用素は Harper operator と呼ばれ、 $b$ の値によってまったく異
なったスペクトル構造を持 $’\supset$ことが知られている。 例えば、 $\frac{b}{2\pi}\in \mathbb{Q}$ なら

ば\lambdaペクトルは有限個の閉区間の和になり、 $c$ が Liouville 数の時は $\text{ス}$ペ

クトルは Cantor 集合になる。興味のある方は $[12]_{\text{、}}[5]_{\text{、}}[1]_{\text{、}}[2]_{\text{、}}$ [13] 等
を参照されたい。

さて、 我々はここで磁場 $B$ をランダムにしてみる。 そのとき $\text{ス}$ペクト

ルにそ\emptyset 影響がど $\text{の}$ように現れるかを調 $\wedge^{\backslash }\backslash$たい。

Assumption A. (1) $\{B^{\omega}(f(2n,m))|n, m\in \mathbb{Z}\}$ は、ある確率空間 $(\Omega, B, \mathrm{P})$

上の独立同分布な確率変数 $\sigma$)族であり、 $\nu$ をその分布とすると、 $\nu$ は有界

な密度関数 $g$ (\lambda ) を持 $\vee\supset$

。 さらに、 ある $c>0$ が存在し、

$\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}g\subset(\mathrm{T}\backslash (-c,c))_{\text{、}}\pm c$ $\in \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}g$

か $’\supset$
$g$ は $\mathrm{T}\backslash$ $(-c, c)$ 上 Lipshitz 連続である。

(2) $n,$ $m\in \mathbb{Z}\{_{}^{}$対して

B0(f(2n+-1,。)) $=-B^{\omega}(f_{(2n,m)})$

とする。
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この仮定のもとで、

$\sigma$(H $(A^{\omega})$ ) $=[4(1-\cos(c/4)),4(1+\cos(c/4))]$ $\mathrm{a}.\mathrm{s}$ .

が成り立つことが分かる。 ここで^ペクトルの下端を

$E_{0}= \inf\sigma$(H $(A^{\omega})$ ) $=4(1-\cos(c/4))$

とする。

さて、 上 $\sigma$)仮定に与えた磁場を実現するベクトルポテンシャルんを一
挙げておこう。

$A^{\omega}(e)=\{_{0}^{B^{\mathrm{t}v}(f_{(2n,m)}}-,B^{\omega}(f_{(2n},)’))$ , $\mathrm{i}\mathrm{f}e=((2n+1,m+1),(2n+1, m))\mathrm{i}\mathrm{f}e=((2n+1,m), (2n+1,m+1))\mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{w}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{e},’$ ,

とすれぱよい。
次が我々の主定理である。

Theorem 1.1 (Anderson localization). Assumption $A$ を仮定する。

すると、 スペクトルのT端の近傍において、アンダーソン局在が生じる。

即ち $E\ell>E_{0}$ が存在して、ほとんと確実に (確率 1 で) $H(A^{\omega})$ は $[E_{0}, E,]$

$[^{}$.お $\psi\mathrm{a}$て dense pure point spectnm を持ち、対応する固有関数は $|x|arrow\infty$

で指数関数的に減衰する。

証明において重要な役割をする二つの評価が、Lifshitz tail (Theorem 1.2)

と Wegner estimate (Theorem 1.3) である。 それら自身も興味深 $\mathrm{A}$ ‘主張

である。 これらを述べるために、 integrated density of states (IDS) とい

う量を導入しよう。 $L>0$ に対して、

$\Lambda_{L}=[-L,L]^{2}\cap \mathbb{Z}^{2}\subset \mathbb{Z}^{2}$

とする。格子点の個数を $|\Lambda_{L}|$ で表すと、 $|\Lambda_{L}|=(2L+1)^{2}$ である。 $H(A^{\omega})$

を $\Lambda_{L}$ に制限した magnetic Scr\"odinger operator を $H_{\Lambda_{L}}(A^{\omega})$ と書く $\text{。}$

(正

確な定義は Section 2 で与える。) $E\in \mathbb{R}$ に対して

$k(E)=1\mathrm{i}L$m $\frac{1}{|\Lambda_{L}|}$ l{eigenvalues of $H_{\Lambda_{L}}(A^{\omega})\leq E$ }

を integrated density of states と呼ぶ。 ほとんど確実に右辺の極限は存在
し、 か $\vee\supset$その値は $\omega\in\Omega$ によらないことが分かる。 $($ [23] $\sigma)$ Appendix $\mathrm{C}$

を参照。) $k$ (E) は非負値単調増加関数で

$0\leq k(E)\leq 1,$ $\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}dk=\sigma$ (H(r)) $a.s$ .
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が成り立 $\nearrow\supset$ことに注意する。
$k$ (E) $g)\text{ス}$ペクトル $\text{の}$下端での挙動を表す $\sigma\supset$が以下 $U$) Lifshitz tail であ

る。 (物理学者 $\sigma\supset$ I.M.Lifshitz により最初に指摘された。 [22])

Theorem 1.2 (Lifshitz tail). Assumption $A$ を仮定する。 すると

$\varlimsup_{E\downarrow E_{0}}\log(-\log k(E))/\log(E-E_{0})\leq-1$

が成り立 $\vee\supset$

。

直感的に言えば (正確ではないが)

$k(E)<\sim e^{-(E-E_{0})^{-1}}$ 聞 $E\downarrow E_{0}$ ,

であること表している。一方 $\mathbb{Z}^{d}$ 上の $\Delta=H$ (0) の IDS を $k_{0}^{d}$ (E) とすると

$k_{0}^{d}(E)\sim E^{\frac{d}{2}}-$ 邸 $E \downarrow 0=\inf\sigma(\Delta)$

が成り立つ。次元 $d=2$ としてみると、 ランダムな磁場のある場合の IDS
は $\Delta$ の場合に比べて、非常に ” 薄い ”

、 即ち、 $\text{ス}$ペクトルの下端近くの

エネルギーをも\acute \supset 状態は非常に少ないことを主張している。

Theorem 1.3 (Wegner estimate). Assumption $A$ を仮定する。 する

と $E_{1}>E_{0}$ と $C>0$ が存在して、任意の $E\in[E_{0}, E1]$ , $L>0$ と $\epsilon>0$ に

対して

$\mathrm{P}(\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{t}$ ( $\sigma(H_{\mathrm{A}_{L}}$ (A科), $E)<\epsilon$) $\leq C\epsilon|\Lambda_{L}|$

が成り立 $’\supset$

。

Wegner estimate から $H_{\Lambda_{L}}$ (A) $\text{の}$固有値 D分布が低エネルギー領域に
おいて密度関数を持 $\vee\supset$ことが分かる。 特に DS は Lipschitz 連続になる
ことが導かれる。

Theorem 1J は Lifshitz tail と Wegner estimate を援用して、multiscale
analysis によって証明される。具体的には、大きな領域のグリーン関数を
それに含まれる小さな領域のグリーン関数により展開し、帰納的にその
指数関数的評価を導き出す方法である。その帰納法の第一段階に当たる
のが Lifshitz tail であり、帰納法を遂行するうえで必要な命題が Wegner

estimate に対応する。 ここでは multiscale analysis には、 これ以上は触
れないことにする。詳しくは [9], [7], [27] 及びそこにある文献を参照され
たい。
ランダムなポテンシャ $J\mathrm{s}$を持 $\vee\supset$ Schr\"odinger operator の $\text{ス}$ペクト Jに

いては多くの研究がなされてきた。 (例えば [4], [8], [27] とそこにある文
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献を参照。) しかし、 ランダムな磁場を持 $\vee\supset$ Schr\"odinger operator の研究

は現段階では、非常に少ない。上木 ([29]) は、 あるガウス型ランダム磁場

の場合に Lifshitz tafl を示した。 中村 $([23]_{\text{、}} [24])$ は Lifshitz ta垣を 2次
元の離散的な場合と連続的 (微分作用素) な場合にそれぞれ示した。Hislop

と Klopp は連続的な場合にスペクトルの下端の近傍で Wegner estimate
を示し、 [24] の結果を援用して、 Anderson localization を示唆したが、

両方の条件を満たすエネルギー領域の存在は明らかではない。最近上木
([30]) がランダムポテンシャルとそれと独立でないランダム磁場を持った
Schr\"odinger operator $1_{\mathrm{L}}^{}$対して Anderson localization を証明した。
ランダム磁場を持 $’\supset$ Schr\"odinger operator に関する物理学の文献はた

くさんあるが、 その多くは数値計算によるものである $([10]_{\backslash }[21]_{\text{、}}[15]_{\text{、}}$

$[26]_{\text{、}}$ [14]、 [25] $)$

。
エネルギーの中間領域において連続\lambda ペクトルが存在

するかどうかは、一致した見解はないようである。 しかし、エネルギー領

域の両端の近傍において Anderson Iocalization が生じることは広く信じ

られてきた。 これが今回我々が証明した事実である。 ランダム磁場をどの

ように実験的に実現するか、アンダーソン局在の物理的意味等、非一様磁
場中の量子現象に $\vee\supset$いて興味を持たれた方は例えば $[25]_{\backslash }$ [14] を参照され

たい。

2 The Lifshitz tail

最初に $l^{2}$ (\Lambda L) 上 $\text{の}$ 自己共役作用素 $H_{\Lambda_{L}}$ (A) を定義しよう。 $H$ (A) の定

める 2次形式は以下のように local な Hamiltonian の 2次形式に分解 (サ

イクル分解またはフエイ $\text{ス}$分解と呼ぶ。 ) される。

$\langle u|Hu\rangle=\frac{1}{2}\sum_{e\in \mathcal{E}}|u$(i(e)) $-e$
iA(e)$)_{u}$(t(e)) $|^{2}$

$= \frac{1}{2}\sum_{f\in F}\sum_{e\in\partial f}|$u(i(e))-e$i$A(e)u(t(e)) $|^{2}$ ,

ここで $i$ (e) と $t(e)$ はそれぞれ有向辺 $e$ の始点と終点とを表す。 即ち、

$i(e)=x$ , $t(e)=y$ for $e=(x,y)$

である。そこで $H_{\Lambda_{L}}$ (A) を以下の 2次形式から定まる自己共役作用素とし
て定義しよう。

$\langle u|H_{\Lambda_{L}}u\rangle=\frac{1}{2}$

$\sum_{f\in F,f\subset\Lambda_{L}},\sum_{e\in\partial f}|$

u(i(e))-e$i$A(e)u(t(e))
$|^{2}+ \sum_{x\in\partial\Lambda_{L}}|$

u(x) $|^{2}$ ,
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ただし

�\Lambda L $=$ { $x\in\Lambda_{L}||x_{i}|=L$ for $i=1$ or 2}
とする。 項 $\sum_{\partial\Lambda_{L}}|u$ (x)|2 は境界に乗せたポテンシャルに対応するが、 こ

の作用素のランクは $8L<<|\Lambda_{L}|$ であるから IDS には影響しない。 The-

orem 1.2 を [23] に従って証明するが、 $\inf\sigma(H(A^{\omega}))>0$ であることによ

り、 より精密な ocal energy estimate が必要 $\mathrm{t}_{\acute{\mathrm{c}}}$なる。

$0<\alpha<1-1/\sqrt{2}$

を満たす $\alpha$ をひとつ固定し、

$\beta(t)=\min(1-\cos(t/4),\alpha)$ , for $t\in \mathbb{T}\cong[-\pi,\pi)$

とおく。 さらに

$W_{B}(x)= \sum_{x\in f}\beta$
(B(f)), $x\in \mathbb{Z}^{2}$ .

と定義すると、 以下が成り立 $\vee\supset$

。

Theorem 2.1. $u\in\ell^{2}(\mathbb{Z}^{2})$ に対して

$\langle u|Hu\rangle\geq\langle$u $|$ $WBu\rangle$ $+\gamma\langle$ $|$ u $||$ HO $|$ u $|\rangle$

が成立する。 ここで

$\gamma=\frac{1}{4}(1-\frac{1}{\sqrt{2}}-\alpha)>0$

であり. $H_{0}$ (は $\mathbb{Z}^{2}$ 上の free discrete Schr\"odinger operator である。

Proof. $P^{2}(f)\cong \mathbb{C}^{4}$ 上の作用素 $Hf$ を

$\langle$uf $|H_{f}u_{f}\rangle$ $= \frac{1}{2}\sum|$uf $(i(e))-e^{iA(e)}u_{f}(t(e))|^{2}$ for $u_{f}\in l^{2}$ (f)
$e$Eaf

によって定義する。

$f=\{y_{0},y_{1},y_{2},y_{3}\}$ , $e_{j}=$ $(y_{j},y_{j+1})$ , $j=0,1,2,3$

(ただし $y_{4}=y\mathrm{o}$ ) とすると、

$\langle$uf $|$ Hf$u_{f}\rangle$ $= \frac{1}{2}\sum_{j=0}^{3}|u_{f}(y_{j})-e^{iA}$”$)_{u_{f}(y_{j+1})1^{2}}$
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と書ける。ゲージ変換により、$A(e_{j})=B/4$ としてよい。ここで $B=B(f)$

とする。 即ち $\{gj\}_{j=0}^{3}\backslash$ $|gj|=1$ $(j=0,1,2,3)$ が存在して

$\tilde{u}_{f}(y_{j})=g_{j}u_{f}(y_{j})$

とおけば

$\langle$uf $|$ Hfuf $\rangle$ $= \frac{1}{2}\sum_{j=0}^{3}|\tilde{u}_{f}(y_{j})-e^{iB/4}\tilde{u}_{f}(yj+1)|^{2}$

が成り立つ。 $\ell^{2}$ (f) 上の作用素 $\tilde{H}f$ を

$\langle$uf $|$ Hfuf $\rangle$ $=\langle$ $\tilde{u}$

f $|\tilde{H}f\tilde{u}f\rangle$

と定める。 すると

$\sigma(H_{f})=\sigma(\tilde{H}_{f}^{-})=\{\lambda_{j}|j=0,1,2,3\}$
、

ただし

$\lambda j=1-\cos((B+2\pi j)/4)$

となり、 $\tilde{H}f$ の固有ベクトルは

$\mathrm{v}_{j}=\frac{1}{2}(1, e^{i\pi j/2},e2i\pi j/2,e3i\pi j/2)$ , $j=0,1,2,3$ .

によって与えられる。 $\Pi j$ を固有値 $\lambda_{j}$ の固有空間への直交射影とする。 $\beta(t)$

と $\gamma$ の定義と、 $j=1,2$, $3$ に対して

$\lambda_{j}\geq 1-1/\sqrt{2}$

という事実から

$\langle u_{f}|H_{f}u_{f}\rangle=\sum_{j=0}^{3}$ \lambda j||� ju\tilde f||2

$\geq\beta(B)||II_{0}\tilde{u}_{f}||^{2}+\sum_{j=1}^{3}$ \lambda jll� ju\tilde$f11^{2}$

3

=\beta (B)||u\tilde f||2+\Sigma (\lambda j-\beta (B))||垣 ju\tilde f||2
$j=1$

$\geq\beta$(B1 $|$ uf $||^{2}+4\gamma||(1-\Pi_{0})\tilde{u}_{f}||^{2}$
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を得る。 右辺の第—項を評価しよう。 $v\in\ell^{2}(f)$ に対して、

$||(1- \Pi_{0})v||^{2}=\sum_{j=0}^{3}|v$(y$j$ ) $- \overline{v}|^{2}\geq\frac{1}{4}\sum_{j=0}^{3}|v$ (y$j$ ) $-v(y_{j+1})|^{2}$

$\geq\frac{1}{4}\sum_{j=0}^{3}||v(y_{j})|-|v(y_{j+1})||^{2}$

が導かれる。 ここで $\overline{v}=\frac{1}{4}\sum_{j=0}^{3}v$ (yj) は $v$ の平均である。 よって

$||$
$(1-\Pi_{0})\tilde{u}_{f}||^{2}\geq \mathit{7}\mathit{4}$ $\sum_{j=0}^{3}||\tilde{u}_{f}(y_{j})|-|\tilde{u}_{f}(y_{j+1})||^{2}$

$= \frac{1}{4}\sum_{j=0}^{3}||$ uf $(y_{j})|-|u_{f}(y_{j+1})||^{2}= \frac{1}{4}\langle$ $|$uf $||$ L0,$f|u_{f}|\rangle$

が分かる。 ただし $H_{0,f}$ は $l^{2}$ (f)- 上の fioe Schr\"odinger operator である。

以上から、

$\langle u_{f}|H_{f}u_{f}\rangle\geq\beta$(B $(f)$ ) $||u_{f}||^{2}+\gamma\langle|u_{f}||H_{0,f}|u_{f}|\rangle$

が従う。 $uf=u|_{f}$ とし、 この不等式を $f\in \mathcal{F}$ に $’\supset$いて足し上ければ,

$\langle u|Hu\rangle=\sum_{f\in F}\beta$
(B$(f)$ )

$||u_{f}||^{2}+ \gamma\sum_{f\in \mathcal{F}}\langle$

$|$ u$f||$ L0,$f|u_{f}|\rangle$

$=\langle$u $|WBu\rangle$ $+\gamma\langle$ $|$ u $||$ L $\mathrm{o}|$u $|\rangle$

を得る。 口

$H_{\Lambda_{L}}$ に対する以下の評価も上と同様にして得られる。

Theorem 2.2. $u\in\ell^{2}(\Lambda_{L})$ に対して、

$\langle u|H_{\Lambda_{L}}u\rangle\geq\langle$u$|W$B,A$Lu\rangle$ $+\gamma\langle$ $|$ u $||$ L0,A$L|$u $|\rangle$

が成り立つ。 ここで

$W_{B,\Lambda_{L}}(x)= \sum_{x\in f\subset\Lambda_{L}}\beta$
(B(f))

であり、 $H0,\Lambda_{L}$ は

$\langle$ $u|$ rI0,A$Lu$) $= \frac{1}{2}\sum_{f\in}1\sum_{e\in\partial f}|$ u(i(e)) $-u(t(e))|^{2}$

で定義される $\ell^{2}$ (\Lambda L) 上の ffee Schr\"odinger operator である。

[23] における方法と大偏差原理とにより、Theorem 2.2 から Theorem 1.2

が導かれる。 詳細は省略しよう。
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3 The Wegner estimate
以下、Assumption A を仮定し、ベクトルポテンシャル $A^{\omega}(e)$ を Section 1

で与えたもの $[_{\mathrm{c}}^{}$固定して考えよう。 $u_{f}=u|_{f}\in l^{2}(f)\cong \mathbb{C}^{4}$ とし、 Section 2
で得られた $H$ のサイクル分解を

$\langle u|Hu\rangle=\sum_{f\in F}(u_{f}|H_{f}u_{f}\rangle, u\in l^{2}(\mathbb{Z}^{2})$

とする。 $H_{f}$ は $\ell^{2}(f)$ 上の自己共役な行列である。 その固有値を

$\lambda$j(B(f)) $=1-\cos((B(f)+2\pi j)/4)$ $(j=0,1,2,3)$

とすると、 対応する正規化された固有ベクトルは

$\mathrm{v}_{j}=\frac{1}{2}$ (1, $e^{i\mu_{j}},e$2$i\mu$j, $e$
3$i\mu$j), $\mu j=(B(f)+2\pi j)/4,$ $j=0,1,2,3$

となる。 $B(f)\in[-\pi, \pi]$ の時、 $\lambda \mathrm{o}$ ($B$ (f)) が最小固有値になることに注意
する。

Lemma 3.1. $f\in F$ を固定する。 $uf\in l^{2}$ (f) に対して

$\alpha_{f}=|$ (vo $|$ uf $\rangle$ $|$ , $\beta f=(\sum_{j=1}^{3}|\langle$vj $|$ uf $\rangle$ $|^{2})$

1/2

とおく。すると

$\langle u$f $| \frac{\partial H_{f}}{\partial|B(f)|}uf\rangle\geq\frac{1}{4}\sin(\frac{|B(f)|}{4})\alpha_{f}^{2}-$ c1aff3f-c213i
が成り立 $\vee \mathcal{D}$。ここで $c_{1}=8_{f}c_{2}=16+1/4$ とする。

Proof. 簡単のために $b=|B$(f)| とおくことにする。

$\langle u_{f}|H_{f^{u}f}\rangle=\sum_{j=0}^{3}\lambda-$j $|\langle$uf $|$ vj) $|^{2}$

だから

$\langle u_{f}|\frac{\partial H_{f}}{\partial b}uf)=\sum_{j=0}^{3}\frac{\partial\lambda_{j}}{\partial b}|\langle u_{f}|\mathrm{v}_{j}\rangle|^{2}$

$+ \sum_{j=0}^{3}\lambda$j $( \overline{\langle\frac{\partial \mathrm{v}_{j}}{\partial b}|u_{f}\rangle}\langle \mathrm{v}_{j}|u_{f}\rangle+\overline{\langle \mathrm{v}_{j}|u_{f}\rangle}\langle\frac{\partial \mathrm{v}_{j}}{\partial b}|u_{f}\rangle)$

$=\mathrm{I}+\mathrm{I}\mathrm{I}$ .
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が成り立’2。第一項は

$\mathrm{I}=4$
$\sin(\frac{b}{4})\alpha_{f}^{2}+j$ i1 $\frac{\partial\lambda_{j}}{\partial b}|$ \sim j $|$ uf $\rangle$ $|^{2} \geq\frac{1}{4}\sin(\frac{b}{4})\alpha_{f}^{2}-\frac{1}{4}\beta_{f}^{2}$

と評価される。

$0= \frac{\partial}{\partial b}$
$\langle$vj $|$ vk) $= \langle\frac{\partial \mathrm{v}_{j}}{\partial b}|\mathrm{v}$k $\rangle+\langle$S $|\mathrm{v}_{j}\rangle$

だがら

$\langle\frac{\partial \mathrm{v}_{j}}{\partial b}|u$f $\rangle=\sum_{k=0}^{3}\langle\frac{\partial \mathrm{v}_{j}}{\partial b}|\mathrm{v}_{k}\rangle$ $\langle$v$k|u_{f}\rangle$ $=- \sum_{k=0}^{3}\overline{\langle\frac{\partial \mathrm{v}_{k}}{\partial b}|\mathrm{v}_{j}\rangle}(\mathrm{v}_{k}|u_{f})$

が分かり、 これより

$\mathrm{I}\mathrm{I}=\sum_{j,k=0}^{3}(\lambda_{k}-\lambda_{j})\overline{\langle\frac{\partial \mathrm{v}_{k}}{\partial b}|\mathrm{v}_{j}\rangle}\overline{\langle \mathrm{v}_{j}|u_{f}\rangle}\langle \mathrm{v}_{k}|u_{f}\rangle$

となる。 $\mathrm{v}j$ の具体的な形を思い出せば、 これより

$|$ II
$| \leq 4\sum_{j\neq k}|\langle$

vj $|$ uf) $|1|$ (vk $|$uf) $|$

$\leq 4|\langle \mathrm{v}\mathrm{o}|uf\rangle|\sum_{j=1}^{3}|$ (vj $|$ uf $\rangle$ $|+4 \sum_{j,k=1}^{3}|$ (vj $|$ uf $\rangle$ $|\cdot|\langle$vk $|$uf $\rangle$ $|$

$\leq 8\alpha_{f}\beta_{f}+16\beta_{f}^{2}$

と評価できる。 以上により、 lemma は証明された。 口

$F_{L}=\{f\in F|f\subset\Lambda_{L}\}$ と書くこと {L\acute する。

Lemma $\cdot 3\cdot 2\cdot u\in l^{2}(\Lambda_{L}),$ $||u||=1$ であり、 $H_{\Lambda_{L}}u=Eu_{\text{、}}E$ \succ E0 と仮

定する。 $uf=u|f$ とし、 $\alpha f,$
$\beta_{f}$ を Lemma 3.1 で与えられたものとする。

ならは

$\sum_{f\in F_{L}}\beta j\leq c_{3}(E-E_{0})$
,

$\sum_{f\in F_{L}}\alpha_{f}^{2}\geq 4-c_{4}(E-E_{0})$

が成り立 $’\supset$

。 ここで $c_{3}=(1-E^{1}2- \frac{E}{4}\alpha)^{-1}c_{4}=c_{3}+3(\frac{1}{4}+\frac{3}{4\sqrt{2}})^{-1}$ と

する。
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Proof. まず

$1=||u||^{2}$ くー $\sum_{f}||u_{f}||^{2}+\frac{3}{4}\sum_{\partial \mathrm{A}_{L}}|u(x)|^{2}$

$= \frac{1}{4}\sum_{f}\alpha_{f}^{2}+\frac{1}{4}\sum_{f}\beta_{f}^{2}+\frac{3}{4}\sum_{\partial\Lambda_{L}}|u(x)|^{2}$

に注意しよう。 一方 $H_{\Lambda_{L}}$ の定義より以下を得る。

$E=\langle$u $|$ HA$Lu$) $= \sum_{f}$

$\langle$uf $|$ Hfuf)
$+ \sum_{\partial\Lambda_{L}}|$

u(x) $|^{2}$

$= \sum_{f}\lambda$
0(B $(f)$ ) $\alpha_{f}^{2}+\sum_{f}\sum_{j=1}^{3}\lambda$j(B(f)) $|$ (vj $|$uf $\rangle$

$|^{2}+ \sum_{\partial\Lambda_{L}}|$

u(x) $|^{2}$

$\geq\frac{E_{0}}{4}\sum_{f}\alpha_{f}^{2}+$
$(1- \frac{1}{\sqrt{2}}$) $\sum_{f}\beta_{f}^{2}+\sum_{\partial\Lambda_{L}}|$

u(x) $|^{2}$

$=E_{0}( \frac{1}{4}\sum_{f}\alpha_{f}^{2}+\frac{1}{4}\sum_{f}\beta_{f}^{2}+$ H $\sum_{\partial\Lambda_{L}}|$

u(x) $|^{2}$)
$+$ $(1- \frac{1}{\sqrt{2}}-\frac{E_{0}}{4}$) $\sum_{f}\beta_{f}^{2}+$

$(1- \frac{3}{4}E_{0})\sum_{\partial\Lambda_{L}}|u(x)|^{2}$

$\geq E_{0}+$ ( $1- \frac{1}{\sqrt{2}}-\frac{E_{0}}{4}$ ) $\sum_{f}\beta_{f}^{2}+$

$(1- \frac{3}{4}$ ( $1- \frac{1}{\sqrt{2}}$)) $\sum_{\partial\Lambda_{L}}|$

u(x) $|^{2}$ .

これより lemmma の最初の評価が得られる。 よって

$\sum_{f}\alpha_{f}^{2}\geq 4-\sum_{f}\beta_{f}^{2}-3\sum_{\partial\Lambda_{L}}|$

u(x) $|^{2}$

$\geq 4-c_{3}(E-E_{0})-3(1-\frac{3}{4}(1-\frac{1}{\sqrt{2}}))^{-1}(E-E_{0})$

$=4-c_{4}(E-E_{0})$

が従う。
$\square$

Lemma 3.3. $u\in\ell^{2}(\Lambda_{L})$ とする。 ならは

$\sum_{f\in \mathcal{F}_{L}}\langle u|\frac{\partial H(A)}{\partial|B(f)|}u\rangle\geq\sin(c/4)-c_{5}(E-E_{0})-c_{6}\sqrt{E-E_{0}}$
(3.1)

が成り立つ。 ここで $c_{5}=c_{4}/4+c_{2}c_{3}\text{、}c_{6}=2c_{1}c_{3}^{1/2}$ である
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Proof. Lemma 3.1 と 3.2 と $\iota_{\acute{\mathrm{c}}}$ より

$\sum_{f}\langle u|\frac{\partial H(A)}{\partial|B(f)|}u)=\sum_{f}\langle u_{f}|\frac{\partial H_{f}}{\partial|B(f)|}$ u$f\rangle$

$\geq\frac{1}{4}\sin(c/4)\sum\alpha_{f}^{2}-c1$ $\sum\alpha$f $\beta$f-c2 $\sum_{f}\beta_{f}^{2}$

$\geq\sin(c/4)(1-\frac{c_{4}}{4}(E-E_{0}))-c_{1}(\sum\alpha_{f}^{2}$) 1/2
$( \sum\beta_{f}^{2})^{1/2}-c$2 $\sum\beta_{f}^{2}$

$\geq\sin(c/4)-(\frac{c_{4}}{4}+c_{2}c_{3})(E-E_{0})-2c_{1}c_{3}^{1/2}\sqrt{E-E_{0}}$

が導かれる。 $\square$

以上の結果を使って Wegner estimate が証明される。

Theorem 3.4. $E_{1}-E_{0}$ は、 $(_{-}\mathit{3}.\mathit{1})$の右辺が $E=E_{1}$ において正になるよ

う小であるとする。 ならば $C>0$ が存在して任意の $E\in[E_{0}, E1]$ , $L>0$

と $\epsilon>0$ に対して

P\sim 垣 St(\sigma (HAL $(A^{\omega})$ ), $E$ ) $<\epsilon)\leq C\epsilon|\Lambda_{L}|$

が成り立 $\vee\supset$

。

Proof. 簡単のために $LE_{1}$ と $\epsilon_{0}>0$ を

$c_{7}=\sin(c/4)-c_{5}(E_{1}-E_{0}-\epsilon 0)-c6$ $\sqrt{E_{1}-E_{0}-\epsilon_{0}}>0$

が成り立つように選ぶ。 $E\in[E_{0}, E1]$ を固定し、 $0<\epsilon<\epsilon_{0}$ に対して

$\eta\in C_{0}^{\infty}(\mathbb{R})$ を

$\eta(t)=\{\begin{array}{l}1,(|t-E|\leq\epsilon)0,(|t-E|\geq 2\epsilon)\end{array}$

かつ $0\leq\eta(t)\leq 1_{\text{、}}t\in \mathbb{R}$ となるよう定義する。 Chebyshev の不等式から

$\mathrm{P}$(dist($\sigma$(B $\Lambda_{L}(A^{\omega})$ )), $E$) $\leq \mathrm{E}$ (Tr(77(HA$L(A^{\omega})))$ ) (3.2)

を得る。ここで $\mathrm{E}$ は測度 $\mathbb{P}$ による\Omega 上の積分 (平均値、期待値) を表す。 $\{E_{j}^{\omega}|j=$

$1,2,$ $\ldots\}$ を $H_{\Lambda_{L}}(A^{\omega})$ の固有値とし、対応する固有関数を $\{\psi_{j}^{\omega}\}$ としよう。

解析的摂動論を使って

$\frac{\partial E_{j}^{\omega}}{\partial|B^{\omega}(f)|}=\langle\psi_{j}|\frac{\partial H_{\Lambda_{L}}(A^{\omega})}{\partial|B^{\omega}(f)|}\psi_{j}\rangle$
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が分かる。

$\xi(t)=\int_{t}$

“

$\eta$ (s)ds $\in C^{\infty}(\mathbb{R})$

とおくと、

$\frac{\partial}{\partial|B^{\omega}(f)|}?\mathrm{k}(\xi(H_{\Lambda_{L}}(A^{\omega})))=\frac{\partial}{\partial|B^{\omega}(f)|}\sum_{j}\xi(E7)=-\sum_{j}\frac{\partial E_{j}^{\omega}}{\partial|B^{\omega}(f)|}\eta(E_{j}^{\omega})$

が従う。 ここで和は $E_{j}^{uJ}\in[E-2\epsilon, E+2\epsilon]$ となる $j$ についてとるものと

する。 Lemma 3.3 と合わせて、

$\sum_{f\in F_{L}}\frac{\partial}{\partial|B^{\omega}(f)|}\mathrm{h}(\xi(H_{\mathrm{A}_{L}}(A^{\omega})))=\sum_{f\in F_{L}}\sum_{j}\sim j|\frac{\partial H_{\Lambda_{L}}(A^{\omega})}{\partial|B^{ur}(f)|}\psi_{j}\rangle\eta(E_{j}^{\omega})$

$\geq$ C7 $\sum_{j}\eta$
(L $j\omega$ ) $\geq c_{7^{r}}\mathrm{b}(\eta(H_{\Lambda_{L}}(A^{\omega})))$

(3.3)

が導かれる。次に (3.3) \sigma )左辺の期待値を求めよう。

$\Lambda_{L}’=$ { $(2n+1,m)\in\Lambda$L $|$ n, $m\in \mathbb{Z}$ },

とし、 $y=(2n+1,m)\in\Lambda_{L}’$ に対して

$e(y)=((2n+1, m),$ $(2n+1, m+1))$ ,

$f_{+}(y)=\{2n+1,2n+2\}\cross\{m, m+1\}$ ,

$f_{-}(y)=\{2n, 2n+1\}\cross\{m, m+1\}$

とおく。 $H_{\Lambda_{L}}$ に対応する確率空間は $\Omega_{L}=\mathrm{T}^{\Lambda_{L}’}$ であり,. 確率測度は

$\prod_{y\in\Lambda_{L}’}\nu(A^{\omega}(e(y)))=\prod_{y\in\Lambda_{L}’}g(A^{\omega}(e(y)))dA^{\omega}(e(y))$

によって与えられる。

$\frac{\partial}{\partial|A^{\omega}(e(y))|}=\frac{\partial}{\partial|B^{\omega}(f_{-}(y))|}+\frac{\partial}{\partial|B^{\omega}(f_{+}(y))|}$

だから、 (3.3) の左辺は

$\sum_{f\in F_{L}}\frac{\partial}{\partial|B^{\omega}(f)|}\mathrm{h}$
( $\xi$ ($H_{\mathrm{A}_{L}}$ (A“))) $= \sum_{y\in\Lambda_{L}’}\frac{\partial}{\partial|A^{\iota v}(e(y))|}\mathrm{h}$

( $\xi$ (HA$L(A^{\omega}))$ )
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となる。 よってその期待値は

$\mathrm{E}\{$ $\sum\frac{\partial}{\partial|A^{\omega}(e(y))|}\mathrm{n}$ ( $\xi$ (HA$L(A^{\omega})$ )) $)$

$y\in\Lambda_{L}’$

$= \sum_{y\in\Lambda_{\acute{L}}}\int$

..
$\int\frac{\partial}{\partial|A^{\omega}(e(y))|}\mathrm{T}\mathrm{r}(\xi(H_{\Lambda_{L}}(A^{\omega})))\prod_{y’\in\Lambda_{L}},g(A^{\omega}(e(y’)))dA^{\omega}(e(y’))$

である。

$A_{y}^{t}(e)=\{\begin{array}{l}A^{\omega}(e),(e\neq e(y),\overline{e(y)})t-,t,(e=)(e=)\frac{e(y)}{e(y)}\end{array}$

とし、 $K_{y}^{t}=H_{\Lambda_{L}}(A_{y}^{t})$ とおく。 $y\in\Lambda_{L}’$ に対し、部分積分によって

$\int\frac{\partial}{\partial|A^{\omega}(e(y))|}\mathrm{h}(\xi(H_{\Lambda_{L}}(A^{\omega}).))g(A^{\omega}(e(y)))dA^{\omega}(e(y))$

$= \int\frac{\partial}{\partial|t|}\ulcorner \mathrm{b}(\xi(K_{y}^{t})-\xi(K_{y}^{\pi}))g(t)dt$

$= \int_{\mathrm{c}}^{\pi}\frac{\partial}{\partial t}\mathrm{h}(\xi(K_{y}^{t})-\xi(K_{y}^{\pi}))g(t)dt-\int_{-\pi}^{-c}\frac{\partial}{\partial t}\mathrm{R}(\xi(K_{y}^{t})-\xi(K_{y}^{\pi}))g(t)dt$

$=-g(c)?\mathrm{k}(\xi(K_{y}^{c})-\xi(K_{y}^{\pi}))-g(-\mathrm{c})\mathrm{R}((\xi(K_{y}^{-c})-\xi(K_{y}^{\pi}))$

$- \int_{c}^{\pi}\mathrm{T}\mathrm{r}(\xi(K_{y}^{t})-\xi(K_{y}^{\pi}))g’(t)dt+\int_{-\pi}^{-c}\mathrm{R}(\xi(K_{y}^{t})-\xi(K_{y}^{\pi}))g’(t)dt$

$\leq(2\sup|g|+2\pi\sup|g’|)\sup_{t}|\mathrm{b}(\xi(K_{y}^{t})-\xi(K_{y}^{\pi}))|$ (3.4)

を得る。 $K_{y}^{t}-K_{y}^{\pi}$ はランク 2\emptyset 作用素だから、

$|$ 1Y($\xi$ (1(L) $-\xi$ (K$y\pi$ )) $|=- \int\xi’$ (s) $|_{-}^{-}-(s;$ $K_{y}^{t},$ $K_{y}^{\pi})$ ) $|ds$

$\leq 2\int\eta$ (s)ds $\leq 8\epsilon$ (3.5)

が成り立 $\vee\supset$。ただしここで $\cup--(s; A, B)$ は作用素の組 $A_{\text{、}}B$ に対する spectral

shift function を表す。 —$(s;A, B)$ は $A-Ba$)ランクにより一様に押さえ

られることに注意する。 ([3] を参照。 )(3.4) と (3.5) とにより

$\mathrm{E}\{$ $\sum\frac{\partial}{\partial|A^{\omega}(e(y))|}\mathrm{h}(\xi(H_{\Lambda_{L}}(A^{\omega}))))$

$y\in\Lambda_{\acute{L}}$

$\leq\sum_{y\in\Lambda_{\acute{L}}}\int$

..
$\int c_{8}\epsilon,\prod_{y\neq y}g(A^{\omega}(e(y’)))dA^{\omega}(e(y’))\leq c_{8}\epsilon|$ AL $|$
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が導かれる。 ここで $c_{8}=16 \sup|g|+16\pi \mathrm{s}$up|g’| である。 (3.2), (3.3) と

この評価とにより $C=c_{8}/c_{7}$ とおけば、

$\mathbb{P}$ (dist( $\sigma$(HAL $(A^{\omega})$ ), $E)<\epsilon$) $\leq C\epsilon|\Lambda_{L}|$

が従う。 以上により Theorem 3.4 が証明された。 口
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