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1 はじめに

$H$ を実ヒルベルト空間とし、 内積を $(_{)}..)$ で、 ノルムを $||\cdot|$ |\check C‘‘表すものとする。 $C_{i}(i=$

$1,2,$ $\cdots,$ $r)$ を $H$ の空でない閉凸部分集合として- $\bigcap_{i=1}^{r}C_{i}\neq\emptyset$ を満たして $\mathrm{b}^{\mathrm{a}}$るものとす

る。 Bregman [3] は次の cyclic projections Iこよる,気夕 $\mathrm{I}$」 $\{x_{n}\}$ を考えた。 $x_{0}=x\in H,$ $x_{1}=$

$P_{C_{1}}(x),$ $x_{2}=P_{C_{2}}(x_{1}),$ $x_{3}=P_{C_{3}}(x_{2}),$ $\cdots,$
$x_{r}=P_{C_{r}}(x_{r-1}),$ $x_{r+1}=P_{C_{1}}(x_{r}),$ $x_{r+2}=P_{C_{2}}(x_{r+1})$ ,

$f\underline{\mathrm{B}}$ し、 $P_{C}\dot{.}$
$(i=1,2, \cdot. . , r)$ を $C_{i}$ 上への距離射影とする。 この時、彼{ま,侃タ $1$」 $\{x_{n}\}$ 力|

1. .。

$\bigcap_{i=1}^{r}C_{i}$ のある $\overline{\pi}$に弱収束することを示した。一方、Haugazeau [4] li、 $\bigcap_{i=1}^{\mathrm{r}}C_{i}$ の元 [こ強収

束させる点列を作る為に次のハイブリット法を提案した。

$x_{0}=x\in H$ ,
$y_{n}=P_{C_{n(\mathrm{n}\mathrm{o}d\mathrm{r})+1}}(x_{n})$ ,
$C_{n}=\{z\in H| (x_{n}-yn’ y_{n}-z)\geq 0\}$ ,
$Q_{n}=\{z\in H |(x_{n}-z, x_{0}-x_{n})\geq 0\}$ ,
$x_{n+1}=P_{C_{n}\cap Q_{n}}(x_{0})$ $(n=0,1,2, \cdots)$ .

そして彼はこの点列 $\{x_{n}\}$ が $P_{C}$ (x0) に強収束することを証明した。ただし、 $C= \bigcap_{i=1}^{r}C_{i}$

とする。 このハイブリット法は、 Solodov と Svaiter [11] tこよって極大単調作用素の 0 元

への強収束に応用され、その結果を拡張したのが Bauschke と Combettes [2] である。 彼

らは、 次の結果を示した :{T0, $T_{1},$ $T_{2},$ $\cdots$ } を $H$ から $H$ への写像列とし、次の条件を満た

すものとする。 (i) $F:— \bigcap_{n=0}^{\infty}F(T_{n})\neq\emptyset$ ; (ii) 全ての $n=0,1$ , $2,$ $\cdots,$
$x\in H$ , z\in F(Tn)&こ
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対して、 $(x-T_{n}x, T_{n}x-z)\geq 0$ が成立する。 但し、 $F(T_{n})$ は、 $T_{n}$ の不動点集合を表すも

のとする;(iii) (coherent) $\sum_{n=0}^{\infty}||z_{n+1}-z_{n}||^{2}<\infty$ と $\sum_{n=0}^{\infty}||z_{n}-T_{n}z_{n}||^{2}<\infty$ を満たす $H$

の有界点列 $\{z_{n}\}$ に対して、 $\omega_{w}(z_{n})\subset F$ が戒立する。 但し、 $\omega_{w}(z\sim$ は、 $\{z_{n}\}$ の弱収積点

全体から成る集合を表すものとする。 そして、 次のハイブリット法による点列 $\{x_{n}\}$ を考

える。

$\{$

$x_{0}=x\in H_{:}$

$y_{n}=T_{n}x_{n}$ ,
$C_{n}=\{z\in H|(x_{n}-y_{n}, y_{n}-z)\geq 0\}$ ,
$Q_{n}=\{z\in H|(x_{n}-z, x_{0}-x_{n})\geq 0\}$ ,
$x_{n+1}=Pc_{n}\cap Q_{n}(x_{0})$ $(n=0,1,2, \cdots)$ .

(2)

この時、 $\{x_{n}\}$ は $P_{F}$ (x0) に強収束する。
一方、 Nakajo と Takahashi [7] は、 $C$ を $H$ の空でない閉凸部分集合として、 不動点を

持つ $C$ から $C$ への nonexpansive写像 $T$ に対して、次のハイブリット法 ( $C_{n}$ の作り方が、
$(1),(2)$ と異なる) による点列 $\{x_{n}\}$ を考えた。

$\{$

$x_{0}=x\in C$ ,
$y_{n}=\alpha_{n}$x$n+$ $(1-\alpha_{n})$Tx$n$ ,
$C_{n}=$ {$z\in C|||$y$n-z||\leq||$x$n-z||$ }:
$Q_{n}=$ { $z\in C|$ (x$n-z,$ $x_{0}-x_{n})\geq 0$},
$xn+1=PC_{n}\cap Q_{n}(x\mathrm{o})(n=0,1,2, \cdot\cdot.)$ .

(3)

但し、 ある正数 $a\in[0,1)$ に対して、 $\{\alpha_{n}\}\subset[0, a]$ を満たすものとする。 そして、 $\{x_{n}\}$

が $P_{F(T)}(x_{0})$ に強収束する事を示した。その後、 Nakajo と Takahashi $[8]_{\text{、}}$ Atsushiba と

Takahashi $[1]_{\text{、}}$ Kikkawa と Takahashi $[6]_{\text{、}}$ Iiduka, Takahashi と Toyoda [5] らによって、
(3) の形のハイブリット法による強収束の研究が進められた。そこで、本論文ではこれら
ハイブリット法による強収束定理を統一的に扱い、 それら全てを拡張するような結果を
得 $_{-}^{-}$

。

2 準備
$C$ を $H$ の空でない閉凸部分集合とし、$T$ を $C$ から $C$への写像とする。すべての $x,$ $y\in C$

に対して、 $||Tx-Ty||^{2}\leq||x-y||^{2}-||(I-T)x-(I-T)y$||2 が成り立つとき、. $T$ は firmly
nonexpansiveであると言う。但し、 Eま、 恒等写像とする。 また、すべての $x,$ $y\in C$ に対

して、. $||Tx-Ty||\leq||x-y||$ が成り立つとき、 $T$ は nonexpansive であると言う。 Firmly
nonexpansive 写像は、 nonexpansive写像である。 距離射影は、 firmly nonexpansive であ
る事が知られている。 また、 nonexpansive 写像の不動点集合は閉凸集合である事が知ら
れている ([12] を参照)。
次に $A$ を $H$ から $2^{H}$ への作用素とする。任意の $y_{1}\in Ax_{1},$ $y_{2}\in Ax_{2}$ に対して、 ( $x_{1}$

-
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$x_{2},$ $y_{1}-y_{2})\geq 0$ が戒り立つ時に、 $A$ は単調であると言う。単調作用素 $A$ (ま、 どんな他の

単調作用素のグラフにも真にそのグラフが含まれない時に極大であると言 1 ‘、 単調作用素

$A$ が極大である事は、任意の正数 $\lambda$ に対して、. $I+\lambda A$ の値域 $R(I+\lambda A)=H$ が成り立つ

事と同値である事が知られている。 また、極大単調作用素 $A$ に対して、 $A^{-1}0$ 力 $\grave{\grave{>}}$閉凸集合

である事も知られている。 単調作用素 $A$ と任意の正数 $\lambda$ に対して、写像 $J_{\lambda}=(I+\lambda A)^{-1}$

(定義域が $R(I+\lambda A)$ で、値域が $A$ の定義域 $D($A)) を定義する事が出来る。 この $J_{\lambda}$ を $A$

のレゾルベントと呼び、 さらに、 吉田近似 $A_{\lambda}$ は $A_{\lambda}=(I-J_{\lambda})’/\lambda$ で定義される (詳しく

は、 $[12, 13]$ を参照せよ)。 次は、 単調作用素のレゾルベントにつ $\mathrm{A}$
$\backslash$ての性質である。

補助定理 2.1 単調作用素 $A$ : $Harrow 2^{H}$ と正数 $\lambda$ に対して、 次の $(i),(ii),(iii),(iv)$ が成立

する。
(i) $F(J_{\lambda})=A^{-1}0$ ;
(ii) $|\}J_{\lambda}x-J_{\lambda}y||^{2}\leq||x-y||^{2}-||(I-J_{\lambda})x-(I-J_{\lambda})y||^{2}$ $(\forall x, y\in R(I+\lambda A))$ ;

(iii) $(J_{\lambda}x, A,x)\in A(\forall x\in R(I+\lambda A))$;
(iv) $||A_{\lambda}x||\leq|Ax|(\forall x\in D(A)\cap R(I+\lambda A))$ . 但し $\text{、}$

$|Ax|= \inf\{||z|||z\in Ax\}$ である Q

次に、$C$ を $H$の空でない閉凸部分集合とし、$C$から $C$への写像族 $S=\{T(s)|0\leq s<\infty\}$

が次の $(\mathrm{i}),(\mathrm{i}\mathrm{i}),(\mathrm{i}\mathrm{i}\mathrm{i}),(\mathrm{i}\mathrm{v})$ を満たすとき、 $C$ 上の one-parameter nonexpansive semigroupであ

ると言う。

(i) $T(0)x=x(\forall x\in C)$ ;

(ii) $T(s+t)=T(s)T(t)(\forall s, t\geq 0)$ ;

(iii) $||$ T(s)x-T(s)y $||\leq||$x-y$||(\forall s\geq 0, x, y\in C)$ ;

(iv) $s\mapsto T$ (s)x は連続である (\forall x\in C)。

$S$ の共通不動点集合を $F$ (S) で表すと、 $F$ (S) は閉凸集合である事が知られて 1 る。 次 (は、

one-parameter nonexpansive semigroup についての Shimizu と Takahashi [10] によって証

明された結果である。

補助定理 2.2 $C$ を $H$ の空でない有界閉凸部分集合とし、 $S=\{T(s)|0\leq s<\infty\}$ を $C$ 上

の on $e$-parameter nonexpansive semigroup とする。 この時、任意の正数 $h$ に対して,. 次 $\theta\grave{\grave{1}}$

戒立する。
$\lim_{tarrow\infty}\sup_{x\in C}||\frac{1}{t}\int_{0}^{t}T(s)xds-T(h)(\frac{1}{t}\int_{0}^{t}T(s)xds)||=0$ .

3 強収束定理
$C$ を $H$ の空でない閉凸部分集合とし、 $\{T_{n}\}$ を共通不動点が空でな V $\mathrm{a}C$ 力] ら $C$ への写像

族で次を満たすものとする。 $\{a_{n}\}$ $\subset[0, \infty)$ が存在して、すべての $n=0,1$ , $2,$ $\cdots,$
$x\in C$ ,
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$z\in F$(T,) に対して、

$||$Tnx-z $||^{2}\leq||$x-z$||^{2}-an||(I-T_{n})x||^{2}$ (4)

が成り立つ。 この時、 $\bigcap_{n=0}^{\infty}F(T_{n})$ は、 空でない閉凸集合である事が知られている。そし

て、 ハイブリット法による点列 $\{x_{n}\}$ を考える。

$\{$

$x_{0}=x\in C$ ,
$y_{n}=T_{n}P_{C}(x_{n}+\epsilon_{n})$ ,
$C_{n}=$ { $z\in C|||$y$n-z||^{2}\leq||$x$n+\epsilon_{n}-z||^{2}-a_{n}||P_{C}(x_{n}+\epsilon_{n})-y_{n}||^{2}$ },
$Q_{n}=\{z\in C|(x_{n}-z, x_{0}-x_{n})\geq 0\}$ ,
$x_{n+1}=P_{C_{n}\cap Q_{n}}(x_{0})(n=0,1,2, \cdots)$ .

(5)

但し、 $\{\epsilon_{n}\}\subset H$ であるものとする。 この時、 次の 2つの結果を得た。

定理 3.1 $\Sigma_{n=0}^{\infty}||z_{n+1}-z_{n}||^{2}<\infty$ と $\Sigma_{n=0}^{\infty}||z_{n}-T_{n}z_{n}||^{2}<\infty$ を満たす $C$ のどんな有界点

列 $\{z_{n}\}$ に対しても、 $\omega_{w}(z_{n})\subset F$が常に成り立つとし、そして、 $\Sigma_{n=0}^{\infty}||\epsilon_{n}||^{2}<\infty$ が成り

立つとする。 この時、 (5) によって生成された点列 $\{x_{n}\}$ は $z_{0}=P_{F}$ (x0) に強収束する。但

し、 $F= \bigcap_{n=0}^{\infty}F$ (T,) とする。

証明 : $C_{n}$ が閉集合で、 $Qn$ が閉凸集合であることは明らかであり、 $Cn$ が凸集合である

事は、

$||y_{n}-z||^{2}\leq||x_{n}+\epsilon_{n}-z||^{2}-a_{n}||P_{C}(x\text{。}+\epsilon_{n})-y_{n}||^{2}$

$\Leftrightarrow$ $||y_{n}-(x_{n}+\epsilon_{n})||^{2}+a_{n}||P_{C}(x_{n}+\epsilon_{n})-y_{n}||^{2}$

$+$ 2(yn–0$n+\in n$), $x_{n}+\epsilon n-z)\leq 0$

よりわかる。 よって、 $C_{n}\cap Q_{n}$ は閉凸集合である。 次に、 $u\in F$ として、

$||$ y$n-u||^{2}$ $=$ $||T_{n}$I$c$ (x$n+\epsilon_{n}$) $-u||^{2}$

$\leq$ $||$f$c$ (x$n+\epsilon n$ ) $-u||^{2}-an||$(I-m$n$ )#$c$ (x$n+\epsilon_{n}$) $||^{2}$

$\leq$ $||$ (x$n+\epsilon_{n}$) $-u||^{2}-an||$I $c$ (x$n+\epsilon n$ ) $-yn||^{2}$

より、 $u\in C_{n}$ とわかり,, $F\subset C_{n}$ $(n=0,1,2, \cdots)$ を得る。 そこで、 $\{x_{n}\}$ が定義できて、
$F\subset C_{n}\cap Q_{n}$ $(n=0,1,2, \cdots)$ が成り立つ事を、帰納法によって以下に示す。 $x_{0}=x\in C$

で、 $Q_{0}=C$ より、 $F\subset C_{0}=C_{0}\cap Q_{0}$ がわかる。 ある 0 以上の整数 $k$ に対して、 $x_{k}\in C$

が定義でき、. $F\subset C_{k}\cap Q_{k}$ であると仮定すると、 $C_{k}\cap Q_{k}$ の元で、 $x_{k+1}=P_{C_{k}\cap Q_{k}}$ (x0) と

なるものが唯一存在し、全ての $z\in C_{k}\cap Q_{k}$ に対して、 $(x_{0}-x_{k+1}, x_{k+1}-z)\geq 0$ を満た

す。 これより、 $F\subset Q_{k+1}$ を得、 $F\subset C_{k+1}\cap Q_{k+1}$ が威り立つ。
次に、 $x_{n+1}=Pc_{n}\cap Q_{n}$ (x0) $)z_{0}=P_{F}$ (xO), $F\subset C_{n}\cap Q_{n}$ より、

$||x_{n+1}-x_{0}||\leq||z_{0}-x_{0}||(n=0,1,2, \cdots)$ (6)
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が成り立ち、 $\{x_{n}\}$ が有界であることがわかる。 更に、

$||x_{n+1}-x_{n}||^{2}$ $=$ ||(xn+l-x0)+(x0-x。)||2
$=$ $||x_{n+1}-x_{0}||^{2}+2(x_{n+1}-x_{0}, x_{0}-x_{n})+||x_{0}-x_{n}||^{2}$

$=$ $||x_{n+1}-x_{0}||^{2}-||x_{n}-x_{0}||^{2}+2(x_{n+1}-x_{n}, x_{0}-x_{n})$

$\leq$ $||x_{n+1}-x_{0}||^{2}-||x_{n}-x_{0}||^{2}(n=0,1,2, \cdots)$

より、

$\lim||x_{n}-x_{0}||$ (7)
n\rightarrow �

の存在と

$\sum_{n=0}^{\infty}||$ x$n+1-xn||^{2}<$ oo (8)

を得る。 そして、

$||P_{C}(x_{n}+\epsilon_{n})-y_{n}||^{2}$

$\leq$ $||$ x$n+\epsilon_{n}-yn||^{2}\leq$ ( $||x_{n}+\epsilon_{n}-xn+1||+||$x$n+1-yn||$ ) $2$

$\leq$ $2||x_{n}+\epsilon_{n}-x_{n+1}||^{2}+2||x_{n+1}-y_{n}||^{2}$

$\leq$ $2||x_{n}+\epsilon_{n}-x_{n+1}||^{2}+2||$ xn+\epsilon$n-x_{n+1}||^{2}-2a_{n}||P_{c}(x_{n}+\epsilon_{n})-y_{n}||^{2}$

$\leq$ $4||x_{n}+\epsilon_{n}-x_{n+1}||^{2}$

$\leq$ 8 $(||x_{n+1}-x_{n}||^{2}+||\epsilon_{n}||^{2})(n=0,1,2, \cdots)$ (9)

より、 $\Sigma_{n=0}^{\infty}||P_{C}(x_{n}+\epsilon_{n})-y_{n}||^{2}<\infty$ が戒り立つ。 ここで、 $z_{n}=P_{C}(x_{n}+\epsilon_{n})$ とすると、.

$\sum_{n=0}^{\infty}||z_{n}-T_{n}z_{n}||^{2}<\infty$ が得られ、 更に、

$||$ z$n-zn+1||^{2}$ $\leq$ $||$ (x$n+\epsilon_{n}$ ) $-(xn\mathrm{u}+\epsilon_{n+}1)$ H2
$\leq$ $3||x_{n}-x_{n+1}||^{2}+3||\epsilon_{n}||^{2}+3||\epsilon_{n+1}||^{2}(n=0,1,2, \cdots)$

より、 $\sum_{n=0}^{\infty}||z_{n}-z_{n+1}||^{2}<\infty$が威り立つ。 よって、仮定より、. $\omega_{w}(z_{n})\subset F$ となる。 また

$||x_{n}-z_{n}||\leq||\epsilon_{n}||(n=0,1,2, \cdots)$ より、

$\lim_{narrow\infty}||x_{n}-z_{n}||=0$

が成り立つので、 $\omega_{w}(x_{n})\subset F$ となる。 続いて、 $\{x_{n}\}$ の部分点列 $\{x_{n_{i}}\}$ が $w_{1}\in F$ に $\mathrm{B}\Xi$収

束すると仮定すると,. $(6)_{\backslash }$ (7) とノルムの弱下半連続性から、

$||x_{0}-z_{0}|| \leq||x_{0}-w_{1}||\leq\lim_{iarrow\infty}||x_{0}-x_{n}\dot{.}||\leq||x_{0}-z_{0}||$

を得る。 これより、

$\lim_{iarrow\infty}||x_{n:}-x_{0}||=||x_{0}-w_{1}||=||x_{0}-z_{0}||$

となり、 $\{x_{n_{\mathrm{i}}}\}$ が $z_{0}$ に強収束することがわかる。 よって,. $\{x_{n}\}$ が $z_{0}=P_{F}$ (x0) に強収束す

ることが証明された。 口
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定理 3.2 hm。$arrow\infty$
$||z_{n}-T_{n}z_{n}||=0$ を満たす $C$のどんな有界点列 $\{z_{n}\}$ に対しても、$\omega_{w}(z_{n})\subset$

$F$ が常に成り立つとし、そして、 $\lim_{narrow\infty}||\epsilon_{n}||=0$ が成り立つとする。 この時、 (5) によっ
て生戒された点列 $\{x_{n}\}$ は $z_{0}=P_{F}$ (x0) に強収束する。 但し、 $F= \bigcap_{n=0}^{\infty}F$ (Tn) とする。

証明 : 定理 3.1 と同様にして、 Cn\cap Q。は閉凸集合で、 $F\subset C_{n}\cap Q_{n}$ $(n=0,1,2, \cdots)$ で

あり、 $(6)_{\text{、}}(7)_{\text{、}}(8)_{\text{、}}$ (9) が成り立つ。 ここで、 $z_{n}=P_{C}(x_{n}+\epsilon_{n})$ とすると、 $\{z_{n}\}$ は有界

であり、 $(8)_{\text{、}}$ (9) より $\lim_{narrow\infty}||z_{n}-T_{n}z_{n}||=0$ を得る。 よって、、 $\omega_{w}(z_{n})\subset F$ となり、 更

に、 定理 3.1 と同様にして $\{x_{n}\}$ が $z_{0}=P_{F}$ (x0) に強収束することがわかる。 口

4 系

次の結果は、 Bauschke と Combettes [2] によるものである。

系 4.1 $\{T_{n}\}$ を $H$ から $H$への写像列とし、次の条件を満たすものとする。

(I) $F:= \bigcap_{n=0}^{\infty}F(T_{n})\neq\emptyset$ ; (II) 全ての $n=0,1$ , $2,$ $\cdots,$ $x\in H,$ $z\in F(T_{n})$ に対して、.

$(x-T_{n}x, T_{n}x-z)\geq 0$ が戒立する;(III) $\Sigma_{n=0}^{\infty}||z_{n+1}-z_{n}||^{2}<\infty$ と $\sum_{n=0}^{\infty}||z_{n}-T_{n}z_{n}||^{2}<$ oo
を満たす $H$ の有界点列 $\{z_{n}\}$ に対して、 $\omega_{w}(z_{n})\subset F$ が成立する。
この時、 (2) によって生戒される点列 $\{x_{n}\}$ は、 $P_{F}$ (x0) に強収束する。

証明 .: 定理 3.1 において、 $C=H,$ $a_{n}=1,$ $\epsilon_{n}=0$ とする。 $n=0,1$ , $2,$ $\cdots,$ $x\in H$ ,
$z\in F(T_{n})$ に対して、、

$||T_{n}x-z||^{2}\leq||x-z||^{2}-||x-T_{n}x||^{2}\Leftrightarrow(x-T_{n}x, T_{n}x-z)\geq 0$

であり、 更に、 $C_{n}=\{z\in H|(x_{n}-y_{n}, y_{n}-z)\geq 0\}$ となる。 故に、 定理 3.1 より、 $\{x_{n}\}$

は、 $P_{F}$ (x0) に強収束する。 口

次は、 Solodov と Svaiter [11] による結果である。

系 4.2 $A:Harrow 2^{H}$ を $A^{-1}0\neq\emptyset$ を満たす極大単調作用素とし、 $\{x_{n}\}$ を次によって生成

される点列とする。

$\{$

$x_{0}=x\in H_{7}$

$y_{n}=J_{\lambda_{n}}(x_{n}+\epsilon_{n})$ ,
$C_{n}=$ {$z\in H|$ (x$n-yn+\epsilon_{n}$ , $y_{n}-z)\geq 0$ },
$Q_{n}=\{z\in H|(x_{n}-z, x_{0}-x_{n})\geq 0\}$ ,
$x_{n+1C_{n}\cap Q_{n}}=P(x_{0})(n=0,1,2, \cdots)$ .

但し、 $\{\lambda_{n}\}\subset(0, \infty)_{\backslash }J_{\lambda_{n}}=(I+\lambda_{n}A)_{\text{、}^{}-1}\lim$$\inf_{n=\infty}\lambda_{n}>0_{\text{、}}\lim_{narrow\infty}||\epsilon_{n}||=0$ とする。

この時、 $\{x_{n}\}$ は、 $P_{A^{-1}0}$ (x0) に強収束する。
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証明 : 定理 3.2 において、C=H、 $T_{n}=J_{\lambda_{n}}$ とする。補助定理 2.1 $(\mathrm{i})_{\text{、}}$ (ii) より,. $F(T,)=$

$A^{-1}0_{\text{、}}a_{n}=1$ $(n=0,1,2, \cdots)$ を得る。 そこで、 $C_{n}=\{z\in H|(x_{n}-y_{n}+\epsilon_{n}, y\text{。}-z)\geq 0\}$

となる。 更に、 全ての $m_{\text{、}}n$ =0,1, 2, $\cdots\text{、}x$ \in H に対して、, 補助定理 2.1 $(\mathrm{i}\mathrm{i}\mathrm{i})_{\text{、}}$ (iV) より、

$||(I-T_{m})T_{n^{X}}||$ $=$ $||(I-J_{\lambda m})$ J\lambda nxll=\lambda 。$||A_{\lambda m}J_{\lambda_{n}}x||\leq\lambda_{m}$ lAJ\lambda 、xl

$\leq$ $\lambda_{m}||A_{\lambda n}x||=\frac{\lambda_{m}}{\lambda_{n}}||(I-J_{\lambda_{n}})x||=\frac{\lambda_{m}}{\lambda_{n}}||(I-T_{n})x||$

を得る。 $H$ の有界点列 $\{z_{n}\}$ が、 $\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}_{narrow\infty}||z_{n}-T_{n}z_{n}||=0$ を満たすとする。 この時、 全て

の $m_{\text{、}}n=0,1,2,$ $\cdot\cdot 1$ に対して、

$||z_{n}-T_{m}z_{n}||$ $\leq$ $||$ z$n-Tnzn||+||$T,z$n-7$ $m$T,z$n||+||$T$m$Tnz$n-T\mathrm{y}m$zn
$\leq$ $2||z_{n}-T_{n}z_{n}||+ \frac{\lambda_{m}}{\lambda_{n}}||(I-T_{n})z_{n}||=(2+\frac{\lambda_{m}}{\lambda_{n}})||z_{n}-T_{n}z_{n}||$

が成り立ち、

$\lim_{narrow\infty}||$ z$n-Tm$z$n||=0(m=0,1,2, \cdots)$

を得る。 よって、. Opial条件 [9] より、 $\omega_{w}(z_{n})\subset A^{-1}0$ となる。故に、定理 3.2 より、 $\{x_{n}\}$

は $z_{0}=P_{A^{-1}0(}$x0) に強収束する。 口

次の結果は、 Nakajo と Takahashi [7] によって証明されたものである。

系 4.3 $A:Harrow 2^{H}$ を $A^{-1}0\neq\emptyset$ を満たす極大単調作用素とし、 $\{x_{n}\}$ を次によって生成

される点列とする。

$\{$

$x_{0}=x\in H$ ,
$y_{n}=J_{\lambda_{n}}$ $(x\text{。}+\epsilon_{n})$ ,
$C_{n}=\{z\in H|||y_{n}-z||\leq||x_{n}+\epsilon_{n}-z||\}$ ,
$Q_{n}=\{z\in H|(x_{n}-z, x_{0}-x_{n})\geq 0\}$ ,
$x_{n+1}=P_{C_{n}\cap Q_{n}}(x_{0})(n=0,1,2, \cdots)$ .

但し、 $\{\lambda_{n}\}\subset$ ( $0,$ oo)、 $J_{\lambda_{n}}=(I+ \lambda_{n}A)_{\text{、}^{}-1}\lim\inf_{narrow\infty}\lambda_{n}>0_{\text{、}}\lim_{narrow\infty}||\epsilon_{n}||=0$ とする。

この時、 $\{x_{n}\}$ は、 $P_{A^{-1}0}(x_{0})$ に強収束する。

証明 : 定理 3.2 において、. C=H、$T_{n}=J_{\lambda_{n}}$ とする。補助定理 $2.1(\mathrm{i})_{\text{、}}$ (ii) より、 $F(T_{n})=$

$A^{-1}0$ $(n=0,1,2, \cdots)$ と $a_{n}=0(n=0,1,2, \cdots)$ を得る。 そこで、

$C_{n}=$ { $z\in H|||y_{n}-z||\leq||$x$n+\epsilon_{n}-z||$ }

となる。 あとは、 系 4.2 と同様に結果を得る。 口

次も、 Nakajo と Takahashi [7] による結果である。
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系 4.4 $C$ を $H$ の空でない閉凸部分集合とし、 $T$ を $C$ から $C$ への nonexpansive写像で、
不動点集合 $F$ (T) が空でないものとする。 そして、 点列 $\{x_{n}\}$ を次により生成されるもの

とする。

$\{$

$x_{0}=x\in C_{:}$

$y_{n}=\alpha_{n}$ x$n+$ $(1-\alpha_{n})$Tx$n$ ,
$C_{n}=\{z\in C|||$y$n-z||\leq||$x$n-z||$l
$Q_{n}=\{z\in C|(x_{n}-z, x_{0}-x_{n})\geq 0\}$ ,
$x_{n+1}=P_{C_{n}\cap Q_{n}}(x_{0})(n=0,1,2, \cdots)$ .

但し、 ある正数 $a\in[0,1)$ に対して、 $\{\alpha_{n}\}\subset[0, a]$ を満たすものとする。 この時、 $\{x_{n}\}$ が

$P_{F(T)}(x_{0})$ に強収束する。

証明 : 定理 3.1 又は定理 3.2 において、 $T_{n}=\alpha_{n}I+$ (1–\mbox{\boldmath $\alpha$}n)T、 $\epsilon_{n}=0(n=0,1,2, \cdots)$

とすると、 $F(T_{n})=F$ (T) と $a_{n}=0(n=0,1,2, \cdots)$ を得る。 そこで、

$C_{n}=$ { $z\in C|||$y$n-z||\leq||$xn-z $||$ }

となる。 次に、 $\{z_{n}\}$ を $\lim_{narrow\infty}||z_{n}-T_{n}z_{n}||=0$を満たす $C$ の有界点列とする。

$(1-a)||z_{n}-Tz_{n}||\leq(1-\alpha_{n})||z_{n}-Tz_{n}||=||$ z$n-I\mathrm{b}zn||(n=0,1,2, \cdots)$

より、 $\lim_{narrow\infty}||z_{n}-Tz_{n}||=0$ を得る。 よって、 Opial条件より、 $\omega_{w}(z_{n})\subset F$ (T) となる。
故に、 定理 3.1 又は定理 3.2 より、 $\{x_{n}\}$ が $P_{F(T)}(x_{0})$ に強収束する。 口

次は、 nonexpansive semigroup につ\vee ‘ての Nakajo と Takahashi [7] による結果である。

系 4.5 $C$ を $H$ の空でない閉凸部分集合とし、写像族 $S=\{T(s)|0\leq s<\infty\}$ を共通不動

点集合 $F$ (S) が空でな 4 $\mathrm{a}C$ 上の one-parameter nonexpansive semigroup とする。 そして、
点列 $\{x_{n}\}$ は次によって生或されるものとする。

$\{$

$x_{0}=x\in C_{:}$

$y_{n}=\alpha_{n}x_{n}+$ $(1- \alpha_{n})\frac{1}{t_{n}}\int_{0}^{t_{n}}T(s)x_{n}ds$ ,

$C_{n}=\{z\in C|||y_{n}-z||\leq||$x$n-z||$l
$Q_{n}=\{z\in C|(x_{n}-z,x_{0}-x_{n})\geq 0\}$ ,
$x_{n+1}=7’ Cn^{\cap}Qn(x_{0})(n=0,1,2, \cdot\cdot.)$ .

但し、ある正数 $a\in[0,1)$ に対して、 $\{\alpha_{n}\}\subset[0, a]$ を満たし、 $\{t_{n}\}$ $\subset(0, \infty)$ は、 $\lim_{narrow\infty}t_{n}=$

$\infty$ を満たすものとする。 この時、 $\{x_{n}\}$ は $z_{0}=P_{F(S)}(x_{0})$ に強収束する。

証明 : 定理 3.1 又は定理 3.2 において、

$T_{n}x=\alpha_{n}x+$ $(1- \alpha_{n})\frac{1}{t_{n}}\int_{0}^{t_{n}}T$ (s)x $ds(\forall x\in C)$ ,
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$\epsilon_{n}=0$ $(n=0,1,2, \cdots)$ とすると、 $\bigcap_{n=0}^{\infty}F(T_{n})=F$ (S), $a_{n}=0(n=0,1,2, \cdots)$ を得る。 そ

こで、 $C_{n}=\{z\in C|||y_{n}-z||\leq||x_{n}-z||\}$ となる。 次に、 $\{z_{n}\}$ を $\lim_{narrow\infty}||z_{n}-T_{n}z_{n}||=0$

を満たす $C$ の有界点列とする。 まず、 全ての $n=1,2$ , $\cdot$ . . に対して、

$(1-a)||z_{n}- \frac{1}{t_{n}}\int_{0}^{t_{n}}T(s)z_{n}ds||\leq(1-\alpha_{n})||z_{n}-\frac{1}{t_{n}}J_{0}^{t_{n}}.T(s)z_{n}ds||=||z_{n}-T_{n}z_{n}||$

が成り立ち、 これより、

$n$l5m $||z_{n}- \frac{1}{t_{n}}\int_{0}^{t_{n}}T(s)z_{n}ds||=0$

を得る。 そして、 全ての $h\geq 0$ に対して、

$||$ z$n-7$ $(h)z_{n}||$

$\leq$ $|$E$n-t$1 $\int_{0}^{t_{n}}T(s)z_{n}ds||+||\frac{1}{t_{n}}\int_{0}^{t_{n}}T(s)z_{n}ds-T(h)(\frac{1}{t_{n}}\int_{0}^{t_{n}}T(s)z_{n}ds)||$

$+||T(h)z_{n}-T(h)( \frac{1}{t_{n}}\int_{0}^{t_{n}}T(s)z_{n}ds)||$

$\leq$ 2 $||z_{n}- \frac{1}{t_{n}}\int_{0}^{t_{n}}T(s)z_{n}ds||+||\frac{1}{t_{n}}\int_{0}^{i_{n}}T(s)z_{n}ds-T(h)(\frac{1}{t_{n}}\int_{0}^{t_{n}}T(s)z_{n}ds)||$

が成り立ち、補助定理 22 によって、

$\lim_{narrow\infty}||$ z$n-T(h)z_{n}||=0$

を得る。 Opial 条件によって、 $\omega_{w}(z_{n})\subset F$ (S) となる。 故に、 定理 3.1 又は定理 32 より、

$\{x_{n}\}$ は $z_{0}=P_{F(S)}(x_{0})$ に強収束する。 口
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