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1 はじめに

$H$ を Hilbert 空間とする. また, $A\subset H\cross H$ を極大単調作用素とする. 非

線形解析学における多くの問題は

$0\in Au$

を満たす点 $u\in H$ (A のゼロ点) を求める問題に一般化されることがよく知ら
れている, 例えば, $f$ : $Harrow(-\infty, \infty]$ を proper で下半連続な凸関数とする.

このとき, $x\in H$ に対して,

$\partial f(x)=\{x^{*}\in H:f(y)\geq f.(x)+\langle y-x, x^{*}\rangle,\forall y\in H\}$

で定義される集合�$f(x)$ を $x$ の劣微分という, このとき, $\partial f$ は極大単調作

用素であり, $\mathrm{O}\in\partial f$ (u) であることと $f(u)=1\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{n}_{x\in H}f$(x) であることは同値

である.

Hilbert 空間における $A$ のゼロ点を求める最も一般的な近似法の一つは,

IVIartinet[l1] によって導入さ、れた近接点法 (Proximal Point Algorithm) であ

る. 近接点法とは, 初期点 $x_{0}\in H$ とし

$x_{n+1}=J_{r_{r\iota}}x_{n}$ $(\uparrow\gamma=0,1,2, . . .)$ (1.1)

で帰納的に点列 $\{x_{n}\}$ を生或し, $A$ のゼロ点を求めるものである. ただし,

$\{7^{\cdot}.,\mathit{1}\cdot\}\subset$ $(0, \infty)$ , J7、,, $=(I+r_{n}A)^{-1}$ である. 1976 年, Rockafellar[20] は次の

弱収束定理を証明している.

定理 1J $(\mathrm{R}.\mathrm{o}\mathrm{c}.1_{\backslash \epsilon}^{r}\mathrm{d}\mathrm{e}.11_{e0\mathrm{J}}\cdot[20])H$ を Hilbert 空間, $A\subset H\mathrm{x}H$ を極大単調作用

素とする. $.\prime \mathrm{r}_{0}\in H$ とし, $\{x_{n}\}$ $\subset H$ を (1.1) によって構或された点列とする.
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ただし, $1 \mathrm{i}\ln\inf_{n-\infty}.\cdot \mathrm{r}_{n}>0$ を満たすものとする. このとき, $A^{-1}0\neq\emptyset$ なら

ば, 点列 $\{x_{n}\}$ は $A$ のゼロ点に弱収束する.

一方, 上村-高橋 [6] は, 極大単調作用素のゼロ点への近似法に関して $i$
次

の点列的近似法を導入した. $x_{0}=x\in H$ とし,

$x_{n+1}=\alpha_{\mathcal{T}1}.x+$ $(1-\alpha_{n})$ J$r$ ,,, $x_{n}(n=0,1,2, \ldots)$ . (1.2)

ここで $\{\alpha_{n}\}\subset[0,1]$ , 什$n$ } $\subset(0, \infty)$ である. 上村-高橋 [6] は, $A^{-1}0$ が空で

ないとき, (1.2) で構成された点列 $\{x_{n}\}$ が $A^{-1}0$ の点に強収束することを証

明した. 最近, 高阪-高橋 [9] は, 上村-高橋による点列的近似法のアイディア
をもとに, 次に述べる Banach 空間における極大単調作用素のゼロ点への収
束定理を証明した.

定理 L2 (高阪-高橋 [9]) $E$ を一様凸で滑らかな Banach 空間とし, $J:Earrow$

$E^{*}$ を $E$ の双対写像とする. $A\subset E\mathrm{x}E^{*}$ を極大単調作用素とする. また,

$r>0$ に対して $J_{r}=(J+rA)^{-1}J$ とし, 点列 $\{x_{n}\}\subset E$ をつぎのように定義
する. $x_{0}=x\in E$ とし)

$x_{n+1}=J^{-1}$ ($\alpha_{n}Jx+(1-a_{n}^{J})$JJr, $x_{n}$ ) $(n=0,1,2, \ldots)$ . (1.3)

ここで $\{\mathit{0}_{n}’.\}\subset[0,1]$ と $\{r_{n}\}$ $\subset(0, \infty)$ は

$n arrow\infty n1\mathrm{i}\mathrm{n}1\alpha_{n}=0,\sum_{n=0}^{\infty}\alpha_{n}=\infty,1$q: $t_{n}.=\infty$

を満たすとする. このとき, $A^{-1}0\neq\emptyset$ ならば, $\{x_{n}\}$ は $Q_{A0}-\mathrm{l}x$ に強収束す
る. ここで $Q_{A^{-1}0}$ は $E$ から $A^{-1}0$ の上への generalized projection である.

一方, 我々は, Mann[10] によって導入された nonexpansive 写像の不動点
近似法を知っている. これは, Hilbert 空間上で定義された nonexpallsive 写
像 $S$ に対して.$\sim$

$x_{0}\in H,$ $\{\alpha_{n}\}\subset[0,1]$ とし,

$x_{n+1}=\alpha,,xn+$ $(1-a_{n}^{J})$Sxn $(n=0,1,2, \ldots)$ (1.4)

による点列 $\{x_{n}\}$ で $S$ の不動点を求める近似法である.
本研究では, 高阪-高橋による点列的近似法 (1.3) と, NIann による点列的不

動点近似法 (1.4) の 2 つのアイディアをもとに, Ballaclz空間上で定義された
relatively nonexpasive 写像 (Butnariu-R.eich-Za.slavski[4]) の不動点収束定理
を証明する. さらに, これらの定理を, Banach 空間における制約可能性問題
と関係のある収束定理, また極大単調作用素のゼロ点への近似法に応用する.
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2 準備

$E$ を Banach空間とし, $E^{*}$ をその共役空間とする. $x\in E$ における $x^{*}..\in E^{*}$

の値を $\langle x, x^{*}\rangle$ で表す $\ulcorner$

$E$ における点列 $\{x_{n}\}$ が $x$ に強収束することを $x_{n}arrow x$

で表し, 弱収束することを $x_{n}arrow x$ と表す

Ba.nach 空間 $E$ が狭義凸であるとは, $||x||=||y||=1$ で $x\neq y$ ならば

$||. \frac{x+\mathrm{z}y}{2}||<1$ が成り立つことをいう、 また, $E$ が一様凸であるとは, $E$ の元か

らなる点列 $\{x_{n}\}$ , {y.訂に対して,

x、$1\mathrm{I}||=1\mathrm{I}’||\eta./_{\eta}||=1_{:_{narrow\infty}^{1\mathrm{i}\mathrm{n}1||X\overline{.}+}}y\text{、}$ $||=2$ ならば $\lim_{narrow\infty}||x_{\mathfrak{n}}--\vee v_{\mathfrak{n}_{-}}||=0$

が成り立つことをいう. また, Xu[25] は次の結果を証明した.

補助定理 2.1 (Xu[25]) $E$ を一様凸な Banach 空間とし, $r>0$ とする. この

とき狭義単調増加な凸関数 9: $[0, \infty)arrow\lfloor\lceil 0,0)$ で $g(0)=0$ を満たすものが存

在して, 任意の $x,$ $y\in\{z\in E:||z||\leq r\}$ と $a’\in[0,1]$ 1こ対して,

$||\alpha x+$ $(1-\alpha)$y $||^{2}\leq\alpha||$x $||^{2}+$ $(1-\alpha)||y||^{\underline{9}}-\alpha(1-\alpha)g(||x-y||)$

が戒り立つ.

$U=\{x\in E:||x||=1\}$ とする. $E$ のノルムが滑らかであるとは, 任意の

$x,$ $y\in U$ に対して,
$\lim_{tarrow 0}.\frac{||x+ty||-||x||}{t}$ (2.1)

が存在することをいう. また, $E$ のノルムが R$\cdot$ \’echet微分可能であるとは, 任

意の $x\in U$ に}:1.1,で, (2.1) が $y\in U$ に関して一様に収束することをいう. $E$

が一様に滑らかであるとは, (2.1) が $x,$ $y\in U$ に関して一様に収束ずること

をいう. $E$ の元 $x$ に対して, $E$ から $E^{*}$ への集合値写像 $J$ が

$J(x)=\{x^{*}\in E$ : $\langle x,x^{*}\rangle=||$ x $||\underline’=||x*||_{\int}^{-1}$
’

で定義されるが, この $J$ を $E$ 上の双対写像という. 双対写像 $J$ に関して次

の性質が知られている ([22, 23]).

1. $E$ が滑らかならば, 双対写像 $J$ は 1 価写像になる;

2. $E$ が R$\cdot$ \’echet微分可能ならば, 双対写像 $J$ が $E$ 上で連続である;

3. $E$ が一様に滑らかならば, 双対写像 $J$ は E\acute の有界集合上で一様連続で
ある;

4. $E^{*}$ が一様凸ならば, $E$ は一様に滑らかである.
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$E$ を滑らかで狭義凸な回帰的 Banach 空間とする. まな, $\phi$ : $E\cross Earrow$

$(-\infty, \infty]$ を

$\phi(x, y)=||x||^{2}-2\langle_{X,}.Jy)+||y||^{2}(\forall x, y\in E)$

によって定義する. $C\subset E$ を空でない閉凸集合とし, $x\in E$ とする. このと

き, 一意の $x0\in C$ が存在して

$\phi$ (x0, $x$ ) $=1\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{n}\phi y\in C$
(y, $x$ )

となる. このとき, $E$ から $C$ の上への写像 $Q_{(}.\neg$, を $Q_{\zeta}\neg,$ $=xo$ によって定義す

る. 写像 $Qc$ を generalized projection と I乎ぶ $[1, 7]$ . $E$ が Hilbert 空間のと
き, $\phi(x, y)=||x-y||^{2}$ となるので, Q。は距 $\mathrm{f}\mathrm{i}^{\mathrm{I}}.\mathrm{E}-\#\mathrm{I}$’影と一致する. generalized

projection は次の性質を持つことが知られている $[1, 7]$ .

命題 2.1 $E$ を滑ら.かな回帰的 Banach 空間とし, $C$ を $E$ の空でない閉凸集

合とする. また, $x\in E,$ $x_{0}\in C$ とする. このとき, $x_{0}=Qcx$ であること

と, 任意の $y\in C$ に対して,

$\langle$x0-y, $Jx-Jx_{0}$ ) $\geq 0$

が成り立つことは同値である.

命題 2.2 $E$ を滑らかで, 狭義凸な回帰的 Banach 空間とし, $C$ を $E$ の空で

ない閉凸集合とずる. また, $x\in E$ とする. このとき任意の $y\in C$ に対して,

$\phi$(y, $Q_{C}x$ ) $+\phi(Q_{C}x,x)\leq\phi$(y, $x$ )

が成り立つ.

$C$ を Banach 空間 $E$ の閉凸集合とし, $T:Carrow C$ とする. また $F$ (T) は $T$ の

不動点集合を表すことにする. このとき, $p\in C$ が写像 $T$ の $.\mathrm{a}$symptotic fixed

point であるとは, $\{x_{n}\}$ が $p$ に弱収束し, かつ $\{x_{n}$ . $-Tx_{r\iota}\}$ が 0 に強 1|又束する
ような点列 $\{x_{n}\}\subset C$ が存在するときをいう [18]. ここで, $T$ の $\mathrm{C}\backslash \mathrm{s}\mathrm{y}_{111}\mathrm{p}\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{c}$

fixed point の全体を $\hat{F}$ (T) と表すことにする. 以後, $E$ は滑らかで, 狭義凸

な回帰的 Banach 空間であるとする. 写像 $T$ が relatively nonexpallsi\re写像

であるとは, $F(T)=\hat{F}$ (T) を満たし, かつ任意の $x\in C,p\in F$ (T) に対して,
$\phi(p, Tx)\leq(\mathit{1})(p, x)$ が成り立つときをいう [4]. relatively $\mathrm{n}\mathrm{o}11\mathrm{e}\mathrm{x}1)_{\dot{\zeta}}$)$\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{v}\mathrm{e}$ 写像

には, 次のような例がある.

1. $S$ が $\mathrm{H}\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{b}\mathrm{e}\mathrm{l}\cdot \mathrm{t}$空間上で定義された nollexpansive 写像ならば, $S$ は $1^{\cdot}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{a}.-$

tively nonexpansive 写 (象になる;

2. $Q_{j}.$. : $Earrow C_{\dot{f}}(\uparrow l.=1,2, \cdot. . , m)$ を $E$ の閉凸部分集合 $C_{i}d.$. の上への gen-
eralized projection とする. このとき, $Q_{?\}l}Q_{?7\iota.-1}.\cdots Q_{arrow)}\prime Q$ l は rela.tively
$\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{l})\mathrm{n}\dot{\epsilon}1.\mathrm{S}\mathrm{i}\mathrm{v}\mathrm{e}$写像である;
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3. $J_{r}=(J+7_{4}^{-}4)^{-1}J$ とおく (4節を参照). ここで, $J:Earrow E^{:}$” は $\mathrm{B}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{c}1_{1}$

空間 $E$ の双対写像, $A\subset E\cross E$ は極大単調作用素., $7’>0$ とする. こ

のとき, $J_{r}$ は relatively nonexpansive写像である.

3 収束定理

この節では, relatively nonexpansive 写像の強収束及び弱収束定理を証明

する. その前に定義を一つ与えておく.
$E$ が滑らかな Banach 空間とする. このとき双対写像 $J$ が weakly sequen-

tially continuous であるとは,

$x\in E,$ $\{x_{n}\}\subset E,$ $x_{n}arrow x$ ならば $J(x_{n})-*J(x)$

が成り立つことをいう. ここで $arrow*$ は弱 ” 収束を表している.

定理 3.1 $E$ を滑らかで一様凸な Banach 空間とする. $C$ を $E$ の空でない閉

凸集合, $T$ を $C$ から $C$ への relatively $\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{l}\supset \mathrm{a}.\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{v}\mathrm{e}$写像で, $F(T)\neq\emptyset$ とす

る. $Qc$ を $E$ から $C$ の上への genermlized projection とし, $Q_{F(T)}$ を $C$ から

$F$ (T) の上への generalized projection とする. $x0\in C$ とし,

$x_{n+1}=Q_{C}J^{-1}$ ( $\alpha^{J}.,\iota Jx.,\mathrm{t}+(1$ $-\alpha$,,) JTx,,) $(n=0,\underline{\rceil}, 2, \ldots)$

とする. ただし, $\{\alpha_{n}.\}\subset[0,1]$ である. このとき, $\{Q_{F(T)}x_{n}\}$ は $F$ (T) の点

$u$ に強収束する.

証明の概要 $F$ (T) は閉凸集合となる [12]. $p\in F$ (T) とする. このとき, $T$

の定義と命題 2.2 及びノルムの凸性から, 任意の $n\in \mathrm{N}\cup\{0\}$ に対して,

$\phi$(p, $x_{n+1}$ ) $\leq\phi$ (p, $x_{?l}$ )

となる. よって, { $\phi$ ($p,$ $x$n)} の極限が存在する. $(||p||-||x_{n}||)^{2}\leq\phi$($p,$ $x$n) で

あるから, $\{x_{n}.\}$ は有界である. このことから, $\{Tx_{n}\}$ も有界である. 任意の

$rx\in \mathrm{N}\cup\{0\}$ に対して’- $u_{n}.=Q_{F}$ (T)xn とする. $u_{\tau\iota}\in F$ (T) であるから,

$\phi$ ( $u_{n}$ , \acute x.n+l)\leq \phi (u7、’ $x_{r\iota}..$ ). (3.1)

一方, 命題 2.2 を用いると,

$\phi$(u$?1,+$ b $x_{??.+1}$ ) $=\phi(Q_{F(T)^{X}r\iota.+1}, x_{n+1})$

$\leq\phi$ (u7” $x_{n+1}$ ) $-\phi(\prime l\iota_{r\cdot\iota}., Q_{F(T)}x_{n.+1})$

となる. このとき, (3. 1) から,

$\sqrt)$ (u,,. $+$ b $x_{\tau\iota+1}$ ) $\leq\phi)$ (u$.|$” $x_{1}.,$ )
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となる 1

よって. { $\phi$ ( $u_{n},$ $x$n)} の極限が存在する. また,

$\phi$ (u$n$ , $u_{n+1}$ ) $\leq\emptyset("\Pi , x_{n})-\phi(u_{n+1}, x_{n+1})$

となる. 帰納法により, 任意の $??l\in \mathrm{N}$ に対して

$\phi$ (u$n$ ’ $u_{n+m}$ ) $\leq\phi$(u$n$ , $x_{n}$ ) $-\phi(u_{n+m}, x_{n+m}.)$

が示せる. ここで. $E$ の一様凸性を用いると, $\{u_{n}\}$ が Ca.uchy列であること

が証明できる. $E$ は完備であり, $F$ (T) は閉集合であるので, $\{u_{n}\}$ は $F(T)$

の点 $u$ に強収束する. $\blacksquare$

定理 3.2 $E$および $E^{*}$ を一様凸な Banach空間とし, その双対写像 $J$ を weakly

seqnentially continuous とする. $C$ を $E$ の空でない閉凸集合とし, $Qc$ を $E$

から $C$ の上への generalized projection とする. $T$ を $C$ から $C$への relatively

nonexpansive 写像とし, $F(T)\neq\emptyset$ とする. $x0\in C$ とし,

$x_{n+1}=Q_{C}J^{-1}(a_{n}\prime Jx_{n}+(1-\mathit{0}_{n}^{\mathrm{J}}.)JTx_{n})(n=0,1,2, \ldots)$

とする. ここで, $\{\alpha_{n}\}\subset[0,1]$ は Hm $\inf_{narrow\infty}\alpha$.n $(1-\alpha_{n})>0$ を満たす こ

のとき $\{x_{n}\}$ は $F$ (T) の点 $u$ に弱収束する. ここで $u= \lim_{narrow\infty}Q$F(T)xn で

ある.

証明の概要 定理 3.1 の証明より, $\mathrm{O}_{n}$ }, {Txn} は有界である. ここで,

linl $\inf_{narrow\infty}\alpha_{n}(1-\alpha_{n})>0$ 及び $E^{*}$
. の一様凸性から,

$narrow\infty 1\mathrm{i}\mathrm{n}1||Jx_{n}$ –JTx。$||=0$

が示せる. また, $J^{-1}$ は $E^{*}$
. の有界集合上で一様連続であるから,

$narrow\infty 1\mathrm{i}\mathrm{n}1||x_{n}-Tx_{n}||=1\mathrm{i}\mathrm{n}.\mathrm{u}n\neg\infty||$J-1 $(Jx_{n})-J^{-1}(JTx_{n})||=0$

となる. このことから, $x_{n_{i}}arrow v\in C$ ならば $v\in F$ (T) である.

次に, 任意の $-^{-}\iota\in \mathrm{N}\mathrm{U}\{0\}$ に対して.$r$ un=QF(T)x、とし, $u=1\mathrm{i}_{\mathrm{l}}\mathrm{n}_{n\mathrm{i}\infty}$ u、

とおく $\{x_{n}\}$ は有界なので, その部分列で, $x_{n_{j}}.arrow v\in F$ (T) となるものが

存在する. 命題 2.1 から,

$\langle u_{n_{i}}-v,$ $Jx_{nj}.-Ju_{n_{\dot{\mathrm{Y}}}})\geq 0$

となる. このとき, 双対写 $\dagger \mathrm{a}$ $J$ は weakly sequentially continuous であるの

で, 定理 3.1 から $iarrow\infty$ とすると

$\langle u-v, Jv-Ju\rangle\geq 0$

となる. ここで, $u=1\mathrm{i}111\cdot,,,,arrow\infty u$n である. 一方, 双対写像 $J$ は単調なので,

$\langle$u-v, $J?\iota-Jv\rangle$ $\geq 0$
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となる. よって,
$\langle$$u-v$ , Ju-Jv) $=0$ .

$E$ の狭義凸性から, $u=v$ である. $\{x_{n_{j}}\}$ は任意に選んだ $\{x_{n}\}$ の弱収束部分

列だったので, $x_{n}arrow u$ を証明することができる. $\blacksquare$

定理 3.3 $E$ および $E^{*}$ を一様凸な Banach 空間とし, $C$ を $E$ の空でない閉

凸集合, $Qc$ を $E$ から $C$ の上への generalized projection とする. $T$ を $C$ か

ら $C$ への relatively nonexpansive 写像とする. $x_{0}\in C$ とし,

$x_{n+1}=Q$c $J_{(’\alpha_{V\dagger}.J}^{-\rceil}\wedge$x$n+$ ( $\dot{[perp]}-\alpha_{n\grave{J}^{j}}$Tx$n\grave{)}(\prime n=\cup\cap,$
$[perp]\neg$ , $\overline{\angle}$ , . . . $\grave{)}$

とする. ここで, $\{\alpha_{n}^{J}\}\subset[0,1]$ は lilll $\inf_{n\mathrm{i}\infty}\alpha_{n}$ $(1-a_{n}^{J})>0$ を満たす こ

のとき, 笛$\mathrm{t}F(T)\neq\emptyset$ ならば, $\{x_{n}\}$ は $F$ (T) の点 $u$ に強収束する. ここで

$u=1\mathrm{i}_{\mathrm{l}}\mathrm{n}_{narrow\infty}Q_{F(T)}x_{n}$ である.

証明の概要 intF(T)\neq \emptyset より, ある $p\in F$ (T), $r>0$ が存在して.- 任意

の $||$川 $|\leq 1$ に対して, $p+rh\in F$ (T) となる. 一方, $\phi$ の性質から, 任意の

$u\in F$ (T) に対して

$\phi$ (u, $x_{n}$ ) $=\phi$ (x$n+$b $x_{n}$ ) $+\phi(u, x_{n+1})+2\langle x_{n+1}-u, Jx_{n}-Jx_{n+1}\rangle$ .

これより,

$\langle x_{n+1}-u, Jx_{n}-Jx_{n+1}\rangle+\frac{1}{2}\phi(x_{n.+1}, x_{n})=\frac{1}{2}(\phi(u,x_{n})-\phi(u, x_{n+1}))$ . $(3.2)$

また,

$\langle$x$n+1-p,$ $Jx_{n}-Jx_{n+1}\rangle$ $=\langle$x$r\iota+1-(p+rh)+rh,$ $Jx_{n}-Jx_{n+1}\rangle$

$=\langle$x$n+1-(p$ $+$ 7’h), $Jx_{n}-Jx_{n+1}\rangle$

$+r\langle h, Jx_{n}-Jx_{n+1}.\rangle$

である. $p+\uparrow..h\in F$(T) であるので, 定理 3.1 の証明から,

$\phi$ ($p+r$h, $x_{n+1}$ ) $\leq\emptyset(p+rh, x_{n})$

である. (3.2) から,

$0 \leq\langle_{X},,+1-(p+rh), Jx_{n}-Jx_{n+1}\rangle+\frac{1}{2}\phi(x_{n.+1}, x_{\mathrm{t}},)$

が成り立つ. ここで (3.2) を用いると

$\uparrow^{\backslash }\langle h, Jx_{\mathit{7}1}$. $-Jx_{n+1}.\rangle$ \leq <x、+l-p, $Jx_{1},$. $-Jx,,.+1\rangle$ $+\underline{\frac{1}{9}}$ \phi (x。+l, $.’\iota j$ )$n$

$= \frac{1}{2}$ ( $\phi_{J}$ ($p$ ,x,、)-\phi (p}.\mbox{\boldmath $\tau$}\acute .ll+l)).
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つま り,

$\{h,$ $\mathcal{J}x_{n}-\mathcal{J}x_{n.+1}\rangle\leq\frac{1}{2\uparrow},$$(\phi(p,$ $x_{n})-\phi(p,$ $x_{n+1}))$ .

$ll$ は $||h||\leq 1$ を満たす任意の点であるから,

llJxユー $Jx_{n+1}|| \leq\frac{1}{2r}(\phi(p, x_{n})-\phi(p, x_{n+1}))$ .

$n>\uparrow n$ とすると,

$||Jx_{m}$ -Jxn||=||Jx7ユー Jxm+l+Jxm+l–.. . .-Jxn-l+Jx、-l–Jxn $\mathrm{I}$

$\leq\sum_{i=m}^{1}||j\dot{\iota}-[perp]$ Jxi-Jxi$+$ l $||$

$\leq\frac{1}{2r}\sum_{i=\mathrm{z}\mathrm{n}}^{n-1}(\phi(p,x_{i}.)-\phi(p, x_{i+1}))$

$= \frac{1}{\underline{9}r}(\phi(p, x_{m})-\phi(p,x_{n}))$ .

ここで, $\{\phi(p)x\tilde\}$ は収束する. つまり $\{Jx_{n}\}$ は Cauchy列となる. $E^{*}$ は完

備なので $\{Jx_{7l}\}$ は $E^{*}$ の点 $u^{*}$ に強収束する. $E^{*}$ は Fk\’echet微分可能なノル

ムをもつので, 双対写像 $J^{-1}$ は $E^{*}$ 上で連続である. これより, $\{x_{n}\}$ は $C$ の

点 $u$ に強収束する. 定理 3.2 より, $||x_{7l}.-Tx_{n}||arrow 0$ である. つまり $u\in F(T)$

となる. ここで. u=limユー。QF(T)x。である. $\blacksquare$

4 応用

この節では, 定理 3.2 および定理 3.3 からいくつかの収束定理を証明する.

まず初めに, Hilbert 空間における nonexpansive 写像の不動点収束定理を証
明してみる.

定理 4.1 (Browder and Petryshyn[3]) $C$ を $\mathrm{H}\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{b}\mathrm{e}\mathrm{l}\cdot \mathrm{t}$空間 $H$ の空でない閉凸部
分集合とし, $T$ を $C$ から $C$ への $F(T)\neq\emptyset$ となる nollexpansive写像とする.

$\ovalbox{\tt\small REJECT}_{T)}$ を $C$ から $F$ (T) の上への距離射影とする. $\lambda\in(0,1)$ とする. $x0\in C$

と $\llcorner$ ,

$x\text{、}+\mathrm{l}=\lambda x_{n}+(1-\lambda)Tx_{n}(n=0,1,2, \ldots)$

とする. このとき $\{x_{1},\}$ は $F$ (T) の点 $\prime u$ に弱収束する. ここで 2
$u= \lim_{narrow\infty}P_{\Gamma(T)}\sqrt x$n である.

証明 任意の $?l\in \mathrm{N}1$」{0} に対して, o.7、 $=/\backslash$ とおけば, $1 \mathrm{i}_{11}’\inf_{narrow\infty\cdot \mathrm{n}}c|^{r}(1-$

$\mathrm{c}\mathrm{v}_{n}.)=/\backslash (1-’\backslash )>$ 0 である. 次に $T$ が $1^{\cdot}1\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{x}$]$)_{\zeta}^{1}111\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{v}\mathrm{e}$ 写 (象ならば, $T$ は

$1^{\cdot}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{a}.\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{y}\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{X}]\mathrm{J}i1_{1}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{v}\mathrm{c}$ 写 f象であることを示す $F(T)\subset\hat{F}$ (T) である. $\prime n\in$

$\hat{F}$ (T) とずると, ある $\{x_{n}\}$ $\subset C$, が存在し, $x_{\mathrm{t}},arrow u$ かつ $x_{??}$. $-T^{l}.\iota_{r\iota}.$. $arrow$ O と
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なる. $T$ は nonexpansive であるので: $T$ は delniclosed である [23]. つまり

$u=Tu$ . したがって, $F(T)=\hat{F}$ (T). さらに, 任意の $x,$ $y\in H$ に対して,

$V(x, y)=||$x-y $||^{\underline{9}}$

である. よって $||Tx-T\prime y||\leq||x-y||$ であることは, $V$ (Tx, $Ty$ ) $\leq V$ (x, $y$ )

と同値である. これより, $T$ は $\mathrm{r}\mathrm{e}1\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{v}\mathrm{e}1]^{\gamma}$ nonexpansive 写像となる. したがっ

て– 定理 3.2 より, {x訂は $u= \lim_{\eta.\mathrm{i}\infty}P$F(T)xn に弱収束する.
$\blacksquare$

定理 4.2 $C$ を Hilbert 空間 $H$ の空でない閉凸部分集合とし, $T$ を $C$ から $C$

への nonexpansive 写像とし, $\lambda\in$ $(0, 1)$ とする, $x0\in C$ とし,

xn+l=\lambda x、$+(1-\lambda)T$xn $(n=0,1,2, \ldots)$

とする. このとき illtF(T)\neq \emptyset ならば, $\{x_{n}\}$ は $F$ (T) の点 $u$ に強収束する.

ここで. $u= \lim_{narrow\infty}P$F(T)xn である.

$E$ および $E^{*}$ を一様凸な Ballach空間とし, $C_{i}$ $(i=1,2, \cdot. . , rn)$ を $E$ の空で

ない閉凸部分集合とする. $Q_{i}(i=1,2, \cdot. .)$ を $E$ から $C_{i}$ の上への generalized

projection とする. ここでは, $Q_{i}(i=1,2, \cdot. . , ??l)$ だけを用いて寡=1Ci の点
への収束を考える. Reich[18] は次の結果を証明した.

補助定理 4.1 $(\mathrm{R}\epsilon \mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{h}[18])E$ を一様 G\’ateaux微分可能なノルムをもつ一様凸

な Banach 空間とし, $C_{i}$. $(i=1, 2, \cdot. , ??\tau)$ を $E$ の空でない閉凸部分集合とす

る. $Q_{i}$. $(i=1,2, \cdot. \mathrm{t}, ???)$ を $E$ から $C_{i}$ の上への genermlized projection とする.

このとき, $Q_{77\mathit{1}}Q,n-1\cdots Q$2Q1 は rela.tivcly nonexpansive 写像となる. また,
$\hat{F}$ ( $Q_{?n}Q_{m-1}\ldots$ Q。Q1) $= \bigcap_{\dot{\tau,}=1}^{\eta \mathit{1}}C_{?}\cdot$. となる.

補助定理 4.1 と定理 3.2 及び定理 3.3 から, 次の定理が証明できる.

定理 4.3 $E$ および $E^{*}$ を一様凸な Banach空間とし, その双対写像 $J$ を weakly

sequelltiaJly continuous とする, $C_{i}(i=1,2$ , $\cdot$ . $(, l?l)$ を $E$ の空でな $\mathrm{A}\backslash$閉凸部

分集合とし, $\bigcap_{i=1}^{rn}.\cdot C_{i}\neq\emptyset$ とする. $Q_{i}.$. $(\prime i=], 2?. . . , rn)$ を $E$ から $C_{i}$ の上への

generalized projection とし, $Q_{\bigcap_{j}^{\tau\prime 1}{}_{=1}C_{i}}.\cdot$ を $E$ から口 in$1{}_{=1}C_{i}$ の上への generalized

projection とする. $x0\in E$ とし,

$x_{n+1}=J^{-1}$ (\mbox{\boldmath $\alpha$}nJxn+(l-\mbox{\boldmath $\alpha$}n)JQmQエー 1 $\ldots Q_{2}Q_{1}.’\iota_{\mathrm{v}\iota}^{1}$ ) $(\uparrow\tau=0,1,2, \ldots)$

とする. ここで, $\{\mathrm{C}\mathrm{t}_{n}’.\}\subset[0,1]$ は lilll $\inf_{l-\infty},\alpha$
7l $(1-0_{n}’)>0$ を満たす この

とき $\{x_{l},.\}$ は寡?i.|$=1\mathit{1}$ C.i. $\text{の}$点 $u$ に弱 1|又束する. ここで. $u= \lim_{\iotaarrow\infty}.,Q_{\cap-{}_{=1}\mathrm{C},n},||-\prime xj$

で島る.
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証明 T=Q7、Qtn-1. . $Q_{2}Q_{1}$ とおく $F(T)\subset\hat{F}(T\grave{)}$ かつ $\bigcap_{i=1}^{?n}C_{i}(:$ $F(T)$

であることは比較的容易に示せる. 補助定理 4.1 から, $T$ は relatively non-
$\mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{l}\supset$a.nsive 写像で $F(T)=\mathrm{n}_{?.=1}^{m}.C_{i}$ となる. このとき, 定理 3.2 から, $\{x_{n}\}$ は

$F$ (T) の点 $u$ に弱 1|X束する. ここで, $u= \lim_{n.arrow\sim}Q_{\cap’,C}’$)

$=$
.|. $x_{n}$ である, $\blacksquare$

定理 4.4 $E$ および $E^{*}$
. を一様凸な Banach 空間とし, $C_{\dot{7}}$. $(i=1,2, \cdot. , ???)$ を

$E$ の空でない閉凸部分集合とする, $Q_{\mathrm{i}}(i=1,2, \cdot. . , ?n)$ を $E$ から $C_{i}.$. の上へ

の generalized projection とする. $x0\in E$ とし,

$x_{n\dotplus[perp]}$
. $=.f^{-1}(_{n\cdot n|}\vee\underline{\cap}.\tau_{X}[perp](^{1}\mathrm{A}-\vee\sim nJ^{-Q_{m}Q_{r\mathrm{n}-[perp]}\cdots Q_{2}Q_{1}x_{n)}^{1}})n7..(_{v}^{\circ\urcorner},=\cap.,$ $1,2,$ $\ldots 1/$

とする. $\vec{\mathrm{c}}arrow$ で, $\{a_{n}^{J}\}\subset[0,1]$ [よ $1 \mathrm{i}\ln\inf_{narrow\infty}\alpha_{n}(1-a_{n}’)>0$ を満たす こ

のとき, 石 t\cap m.i${}_{=1}C_{\mathrm{i}}\neq\emptyset$ ならば, $\{x_{n}\}$ は口mi${}_{=1}C_{i}$ の点 $u$ に強\downarrow |又束する. ここ

で, $u= \lim_{narrow\infty}Q_{\bigcap_{i=1}^{n\prime}}$.ci $x_{n}$ である.

$A\subset E\cross E$” とする. 集合値写像 $A$ が単調 (monotone) であるとは, 任意

の $(x, x^{*}),$ (y, $y^{*}$ ) $\in A$ に対して

$\langle x-y, x^{*}-y^{*}\rangle\geq 0$

が成り立つことをいう. 単調作用素 $A\subset E\cross E$
” が極大 $(111\mathrm{a}.\mathrm{x}’\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{a}1)$ であると

は, $E\subset E\mathrm{x}E^{*}.$
. が単調・作用素で, $A\subset E$ ならば $A=B$ となることをいう.

次の定理は, Rockafellar[19] によって証明された単調作用素の極大性に関す

る重要な定理である.

定理 4.5 (Rockafellar[19]) $E$ を滑らかで狭義凸な回帰的 Banach 空間とし,
$A\subset E\cross E$” を単調作用素とする. このとき $A$ が極大であることと, 任意の
$7^{\backslash }>0$ に対して

$R(J+rA)=E^{*}$

が成り立つことは同値である. ただし, $R(J+rA)$ とは $J+\mathit{7}^{\backslash }A$ の値域のこ
とである.

$E$ を滑らかで狭義凸な回帰的 $\mathrm{B}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{a}.\mathrm{c}1_{1}$ 空間と $\llcorner,$ $E^{*}$ をその共役空間とす

る. また $A\subset E\cross E$” を極大単調作用素をする. このとき, 定理 4.5 より, 任

意の $x\in E$ と $r>0$ に刻 tて

$Jx\in J(x_{r})+rA.\tau_{r},\cdot$ (4.1)

は少なくとも一つの解 $x_{r}$ $\in D$ (A) をもつ. また, $E$ が狭義凸であるので,

(4.1) の解は一意に定まる [22]. そこで $J_{r}$ : $Earrow D$ (A) を

、x=x,、
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と定義する. これを $A$ の $\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{o}\mathrm{l}\backslash \prime \mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}$ という

$\mathrm{t}$

いいかえれば $J_{r}x=(J+rA)^{-1}Jx$

である. このとき $F(J_{r})=A^{-1}0$ が成り立つ. さらに, $J_{r}$ は $\mathrm{r}\mathrm{e}1_{\mathrm{c}1}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{v}\mathrm{e}1\mathrm{y}$ non-
expansive 写像であることが知られている [18]. $1_{\vee}$たがって, 定理 3.2 及び定
理 3.3 から, 次の収束定理が証明できる.

定理 4.6 $E$ および $E^{*}.$
. を一様凸な Ba.nach 空間とし, その双対写像 $Jl\mathrm{h}\mathrm{w}\mathrm{e}\mathrm{a}1_{\backslash }\prime 1\mathrm{y}$

$\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{q}\iota \mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{y}$ continuous とする. $A\subset E\cross E^{*}$ を極大単調作用素で, $A^{-1}0\neq\emptyset$

とする, $r>0$ に対して, $J_{r}=(J \dagger ?^{n}A)^{-1}J$ とし, $Q_{A^{-1}0}$ を $E$ から $A^{-1}0$ の

上への generalized projecfion とする. $x_{0}\in E$ とし,

$x_{n+1}=J^{-1}(\alpha_{n}Jx_{n}+(1-\alpha_{n})JJ_{r}x_{n})(n=0,1,2, \ldots)$

とする. ただし, $\{\alpha_{n}\}\subset[0,1]$ は $\lim\inf_{narrow\infty}\alpha_{n}(1-a_{n}^{P})>0$ を満たす こ

のとき $\{x_{n}\}$ は $A^{-1}0$ の点 $u$ に弱 1|又束する. ここで $u= \lim_{n\mathrm{i}\infty}Q_{A^{-1}0}x$n で

ある.

定理 4.7 $E$ および $E^{*}$ を一様凸な Banach 空間とする. $A\subset E\cross E$” を極大

単調作用素とする. $r>0$ に対して, $J_{r}=(J+rA)^{-1}J$ とする. $x0\in E$ とし,

xユヤ $1=J^{-1}(a_{n}\prime Jx_{n}+(1-a_{n}’)JJ_{r}x_{n})(?x=0,1,2, \ldots)$

とする. ただし, $\{\alpha_{n}\}\subset[0,1]$ は lina $\inf_{narrow\infty}\alpha_{n}(1-\alpha_{n})>0$ を満たす こ

のとき, $\mathrm{i}11\mathrm{t}A^{-1}0\neq\emptyset$ ならば, $\{x_{n}\}$ は $A^{-1}0$ の点 $u$ に強収束する. ここで

$u= \lim_{n\mathrm{i}\infty}Q_{A^{-1}0^{X}n}$ である.
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