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1 序文
バナッハ空間の幾何学的構造及び性質などを調べる上て、例えば、 von Neumann-

Jordan定数や James定数など. 種々の定数は重要な役割を果たす。Jordan-von Neumann [8]
は 1935 年、 内積空間を中線定理をみたすノル\Delta 空間として特徴付け、 さらに、任意
のバナッハ空間 $X$ に対して、

$\frac{1}{2}\leq\frac{||x+y||^{2}+||x-y||^{2}}{2(||x||^{2}+||y||^{2})}\leq 2$ $\forall(x,$ $y)\neq(0,0)$

カ城り立つことを注意している。これに関連して、 1937年、Clarkson [5] は von Neumann-

Jordan定数 (以後 $\mathrm{N}\mathrm{J}$ 定数) の概念を導入した。

定義 1 $X$ をバナッハ空間とする。 $X$ の NJ定数 $C_{\mathrm{N}\mathrm{J}}(X)$ を

$\frac{1}{C}\leq\frac{||x+y||^{2}+||x-y||^{2}}{2(||x||^{2}+||y||^{2})}\leq C$ $\forall(x, y)\neq(0,0)$

をみたす $\mathrm{C}$ の最小値によって定義する。即ち、

$C_{\mathrm{N}\mathrm{J}}(X)= \sup_{x(,y)\neq(0,0)}\frac{||x+y||^{2}+||x-y||^{2}}{2(||x||^{2}+||y||^{2})}$

である。

命題 1(i)任意のバナッハ空間 $X$ に対して I\leq CNJ(X)\leq 2。特に、 $X$ がヒルベルト

空間であることと $C_{\mathrm{N}\mathrm{J}}(X)=1$ であることは同値である。

(ii) $1\leq p\leq\infty$, $\mathrm{d}$im $L_{p}\geq 2$ とする。 このとき $C_{\mathrm{N}\mathrm{J}}(L_{p})=2^{2/\min\{pd1-1}$ , ここて

$1/p+1/p’=1$ .

また James[7] は次の概念を導入した。

定義 2 $X$ をパナッハ空間とする。 また、 $S(X)=\{x\in X : ||x||=1\}$ とする。 $X$ が

unifomly non-squaoeであるとは、 ある $\delta>0$が存在して、 $||(x-y)/2||>1-\delta$ をみ

たす任意の $x,$ $y\in S$(X) に対して $||(x+y)/2||\leq 1-\delta$が成立することてある。
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これに関連して、 GaO-Lau [6] は uniformly non-squareness度合いを表す定数として、
次を導入した。

定義 3 $X$ をバナッハ空間とする。 このとき $X$ の James(non-squax)定数 $J$ (X) を

$J(X)= \sup$ {$\min(||x+y||,$ $||$x-y$||$ ) : $x,$ $y\in S(X)$ },

によって定義する。

命題 2(i) 任意のバナッハ空間 $X$ に対して $\sqrt$2\leq J(X)\leq 2。特にヒルベルト空間な
らば $J(X)=\sqrt{2}$である。 この逆は成り立たない。

$(\mathrm{i}\mathrm{i})1\leq p\leq\infty,$ $1/p+1/p’=1$ とする。 また $\dim L_{p}\geq 2$ とする $\text{。}$

. このとき $J(L_{p})=$

$\max\{2^{1/p}, 2^{1/p’}\}$ である。

(iii) $J(X)<2$ であることと $X$ が unifomly non-squaoeであることは同値。

このように、それぞれの定数がバナッハ空間の構造や性質にどのように反映するかに
ついて多くの研究者によって明らかにされている。最近、 SaitO-KatO-Takahashi [12]
は、 $\mathbb{C}^{2}$ 上の absolute normalized ノルムにおいて $\mathrm{N}\mathrm{J}$ 定数の計算あるいは評価に成功
した。 さらに、 [13] において $\mathbb{C}^{n}$ 上の absolute normalized ノル $\text{ム}$においても凸関数と
いう言葉で特徴付けを与え、 それらの空間やバナッハ空間の直和空間での狭義凸性、
uniformly non-squarenessや smoothnessなどの幾何学的性質に対する結果が得られて
いる。

この研究では、 $\mathbb{R}^{2}$ 上の absolute ノルムにおける James定数を考察する。GaO-Lau[6]
では、単位球が円板や正八角形などの特別な形をした 2次元のノルム空間の James定
数の結果を与えた。我々は、 absolute ノルム (ある条件下での) を持つ $\mathbb{R}^{2}$ の James
定数を決定する。 この結果は、 $\ell_{p}$ 以外でも多くのノルムの James定数を計算可能にさ
せる。応用として、 2次元 Lorentz 数列空間の $\mathrm{N}\mathrm{J}$ 及び James定数の計算を与える。
さらに、 absolute ノルムを持つ $\mathbb{R}^{2}$ での $\mathrm{N}\mathrm{J}$ 定数と James定数の関係を与える。

2 $\mathbb{R}^{2}$上の absolute ノノレム

定義 4 $|$ | $\Gamma|$ | を $\mathbb{R}^{2}$ 上のノルムとする。
(i) $||\cdot|$ |5’ absoluteてあるとは、任意の $x_{1},$ $x_{2}\in \mathbb{R}$ に対して $||(|x_{1}|, |x_{2}|)||=||(x_{1}, x_{2})||$

が成り立つときをいう。
(ii) $||(||$ が normalizedであるとは $||(1,0)||=||(0,1)||=1$ のときを $1^{\mathrm{a}}$ う。

例えぱ、 $\ell_{p}$ ノルムは $\mathbb{R}^{2}$ 上の absolute normalized ノルムてある。

$||(x_{1},x_{2})||_{p}=\{$

$(|x_{1}|^{p}+|x_{2}|^{p})^{1/p}$ if $1\leq p<\infty$ ,
max(|xl旧 x2|) if $p=\infty$ .
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$AN_{2}$ を $\mathbb{R}^{2}$ 上の absolute normalized ノルム全体とする。任意の $||$ $||\in AN_{2}$ に対して

$\psi(t)=||$ (1-t, $t$) $||(0\leq t\leq 1)$ (1)

とおくと、 $\psi$ は $[0,1]$ 上の連続凸関数で $\psi(0)=\psi(1)=1$かつ $\max\{1-t,t\}\leq\psi(t)\leq$

$1(0\leq t\leq 1)$ をみたす。そこで、 このような関数の全体を重 2 とおく。 また、任意の
$\psi\in\Psi_{2}$ に対して、

$||$ (x1, $x_{2}$) $||_{\psi}=\{$

$(|x_{1}|+|x_{2}|)\psi(_{\overline{|x_{1}}|+|x_{2}|}^{\ovalbox{\tt\small REJECT} x_{2}})$ if $(x_{1},x_{2})\neq(0,0)$ ,

0 if $(x_{1},x_{2})=(0,0)$

と定義すると $||$ $||\psi\in AN_{2}$ かつ (1) をみたす。従って、 $AN_{2}$ と $\Psi_{2}$ は 1 対 1 に対応す
る。 (この記述は Bonsall-Duncan [2] に見られる。) 例えば、 $\ell_{p}$ ノルム $||1|$ |p に対応す

る凸関数 $\psi_{p}$ は

$\psi_{p}(t)=\{$

$((1-t)^{p}+t^{p})^{1/p}$ if $1\leq p<\infty$ ,

$\max(1-t, t)$ if $p=\infty$

によって与えられる。また定理から $\ell_{p}$ ノルム以外にも沢山の absolute ノルムが存在す
ることがわかる。最近、 SaitO-KatO-Takahashi [12] は $\mathbb{C}^{2}$ 上の absolute ノルムにおけ
る $\mathrm{N}\mathrm{J}$ 定数を計算あるいは評価した。 この結果は、 $\mathbb{R}^{2}$ 上においても同様に成り立つ。

定理 1([12]) $\psi\in\Psi_{2}$ とする。

(i) $\psi\geq\psi_{2}(resp. \psi\leq\psi_{2})$ とする。 このとき

$C_{\mathrm{N}\mathrm{J}}$ $(( \mathbb{R}^{2}, || ||\psi))=\max_{0\leq t\leq 1}\frac{\psi(t)^{2}}{\psi_{2}(t)^{2}}(resp.$ maFA $\frac{\psi_{2}(t)^{2}}{\psi(t)^{2}})$ .

(ii) $\psi$ は $t=1/2$ に関して対称であるとする。 $M_{1}= \max_{0\leq t\leq 1}\psi(t)/\psi_{2}(t)$ または $M_{2}=$

$\max_{0\leq t\leq 1}\psi_{2}(t)/\psi(t)$ が $t=1/2$ で最大ならば、

$C_{\mathrm{N}\mathrm{J}}$ $((\mathbb{R}^{2}, ||. ||_{\psi}))=M_{1}^{2}M_{2}^{2}-$ .

ここで、 2次元 Lorentz数列空間を考える。 $0<\omega\leq 1,1\leq q<\infty$ とする。 このとき

次のノル $\text{ム}$ $||$ $||_{\{\mathit{0},q}$ をもつ $\mathbb{R}^{2}$ を 2次元 Lorentz 数列空間 $d^{(2)}$ $(\omega, q)$ という。

$||$ x $||_{\omega}$ ,$q=(x_{1}^{*q}+\omega x_{2}^{*q})^{1/q},$ $x=(x_{1},x_{2})\in \mathbb{R}^{2}$ ,

ここで、 $x_{1}^{*}= \max$ ( $|x_{1}|,$ $|$ x2|), $x_{2}^{*}= \min(|x_{1}|, |x_{2}|)_{\text{。}}$ KatO-Maligranda [10] はこの空間
の $\mathrm{N}\mathrm{J}$定数の値を計算した。

定理 2([10]) (i) $q\geq 2$ とする。 このとき

$C_{\mathrm{N}\mathrm{J}}$ $(( \mathbb{R}^{2}, ||\cdot||,,q))=2(\frac{1}{1+\omega}$)
2/q
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(ii) $1\leq q<2$ とする。 $\omega\geq 2^{q/2}-1$ ならば

$C_{\mathrm{N}\mathrm{J}}((\mathbb{R}^{2}, ||7||_{\omega,q}))=(1+\omega^{2/(2-q)})^{2/q-1}$

また $\omega<2^{q/2}-1$ ならは

$C_{\mathrm{N}\mathrm{J}}$ $(( \mathbb{R}^{2}, ||. ||_{\omega,q}))=2(\frac{1}{1+\omega}$) $2/q(1+\omega^{2/(2-q)})^{2/q-1}$

ところが $||||_{\omega,q}$ は absolute normalized ノルム、即ち、 $||\cdot||_{\omega,q}\in AN_{2}$ てあるから、定
理 1 を用いても $\mathrm{N}\mathrm{J}$定数の値を求めることができる。実際、 このノルムに対応する凸
関数は $\psi_{\omega,q}$ は

$\psi$;,$q(t)=\{$

$((1-t)^{q}+\omega t^{q})^{1/q}$ if $0\leq t\leq 1/2$ ,
$(t^{q}+\omega(1-t)^{q})^{1/q}$ if $1/2\leq t\leq 1$ .

であるから、 $\psi_{\omega,q}^{2}/\psi_{2}^{2}$ または $\psi_{2}^{2}/\psi_{\omega,q}^{2}$ の関数の最大値を求めることて $\mathrm{N}\mathrm{J}$定数が得られ
る ([n])。

3 $\mathbb{R}^{2}$上の absoluteノルムにおける James定数

$X$ をノル\Delta 空間とし、 $x\in S$(X) とする。 また $\alpha(x)_{\text{、}}\beta$ (x) を

$\alpha(x)=\inf\{\max(||x+y||, ||x-y||) : y\in S(X)\}$ ,

$\beta(x)=\sup\{\min(||x+y||, ||x-y||) : y\in S(X)\}$

とし、 さらに

$g(X)= \inf\{\alpha(x) : x\in S(X)\},$ $G(X)= \sup\{\alpha(x) : x\in S(X)\}$

$j(X)= \inf\{\beta(x) : x\in S(X)\},$ $J(X)= \sup\{\beta(x) : x\in S(X)\}$

と定義する。

命題 3([6]) $X_{2}$ を 2 次元ノル\Delta 空間とする。 また $x\in S$ (X2) とおく。 このとき
$(\mathrm{i})||y+x||=||y-x||$ をみたすような $y\in S$(X2) が存在し、 さらに $\alpha(x)=||y+x||=$

$||y-x||$ てある。

(ii) $p=(y-x)/\alpha(x)$ とおく。 このとき $p\in S$(X2) で $\alpha(p)\alpha(x)=2$ をみたす。
(iii) $\alpha(x)=\beta(x)$ .
この命題から、 これらの定数の関係を与えている。
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命題 4([6]) $X$ をノル\Delta 空間とする。 このとき、

(i) $g(X)\leq G(X)\leq J(X),$ $g(X)\leq j(X)\leq J(X)$ .
(ii) $1\leq g(X)\leq\sqrt{2}\leq J(X)\leq 2$ .
(iii) $g(X)J(X)=2$.

また、 $\ell_{p}$ 空間については、 Clarkson の不等式を使って、次のような結果が得られて
いる。

命題 5([6]) $p,q\geq 1,1/p+1/q=1$ とする。 このとき

(i) $2\leq p<\infty$ ならば $g(\ell_{p})=j(\ell_{p})=G(\ell_{\mathrm{p}})=2^{1/p}$ . $J(\ell_{p})=2^{1/q}$ .
(ii) $1\leq p<2$ならば $g(\ell_{p})=2^{1/q},$ $j(\ell_{p})=G(\ell_{p})=J(\ell_{p})=2^{1/p}$ .

同様に、 $L_{p}$空間についても求められている。さらに、命題 3から、様々な 2次元ノル
ム空間の James定数を計算している。

例 1 ([6]) (i) $S$ (X2) が平行四辺形のとき、 $J(X_{2})=G(X_{2})=2,$ $g(X_{2})=j(X_{2})=1$ .
(ii) $S$ (X2) が円板または正八角形のとき、 $J(X_{2})=G(X_{2})=g(X_{2})=j(X_{2})=\sqrt{2}$.

実際 (ii) の場合の証明を与えておく。 $x\in S$ (X2) をおく。 この $x$ に対し、原点中心に

順に $45^{\text{。}}$ 回転させた点を $x_{1},$ $x_{2},$ $x_{3}\in S$(X2) とする。 このとき、

$||$X$2\pm X||=||$X$3\pm X1||$

である。命題 3(i) より \mbox{\boldmath $\alpha$}(x)=\mbox{\boldmath $\alpha$}(x3)。よって、命題 3 (iii) より, $\alpha^{2}$ (X)=\mbox{\boldmath $\alpha$}(X)\mbox{\boldmath $\alpha$}(X3)=2、
即ち $\alpha(x)=\sqrt{2}\circ$ 従って $g(X_{2})=J(X_{2})=\sqrt{2}$ である。

また、 [6] の中で $\mathrm{J}(\mathrm{X})$ と convexity modulus との関係を与えている。 $0<\epsilon\leq 2$ とす

る。 このとき $X$ の convexity modulus $\delta(\epsilon)$ を

$\delta(\epsilon)=\inf\{1-\frac{1}{2}||x+y||$ : $x,$ $y\in S(X),$ $||$x-y$||\geq\epsilon$ }
と定義する。 $X$ が uniformly convexてあるとは、任意の $\epsilon>0$ に対して $\delta(\epsilon)>0$てあ

るときをいう。

命題 6([6]) $X$ がノル\Delta 空間である。 このとき

$J(X)= \sup\{\epsilon$ : $\delta(\epsilon)\leq 1-\frac{\epsilon}{2}\}$

である。

このように、 $J$(X) について様々な研究が行われている。この研究ては、$\mathbb{R}^{2}$上の absolute
ノルムにおける James定数を考察する。特にノルムが symmetric、即ち、任意の $x,$ $y\in$

$\mathbb{R}$ に対して $||(x,y)||=||(y,$ $x$ I| であるときの James定数の値を決定する.
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定理 3 $\psi\in\Psi_{2}$ が $t=1/2$ に関して対称、即ち $||$ ) $||\psi$ が symmetricならば

$J(( \mathbb{R}^{2}, || ||_{\psi}))=\max_{t0\leq\leq 1/2}\frac{2-2t}{\psi(t)}\psi(\frac{1}{2-2t})$

である。

例えば、 $\ell_{p}$ 空間の場合、 GaO-Lau [6] は Clarkson不等式を用いて計算しているが、 2
次元の場合に限れば、定理 3 を使って、初等的な計算で James定数の値を決定するこ
とができる。実際

$f(t)= \frac{2-2t}{\psi_{p}(t)}\psi_{p}(\frac{1}{2-2t})$

は $1\leq p\leq 2$ならば t $=0$のとき最大、 $p\geq 2$ならば t $=1/2$のとき最大になる。従って

$J(( \mathbb{R}^{2}, ||. ||_{p}))=\max\{2^{1/p}, 2^{1/d}\}$

が得られる。また、 $\ell_{p}$ ノルム以外でも様々な 2次元ノルム空間の James定数の値を決
定できる。例えば、 $\psi\rho\in\Psi_{2}$ を

$\psi_{\beta}(t)=\max\{1-t, t, \beta\}$

とおく。 ここで、 $1/2\leq\beta\leq 1_{\text{。}}$ このとき

$J((\mathbb{R}^{2}, ||\cdot||_{\psi_{\beta}}))=\{$

$1/\beta$ if $1/2\leq\beta\leq 1/\sqrt{2}$ ,
$2\beta$ if $1/\sqrt{2}\leq\beta\leq 1$

てある。

応用として、 2 次元の Lorentz 数列空間の場合を考察する。 KatO-Maligranda [10]
は $q\geq 2$ のときのみ James定数の値を決定した。実際、一般のバナッハ空間 $X$ に対
しで、

$J(X)^{2}/2\leq C_{NJ}(X)$

であることと、定理 2 の 2次元の Lorentz数列空間の $\mathrm{N}\mathrm{J}$ 定数の結果から次のように
値を得ている。

定理 4([10]) $q\geq 2$ ならば、

$J(( \mathbb{R}^{2}, ||\cdot||_{\omega,q}))=2(\frac{1}{1+\omega})^{1/q}$

てある。

また、 $1\leq q<2$ の場合は未解決になっている。 しかし、 我々は定理 3 を使うことに
より、 $q\geq 2$ のときの別証明と $1\leq q<2$ のとき部分的な解答を得た。実際、 $\psi_{\omega,q}$ を
定理 3 に直接適用することで次のような結果が得られる。
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定理 5(i) $1\leq q<2$ かつ $0<\omega\leq-1+\sqrt{2}$ならば

$J$ (($\mathbb{R}^{2},$ $||\cdot|$L,$q)$ ) $=2( \frac{1}{1+\omega})^{1/q}$

(ii) $q=1$ かつ $\omega>-1+\sqrt{2}$ならば

$J$ (($\mathbb{R}^{2},$ $||$ . $|$ L,$q)$ ) $=1+\omega$ .

4 Absolute ノルム空間における $\mathrm{N}\mathrm{J}$ 定数と James定数
との開係

KatO-Maligranda-Takahashi [9] は、 -\Re のバナツハ空間における $\mathrm{N}\mathrm{J}$ 定数と James
定数との関係を次のように与えた。

命題 7([9]) 任意のパナッハ空間 $X(\dim X\geq 2)$ に対して

$J(X)^{2}/2\leq C_{NJ}(X)\leq J(X)^{2}/((J(X)-1)^{2}+1)$ .

特に $X$ がヒルベルト空間. $L_{p}$ 空間, $1\leq p\leq\infty$ また、 uniformly non-squareでな $\phi 1$

とき $J(X)^{2}/2=C_{NJ}$ (X) である。 さらに、 [9] の中で、 $J(X)^{2}/2<C_{NJ}$ (X) をみたす

2次元バナッハ空間の例を挙けている。実際、 $\mathbb{R}^{2}$ 上の $1_{1}$-p。ノルム $||$ $|$ | を

$||$ $(x, y)||=\{$
$||$ (x, $y$ ) $||_{\infty}$ if $x_{1}$x$2\geq 0$ ,
$||$ (x, $y$ ) $||_{1}$ if $x_{1}x_{2}\leq 0$

と定義する。 このとき、

$\frac{1}{2}J((\mathbb{R}^{2}, || ||))^{2}=9/8<5/4\leq C_{\mathrm{N}\mathrm{J}}((\mathbb{R}^{2}, ||. ||))$

である。我々は $(\mathbb{R}^{2}, ||\}||\psi)$ における $\mathrm{N}\mathrm{J}$ 定数と James定数との関係を調べる。即ち、
$C_{\mathrm{N}\mathrm{J}}((\mathbb{R}^{2}, ||\cdot||\psi))=J((\mathbb{R}^{2}, ||\cdot||_{\psi}))^{2}/2$ をみたす $\psi\in\Psi_{2}$ に対しての必要かつ十分条件
を与える。

定理 6 $\psi\in\Psi_{2}$ とする。 また任意の $t\neq 0,1$/2,1 に対して $\psi(t)>\psi_{2}(t)$ (resp. $<$ ) と仮
定する。 このとき

$\frac{1}{2}J((\mathbb{R}^{2}, ||\cdot||_{\psi}))^{2}=C_{\mathrm{N}\mathrm{J}}((\mathbb{R}^{2}, ||\cdot||_{\psi}))$

をみたすための必要かつ十分条件は $\psi/\psi_{2}(resp. \psi_{2}/\psi)$ が $t=1/2$ で最大になること

である。
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