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定義 $A,$ $B$ を Banach環とする. 写像 $\rho:Aarrow B$ が Jordan homomo\sim h劫 mであるとは, 任

意の $f,$ $g\in A$ に対して

$\rho(f+g)=$ .p(f) $+\rho(g$

$\rho(f^{2})=\rho(f)^{2}$

をみたすことである.

注意 1Jordan homomorphism は, 定義により, 連続性及ひ線型性は仮定されてぃないこ

とに注意する. 例 1 でみるように, 連続でも線型でもないような Jodan h0momo\sim h飴 m が

存在する.

注意 2 $f,$ $g\in A$ (oesp. $B$) に対して

$f\mathrm{o}g=fg+gf\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}$

により定まる積 $\circ$ を Jordan積と呼ぶ. このとき Jordan homomorphism $\rho:Aarrow B$ は Jordan

積を保存する :

$\rho(f\mathrm{o}g)=\rho(f)\circ\rho(g)$ $(f,g\in A)$ .
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実際次の様である. $\rho((f+g)^{2})=\{\rho(f)+\rho(g)\}^{2}$ であるから, 両辺を展開して $\rho(f^{2})=\rho(f)^{2}$

及び $\rho(g^{2})=\rho(g)^{2}$ を用いると

$\rho(fg+gf)=\rho$(f) $\rho(g)+\rho$ (g) $\rho$(f)

を得るが, これは $\rho(f\circ g)=\rho(f)\circ\rho(g)$ を示す. よって Jordan homomo\sim h飴 mは Jordan

積\epsilon 保 $T\neq$する. このことから, 特に $A,$ $B$ が可換てあれば, Jordan homomorphismは自動

的に積を保存する :

$\rho(fg)=\rho$(f) $\rho$ (g) $(f, g\in A)$ .

注意 1 て述べたように, $A,$ $B$ ともに可換ならば Jordan homomorphism $\rho:Aarrow B$ は積

を保存する. ある場合には一方が可換でなくとも同様の結果が成り立つ. 例えば, 以下に

示すように, $B$ が複素数全体のなす可換Banach環 $\mathbb{C}$ の場合は, $A$ の可換性は必要ではな

い. 実際 I. N. Herstein [3] はより一般的な場合についての結果を得ているため, 次の補題

1 は特別な場合に過ぎない. しかしながら完全性を期すため, ここではその証明まで含め

て述べることにする. 次の論法はW. $\dot{\mathrm{z}}$elazko[8, Proof of Theorem 1] と本質的に同じてあ

ることに注意する.

補題 1 $A$ を可換とは限らない Banach環, $\rho:Aarrow \mathbb{C}$ を Jordan $homomo\sim hism$ とする. こ

のとき $\rho$ は自動的に積を保存する.

証明 注意 1 で述べたように

$\rho(xy+yx)$ $=2\rho(x)\rho(y)$ $(x\in A,y\in A)$ (1)
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が成り立つ. (1) は任意の $x,$ $y\in A$ に対して成り立っので, 特に $x$ を $x^{2}$ に置き換えれば

$\rho(x^{2}y+yx2)=2\rho(x)^{2}\rho(y)$ (2)

となる. また $y$ を $xy+yx$ に置き換えれは

$\rho$(x(xy $+yx)$ $+(xy$ $+$ yx)x) $=2\rho(x)\rho(xy+yx)$ ,

よって (1) とあわせて

$\rho(x2y+2xyx +yx2)=4\rho(x)^{2}\rho(y)$ $(x\in A, y\in A)$ . (3)

(3) から (2) を辺々引けば

$\rho$(xyx) $=\rho$ (x) $2\rho$(y) $(x\in A, y\in A)$ (4)

を得る. さて, $f\in A$及ひ $g\in A$ を任意に固定し

$2t=\rho$(fg-gf) (5)

とおく 1 このとき (1) 及び (5) より

$\rho(fg)=\rho$(f)$\rho(g)+t$ and $\rho(gf)=\rho$(f) $\rho$(g)-t (6)

であるが, さらに (4), (5), (6) から

$4t^{2}$
$=\rho$((fg-g$f)^{2}$ )

$=\rho$(fg)$2-\rho$(fg2 $f$) $-\rho(gf^{2}g)+\rho(gf)^{2}$

$=$ {$\rho(f)\rho(g)+$ t}2-2 $\rho$(f) $2\rho$(g) $2+$ { $\rho$(f) $\rho$(g)-t}2

$=2t^{2}$ ;
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したがって $t=0$ , つまり $\rho(fg)=\rho(gf)$ である. よって (1) より $\rho(fg)=\rho(f)\rho(g)$ , すなわ

ち $\rho$ は積を保存する. $\blacksquare$

系 2 $A$ を可換とは限らない Banach環, $B$ を半単純可換 Banach環とする. このとき Jordan

homomo\sim h飴 m $\rho:Aarrow B$ は自動的に積を保存する.

証明 $M_{B}$ を $B$ の極大イデアル空間とする. このとき各 $x\in M_{B}$ に対して写像 $\rho_{x}$ : $Aarrow \mathbb{C}$

を次て定める :

$\rho_{x}(f)=\rho(f)$ (x) $(f\in A)$ .

ここに
$\wedge$. は Gelfand変換である. \vee ‘ま $\rho$ が Jordan hom0mo\sim h劫 mてあることから, 各 $x\in M_{B}$

に対して $\rho_{x}$ も Jordan homomorphismであることが分かる ; したがって, 補題 1 より $\mathrm{J}\rho_{x}$

は積を保存する. つまり

$\rho$(f$g$ ) $(x)=\rho(f)$ (x) $\rho(g)$ (x) $(f, g\in A, x\in M_{B})$ .

いま $B$ は半単純であるから $\rho(fg)=\rho(f)\rho(g)$ を得る. $\blacksquare$

以 Tでは Jordan homomorphism のある種の安定性について考察する. そのため, ます

加法的写像の安定性に関する次の結果を述べる.

定理 A(D. H. Hyers, T. M. Rassias and Z. Gajda) $E_{1}$ , E2 を実 Banach 空間, $\delta\geq$

0, $p\geq 0$ : $p\neq 1$ とする. (連続とも線形とも限らない) 写像 $\phi:E_{1}arrow E_{2}$ が次をみたすと

する :

$||\phi(x+y)$ $-\phi(x)-\phi$ (y) $||\leq\delta$ ( $||$ x $||^{\mathrm{p}}+||$ y $||^{p}$) $(x,y\in E_{1})$ .
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このとき次をみたす加法的写像 $T:E_{1}arrow E_{2}$ が唯一つ存在する :

$||\phi$(x)-T(x) $|| \leq\frac{2\delta}{|2-2^{p}|}||$ x $||^{p}$ $(x\in E_{1})$ .

定理 A は 1940年に S. M. Ulam により出された問題 ([7] 参照) に対する 1 つの解答で

ある. 実際, D. H. Hyers [4] は 1941 年に $p=0$ の場合を, T. M. Rassias [5] は 1978年に

$0\leq p<1$ の場合をそれぞれ示した. その後 Z. Gajda [2] は $1<p<\infty$ に対しても同様の

結果が成り立つことを示すとともに, $p=1$ に対する反例を与えた.

以下では, Hyers-Rassias-Gajda と同様な意味ての摂動を Jordan homomorphismについ

て考察し, その安定性について論する. このとき, R. Badora [1] の手法を応用し, 若干の

問題点を解消することにより, 次の結果が得られた :

定理 3 $A,$ $B$ を可換とは限らない Banach環, $\delta\geq 0,$ $p$ \geq 0: $p\neq 1$ とする. このとき写像

$\phi:Aarrow B$ が

$||\phi(f+g)$ $-\phi(f)-\phi$(gI $|\leq\delta$( $||$ f $||^{p}+||$g $||^{p}$ ) $(f, g\in A)$

$||\phi$(f$2$ ) $-\phi$(f) $2||\leq\delta||$f $||$ 5 $(f\in A)$ (7)

をみたせば, 次のような Jorrian homomorphism $\rho$ : $Aarrow B$ が唯 1 つ存在する :

$||\rho(f)-\phi$(f) $|| \leq\frac{2\delta}{|2-2^{p}|}||$ f $||^{p}$ $(f\in A)$ .

証明 ます定理 $A$ により次をみたす加法的写像 $\rho:Aarrow B$ が唯 1 つ存在する :

$||\phi(f)-\rho$(f) $|| \leq\frac{2\delta}{|2-2^{p}|}||$ f $||^{p}$ $(f\in A)$ . (8)
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この $\rho$ が求める Jordan homo$mo\sim h$飴$m$であることを以下で示す.

$f\in A$ を任意に取り固定し, $s=|1-p|/(1-p)$ とお $\text{く_{}l}$ このとき $0\leq p<1$ ならば $s=1$ ,

$p>1$ ならば $s=-1$ であることに注意する. $\rho$ は加法的なので, (8) より各 $n\in \mathrm{N}$ に対して

$||n-2s_{\emptyset}$ (n$2Sf^{2}$ ) $-\rho(f^{2})||$ $=$ $||n-2s_{\emptyset}$(n2“ $f^{2}$ ) $-n^{-2s}\rho(n^{2s}f^{2})||$

$\leq$ $n^{-2\epsilon} \frac{2\delta}{|2-2^{p}|}||$ n28 $f^{2}|\mathrm{k}$ ,

すなわち

$||n-2\epsilon_{\emptyset}$ (n$2s_{\mathrm{f}^{2})-\rho(f^{2})||}\leq n^{2\epsilon(\mathrm{p}-1)_{\frac{2\delta}{|2-2^{p}|}||}}$ f$2||^{p}$ (9)

である. 同様にして, 各 $n\in \mathrm{N}$ に対して

$||n-s\emptyset$(n$sv$ ) $-\rho$(f) $||\leq n^{s(p-1)_{\frac{2\delta}{|2-2^{p}|}||}}$ f $||^{p}$ . (10)

となることが分かる. ここで $s$ の取り方から $s(p-1)<0$ なので, (9) 及ひ (10) と併せて

$\rho$(f$2$ ) $= \lim_{narrow\infty}n^{-2s}\phi(n^{2s}f^{2})$ and $\rho(f)=\lim_{narrow\infty}n^{-s}\phi(n^{s}f)$ (11)

を得る. また (7) より各 $n\in \mathrm{N}$ に対して $||\phi(n^{2s}f^{2})-\phi(n^{s}f)^{2}||\leq\delta||n^{s}f$Pp が成り立つ. し

たがって, $s(p-1)<0$ であることに注意すれば

$\lim_{narrow\infty}n^{-2s}(\phi(n^{2s}f^{2})-\phi(n^{\mathit{8}}f)^{2})$ (12)

$\leq$ $\lim_{narrow\infty}n^{2\epsilon(p-1)}\delta||f||^{2p}=0$
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を得る. 以上より (11) 及び (12) から

$\rho$ (f2) $= \lim_{narrow\infty}n^{-2s}\phi(n^{2s}f^{2})$

$= \lim_{narrow\infty}\{n^{-2s}\phi(n^{2s}f^{2})-n^{-2s}(\phi.(n^{2s}f^{2})-\phi(n^{\mathit{8}}f)^{2})\}$

$=$ $\{_{narrow}1\mathrm{i}$

\sim $n^{-s}\phi$(n$s_{\mathrm{f})\}^{2}=\rho(f)^{2}}$

となる. $f\in A$ は任意であったので, $\rho$ が Jordan homomo\sim h飴 mであることが示された. $\blacksquare$

例 1 $G$ を Jordan homomo\sim h飴 m $\rho:\mathbb{C}arrow \mathbb{C}$で, さらに全射であるもの全体の集合とする.

例えば恒等写像 $z$及び複素共役 $\overline{z}$ は $G$ の元であるから, $G$ は空集合てない. 簡単な計算に

より, 連続な Jordan homomorphism は $z,\overline{z}$ と零写像だけであることが分かる. さらに, よ

く知られていることではあると思うが, 驚くべきことに

$\# G=2^{\#\mathbb{C}}$

である. ここに $\#$ は集合の濃度てある. つまり, 和や二乗k保 $T\mp$するばかりでなく全射性

を仮定した写像は, 代数構造や連続性などを保存するとは限らない “ 単なる写像 ” と同じ

だけあることを示している.

例 2 定理 3 と同様の結果は $p=1$ に対しては成り立たない. 実際 P. $\check{S}emrlf\mathit{6}f$ は各 $\delta>0$

に対して次のような関数 $\phi:\mathbb{C}arrow \mathbb{C}$ を構威した :

(a) $\phi$ は連続かつ積を保存する.

(b) $|\phi(x+y)$ $-\phi(x)-\phi$(y) $|\leq\delta$ ( $|$ x $|+|$yD $(x, y\in \mathbb{C})$ .

(c) $\mathrm{A}$ ‘かなる Jordan homomorphism $\rho:\mathbb{C}arrow \mathbb{C}$ に対しても

$\sup_{x\in \mathbb{C}\backslash \{0\}}\frac{|\phi(x)-\rho(x)|}{|x|}\geq 1$ .
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例 2 では積を保存するばかりか連続な写像により, 定理 3 の $p=1$ に対する反例が与え

られているが, この連続性はむしろ次の意味で必然的であることが分かる.

定理 4 $A$ を可換とは限らない Banach環, $\delta\geq 0$ とする. このとき写像 $\phi:Aarrow \mathbb{C}$ が

$|\phi(x+y)$ $-\phi(x)-\phi$(y) $|\leq\delta$ ( $||$ x $|$D $||y||$ ) $(x,y\in A)$

$|\phi$(x$2$ ) $-\phi$(x) $2|\leq\delta||$ x $||^{2}$ $(x\in A)$

をみたせば, $\phi$ は Jordan homomorphismであるか, ある $\mathrm{A}\mathrm{a}$は

$\sup_{\mathrm{o}\in A\backslash \{0\}}\frac{|\phi(x)|}{||x||}\leq\frac{1+\sqrt{1+4\delta}}{2}$

となる.
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