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1 $\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT} L-\llcorner \mathrm{B}$

[1] に於いて, modulus $m\in \mathrm{z}_{\geq 1}$ の多重 $L$-値は次のように定義されました:

定義 1. $\zeta_{m}:=\exp(2\pi i/m)$ と寸る. $r$ 個の $k_{i}\in \mathrm{z}_{\geq 1}$ と $a_{i}\in \mathrm{z}/m\mathrm{Z}$ に対し

$L_{\mathrm{u}1}(k_{1\prime}\ldots,k_{-1},,k_{\gamma j}a_{1,}\ldots a_{r-}I’ a_{r})$

$:= \sum_{n_{1}=r\mathfrak{l}f}^{\infty}\sum_{1^{>\cdots>n_{-1}>n,>}},\frac{\zeta_{m}^{a_{1}(n_{1}-n_{\underline{?}})+\cdots+a_{-1},(n_{-1},-n,)+a,n}’}{n_{1}^{k_{1}}\cdots n_{-1}^{k,-1}n_{r}^{k,}},\cdot$

(1.1)

この級数は (kl、$a_{1}$ ) $\neq(1,0)$ のときにM又束し, $k_{1}[succeq] 2$ のときには絶対収束します. 多

重 L-{僅に対して weight と depth を $k_{1}+\cdots+k,$ と $r$ で定めます. (後で見るように)
多重 L-値は積に関して閉じていて 7 全体で $\mathrm{Q}$ 上無限次元な代数を成しています. 最近 2
これらの値は整数論や堝の量子論など様々な分野に現れ, 多くの関心を集めてぃます、
多重 L-値に関寸る主な問題意識としては 7

・線型空間・代数としての構造を決定したい

・全ての (線型 = 代数) 関係式を言き下したい

・具体的な値を知りたい (知られている値で言きたい)

等が挙げられます.

例 1. $m=1$ の堝合は多重ぜ一夕値 7

$\mathrm{S}(k_{1}, \ldots,k_{r})=L_{\mathrm{u}1}(k_{1}, \ldots,k_{rj}0, \ldots,0)=\sum_{n_{1}>\cdots>n,>0}\frac{1}{n_{1}^{k_{1}}\ldots n_{r}^{k_{r}}}$ (1.2)

として知られているもので寸、 日本語の解説が [8-10] にありま寸. 例えば, 次元に関
寸る予想がありましたが, [14] によって解決されています. 具体的に, 綺麗な表示を持
つ関係式も沢山楕成されていま寸,
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weight 1:

$L_{\mathrm{u}\mathrm{J}}(1_{i}1)= \sum_{n=1}^{\infty}\frac{(-1)^{n}}{n}=-\log 2$ .

weight 2:

$L_{\iota \mathrm{u}}(2j0)= \zeta(2)=\frac{\pi^{2}}{6}$ , $L_{\mathrm{u}1}(1,1_{i}1,0)= \frac{(-1\mathrm{o}\mathrm{g}2)^{2}}{2}-\frac{1}{2}\zeta(2)$ ,

$L_{\mathrm{u}\iota}(2j1)= \sum_{n=1}^{\infty}\frac{(-1)^{tt}}{n^{2}}=-\frac{1}{2}\mathrm{C}$ (2), $L_{\mathrm{u}1}(1,1j1,1)= \frac{(-1\mathrm{o}\mathrm{g}2)^{2}}{2}$ .

weight 3:

$L_{\iota \mathrm{u}}(3_{i}0)=$ $\zeta$(3),

L。$($3; $1)=- \frac{3}{4}\zeta(3)$ ,

L副 2, 1; 0, $0$) $=$ $\zeta(3)$,

$L_{\mathrm{u}1}(2,1j0,1)=$ $\zeta(3)+\frac{3}{2}\zeta$(2)(-lOg2),

$L_{\mathrm{u}\iota}(2,1j1,0)=- \frac{13}{8}\zeta$(3) $- \frac{3}{2}\zeta$(2)(-lOg2),

$L_{\mathrm{u}\mathrm{J}}(2,1;1,1)=$ $\frac{1}{8}\zeta$(3),

$L_{\mathrm{u}\mathrm{J}}(1,2j1,0)=$ $\frac{5}{8}\zeta$(3) $+\zeta$(2)(-lOg2),

$L_{\mathrm{u}\mathrm{J}}(1,2j1,1)=- \frac{1}{4}\zeta(3)-\frac{1}{2}\zeta$(2)(-log2),

$L_{\mathrm{u}1}(1,1,1j1,0,0)=- \frac{7}{8}\zeta(3)-\frac{1}{2}\zeta$ (2)(-log2) $+ \frac{(-1\mathrm{o}\mathrm{g}2)^{3}}{3!}$

’

$L_{\mathrm{u}1}(1,1,1;1,0,1)=- \frac{1}{4}\zeta$(3) $- \frac{1}{2}\zeta$(2)(-l0g2) $+ \frac{(-1\mathrm{o}\mathrm{g}2)^{3}}{3!}$ ,

$L_{\mathrm{u}\mathrm{J}}(1,1,1j1,1,0)=$ $\frac{1}{8}\zeta$(3) $+ \frac{(-1\mathrm{o}\mathrm{g}2)^{3}}{3!}$ ,

$L_{\mathrm{u}1}(1,1,1;1,1,1)=$ $\frac{(-1\mathrm{o}\mathrm{g}2)^{3}}{3!}$ .

多重 $L$-{fの関係式としては 7[4] において [14] の結果を拡張寸る形で次元の上限に

関寸る式が与えられており, 具体的な関係式としては [1] に於いて, 複 shuffle 関係式
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分に注日し

多重ぜ一夕値の持つ性質はど
$\backslash$

れだけ多重 $L$-値に拡張されるか ?

という問題が考えられま寸. [12] に於いて, 多重ぜ一夕値の持っ性質として最も基本的
である 「双対公式」 に関する代数的な理解を多重 $L$-値へと拡張しました. 以下そのこ

とについて説明してゆきま寸.

2 形式的一 ChS 型方程式
”多重ぜ一夕値の最も良い母関数 $([8])”$ として $\mathrm{D}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}\mathrm{e}1’\mathrm{d}$ associator $\varphi(\mathrm{X}, Y)$ が挙げ
られます、それは [5] に於いて非可換巾級数環 $\mathbb{C}\langle\langle \mathrm{X}$, Y)\succ 値の Fuchs 型方程式

$\frac{dG}{dz}=(\frac{\mathrm{X}}{z}+\frac{Y}{z-1})G$ (2.1)

の二つの解

$G_{0}(z)\sim z^{X}$ $(zarrow 0)$, $G_{1}(z)\sim(1-z)^{\mathrm{Y}}$ $(zarrow 1)$, (2.2)

を結ぶ接続行列

$\varphi$ (X, $Y$) $:=G_{1}(z)^{-1}G_{0}(z)$ (2.3)

として定義されました. 具体的には

$\varphi(\mathrm{X}, Y)=1-\zeta(2)[\mathrm{X}, Y]-\zeta(3)[\mathrm{X},$ [X, $Y$]$]+\zeta(2,1)$ [[X, $Y$], $Y]$

$-\zeta(4)[\mathrm{X},$ $[\mathrm{X},$

$[\mathrm{X}, Y]]]+\zeta(3,1)[\mathrm{X},$

$[[\mathrm{X}, Y],$

$Y]]+ \frac{(-\zeta(2)[\mathrm{X},Y])^{2}}{2!}$

.

(2.4)

$-\zeta(2, 1, 1)[[[\mathrm{X}, Y],$ $Y],$ $Y]+$ ($5$ 次以上)

といった風に, 各係数に多重ぜ一夕値が現れること力 $\grave{\grave{\mathrm{a}}}*\mathrm{Q}$られてぃま寸 ([11]). 変数
$\mathrm{X},$ $Y$ に適当なものを代入寸ることによって $\varphi(\mathrm{X}, Y)$ は幾っかの関係・式を満た寸のて
([5]), 係数を比較することによって多重ゼータ値の関係式が導がれます, ”Drin$\mathrm{f}$el’d
associator の関係弐がら導かれる多重ぜ一タ (直の関係式が, 多重ぜ一夕値の関係式の
全てを尽く寸だろう” というのが予想として挙げられており, とても性質の良い母関
数だと思うことができます\mbox{\boldmath $\tau$}



そこで, $\mathrm{D}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}\mathrm{e}1’\mathrm{d}$ associator の拡張として多重 L-{Jが係数に現れるような接 7’‘亮行

列を構成し, そこから多重 $L$-値の関係式を取り土して $\mathrm{A}\mathrm{a}$ こう, と $\mathrm{A}\backslash$ う目論見の下, 有限

集合 $\Sigma\subset \mathbb{C}$ に対し, 形式的 Fuchs 型方程式

$\frac{dH}{dz}=(\sum_{c\in\Sigma}\frac{\mathrm{X}_{c}}{z-c})H$ (2.5)

を考えま寸. ここで, $H$ は $ffl_{\Sigma}^{*}:=\mathbb{C}\langle\langle \mathrm{X}_{ci}c\in\Sigma\rangle\rangle\}$こ {$\mathrm{B}\llcorner \text{を}$ 取る $\mathbb{C}$ 上の関数としま寸.

$\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}_{\Sigma}^{*}$ の単項式のことを語と呼ぶことにしま寸. さらに $a,$ $b\in\Sigma$ を固定し 2 解 $H_{\Sigma}^{ab}$ を

$\{ta+(1-t)b|0<t<<1\}$ で定義され

$H_{\Sigma}^{ab}(z) \sim(\frac{z-b}{a-b})^{\mathrm{X}_{b}}$ $(z-b)$ (2.6)

という挙動を持つものとして定めま寸. このとき接続行列

$\Phi_{\Sigma}^{ab}(\mathrm{X}_{c};c\in\Sigma):=H_{\Sigma}^{ba}(z)^{-1}H_{\Sigma}^{ab}(z)$ (2.7)

をなるべく具体的な形で富くことによって, 係数の間の関係式を導くことを考えま寸,

注意. $c\in\Sigma$ に対し

$\mu’(1)=1$, $\Delta^{*}$ (X$c$ ) $=\mathrm{X}_{c}\otimes 1+1\otimes \mathrm{X}_{c\prime}$ $\epsilon$’(X$c$ ) $=0$, $S^{*}(\mathrm{X}_{c})=-$X$c$ (2.8)

と寸ると, $(\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}_{\Sigma}^{*}, \cdot, \mu*, \Delta^{*}, \epsilon*, S")$ は非可換かつ余可換な Hopf 代数になりま寸 $\mathrm{r}$ 特に対

合射の自乗は恒等写像で寸.

3 Shuffle 代数

方程式 (2.5) の解 $H_{\Sigma}^{ab}$ を記述する為に $[1,7]$ に沿って shuffle 代数を導入します r

定義 2. 有限集合 $\Sigma\subset \mathbb{C}$ に対し非可換巾級数環 $\mathbb{C}\langle\langle x_{c};c\in\Sigma\rangle\rangle\}_{\llcorner}’$ shuffle 積 $\prime\prime \mathrm{u}’$’を帰

納的に次で定義寸る:

1. $w$ us $1=1\mathrm{u}\mathit{1}w=w$,

2. $x_{\mathrm{c}1}.w_{1}\mathrm{u}$J $x_{c_{2}}\iota\iota^{r_{2}=}x_{c_{1}}(w_{1}\iota \mathrm{u}x_{c_{2}}w_{2})+x_{c_{2}}$($x_{c_{1}}$ lI)I $\mathrm{r}uw_{2}$).

ここで, $w,$ $w_{1},w_{2}$ は単項式 (これらも語と呼ぶ) と寸る. 代数 $ffl_{\Sigma}:=(\mathbb{C}\langle\langle x_{c};c$ \in

$\Sigma\rangle\rangle,$ $+,$ $\mathrm{u}|)$ を”shuffle 代数” と呼ぶ.
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shuffle積は紹合的かつ可換であることが定義より適ちに分かりま $\text{寸}$ . $\mathbb{C}\langle\langle x_{c}ic\in\Sigma\rangle\rangle$

上の準同型, 反準同型は shuffle 代数上の準同型となりま寸 r

例 3. shuffle 積とはと
$\backslash$

のような積かというと,

$x_{c_{1}}\mathrm{u}\lrcorner x_{d_{1}}=x_{c_{1}}$ ( $1$ us $x_{d_{1}}$ ) $+x_{d_{1}}(x_{c_{1}}\mathrm{u}1)=x_{c_{1}}x_{d_{1}}+xd1x_{c_{1}}$ ,
$x_{c_{1}}’x_{c_{2}}’\mathrm{u}\lrcorner x_{d_{1}}’=x_{c1}(x_{c_{2}}’\iota \mathrm{u}x_{d_{1}}’)+x_{d_{1}}(x_{c_{1}}x_{c_{2}}\mathrm{u}\iota 1)=x_{c_{1}}(x_{c_{2}}x_{d_{1}}+x_{d_{1}}x_{c_{2}})+x_{d_{1}}x_{c_{1}}x_{c_{2}}$

$=x_{c_{1}}x_{c_{2}}’x_{d_{1}}+Xc$’ $x_{d_{1}}x_{c_{2}}+$ Xd$1x_{c_{1}}x_{c_{2’}}$

$x_{c_{1}}x_{c_{2}}\mathrm{u}1x_{d_{1}}x_{d_{2}}=x_{c_{1}}(\lambda_{c_{2}}’\mathrm{u}|x_{d_{1}}’x_{d_{2}})+x_{d_{1}}(x_{c_{1}}x_{c_{2}}\mathrm{u}x_{d_{2}})$

$=x_{c_{1}}x_{c_{2}}x_{d_{1}}x_{d_{2}}+x_{c_{1}}x_{d_{1}}x_{c_{2}}x_{d_{2}}+x_{\mathrm{C}1}x_{d_{1}}x_{d}\underline,x_{c_{2}}$

$+x_{d_{1}}x_{c_{1}}x_{c_{2}}x_{d_{2}}+x_{d_{1}}x_{c_{1}}x_{d_{2}}x_{C}\underline,+xd1$ $x_{d_{2}}x_{c_{1}}x_{c_{2}}$

と, 確かに $\mathrm{u}1$ の左右にいる文字列を shuffle したものを返すような積になっていま寸.

定義 3. $a,$ $b\in\Sigma$ に対し $ffl_{\Sigma}$ の部分代数 $ffl_{\Sigma}^{ab}\subset ffl_{\Sigma}^{b}\subset ffl\Sigma$ を次で定義する:

$\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}_{\Sigma}^{b}:=\mathbb{C}.1+\sum_{d\neq b}ffl_{\Sigma}x_{d\prime}$
$ffl_{\Sigma}^{ab}:= \mathbb{C}.1+\sum_{c\neq a,d\neq b}\chi_{\mathrm{C}}ffl_{\Sigma}x_{d}$

. (3.1)

それぞれ $\prime\prime x_{b}$ で終わらない語 $\prime\prime,$ $\prime\prime x_{a}$ で始まらず $x_{b}$ で終わらない語” の張る空間で寸.

shuffle積は語の先頭の文字と末尾の文字を保つので, これらは部分代数となりま寸、

命題 1(cf. [13]). $\backslash \mathrm{f}\mathrm{l}_{\Sigma}$ は次のように多項式環として分解される:

$ffl_{\Sigma}=\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}_{\Sigma}^{b}[x_{b}]$ $=$ $\oplus_{0}l2=\infty$
$\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}_{\Sigma}^{b}\mathrm{u}|x_{b}^{\mathrm{u}\mathrm{l}1t}$ (3.2)

$=\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}_{\Sigma}^{ab}$ [x$a$ ’ $x_{b}$] $=\oplus\oplus x\mathfrak{l}ll=0n=0\infty\infty$
m ffl $\mathrm{u}1x_{b}^{\mathrm{u}1n}$ . $(3\cdot 3)$

この分解から 7 $\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}_{\Sigma}$ の元からその定数項を取りだ寸という操作が考えられま寸.

定義 4(cf. [1,7]). 正規化写像

$\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{g}_{\Sigma}^{b}$ : $\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}\Sigma=ffl_{\Sigma}^{b}[x_{b}]$ $arrow$ A$b\Sigma$

’ (3.4)

$\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{g}_{\Sigma}^{nb}$ : $\mathit{7}\{_{\Sigma}=z_{\Sigma}^{ab}$[xa’ $x_{b}$ ] $arrow \mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}${$ab\Sigma$ (3.5)

を, 多項式環の定数項を対応させる写像として定める.

定数項を取っているということから, 正規化写像が代数準同型になるということは

直ぐ分かります. 帰納的に, 正規化写像は次のように表されることも分かりま寸.
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命題 2(cf. [71). $w_{b}\in \mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}_{\Sigma}^{l}’,$ $\prime \mathrm{t}J_{ab}\in$ 詔 $ab\Sigma$ と非負整数 $m,$ $\mathfrak{l}\mathit{1}$ に対し 7

$\mathrm{r}\mathrm{e}$g$\Sigma(bw_{b}x_{b}^{tt})=$ $\sum_{j=0}^{\mathfrak{l}l}(-1)^{i}$
$w_{b}x_{b}^{ll-i}\mathrm{u}\rfloor$I $x$j, (3.6)

$\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{g}_{\Sigma}^{al}’(x_{\acute{a}}^{n1}w_{a1},x_{b}^{n})=\sum_{i=0}^{m}\sum_{j=0}^{\dagger\iota}(-1)^{i+j_{\chi}}\mathrm{p}_{\mathrm{L}\mathrm{U}}$t $x_{a}^{nt-i}w_{ab}x_{b}^{n-i}\mathrm{u}|x$j, (3.7)

若 $\llcorner$ くは同値な表示として

$w_{b}x_{b}’=||$ $\sum_{i^{=0}}^{1l}$

$\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{g}_{\Sigma}^{b}(w_{b}x_{b}^{1r-i})\mathrm{u}1x$j, (3.8)

$x_{a}^{1n}w_{ab}x_{b}^{1\gamma}= \sum_{i=0}^{m}\sum_{j=0}^{\mathfrak{l}l}x_{a}’\mathrm{u}\iota \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{g}_{\Sigma}^{ab}(ix_{a}^{nt-i}w_{ab}x_{b}^{n-j})\iota \mathrm{u}x^{j}$. (3.9)

後者の 2 本の式を $ffl_{\Sigma}\otimes\wedge ffl_{\Sigma}^{*}$ での母関数で衷示寸ると次のようになります ($\otimes\wedge$ は省

略してしまいま寸)

$. \sum_{\mathcal{W}}w\mathrm{W}=1+x_{a}\mathrm{X}_{a}+\cdot..$
$+xb\mathrm{X}b$

$+x_{a}x_{a}\mathrm{X}_{a}\mathrm{X}_{n}+\cdot..$ $+x_{a}x_{b}\mathrm{X}_{a}\mathrm{X}_{b}+\cdot..$ $+x_{b}x_{a}\mathrm{X}_{b}\mathrm{X}_{a}+\cdot..$ $+x_{b}x_{b}\mathrm{X}_{b}\mathrm{X}_{b}$

$+$ xaxaxaXaXaX$a+\cdot\cdot \mathrm{r}$

$( \sum_{\mathcal{V}\mathrm{V}}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{g}_{\Sigma}^{b}(w)7\mathrm{V})\cdot\exp(x_{b}’\mathrm{X}_{b})$ (3.10)

$= \exp(x_{a}\mathrm{X}_{a})\cdot(\sum_{W}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{g}_{\Sigma}^{al}’(w)W)\cdot\exp(x_{b}\mathrm{X}_{b})$ , (3.11)

但し, 和は $\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}_{\Sigma}^{*}$ の語 $w$ 全てを走り, $w$ は $w$ を小文字にした $ffl_{\Sigma}$ の語を表しま寸. ま

た, $\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}_{\Sigma}\otimes \mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}_{\Sigma}^{*}\wedge$ の積は

$(x_{c}\mathrm{X}_{d})\cdot(x_{e}\mathrm{X}_{f})=(x_{c}\mathrm{u}|x_{e})\mathrm{X}_{d}\mathrm{X}f$ (3.12)

と計算します, この積によって $\exp$ は次の様になっています:

$\exp(xc\mathrm{X}c)=\sum_{l\uparrow=0}^{\infty}\frac{x_{c}^{\mathrm{u}\mathrm{J}n}}{n!}\lambda \mathrm{T}=\sum_{l?=0}^{\infty}x_{c}^{n}\mathrm{X}_{c}^{\mathrm{J}l}$. (3.13)



注意. $c\in\Sigma$ に対し

$\mu(1)=1$ , $\Delta(x_{c_{1}}x_{c_{\wedge}}, \cdots x_{c_{l}},)=\sum_{i=0}^{f\uparrow}x$c]. . .
$x_{c_{j}}\otimes x_{c_{j+1}}\cdots x_{c_{l1}}$ , (3.14)

$\epsilon$(x
$c_{1}$ x$c_{-}’.$

..
$x_{c_{1}},$ ) $=0$, $S(x_{c_{1}}x_{c_{2}}\cdots x_{c_{1}},)=(-1)^{t}’ x_{c_{l}},\cdot\cdot$ .

$x_{c_{2}}’x_{c_{1}}$ (3.15)

と寸ると, $(ffl_{\Sigma}, \mathrm{L}\mathrm{u}, \mu, \Delta, \epsilon, S)$ は可換かつ非余可換な Hopf 代数になります. 特に対合

射の自乗は恒等写像で寸, $ffl_{\Sigma}^{*}$ は $ffl_{\Sigma}$ の双対 Hopf代数と同型となりま寸,

注意. $\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}_{\Sigma}\otimes \mathbb{C}ffl_{\Sigma}^{*}\wedge$ を $\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}_{\Sigma}^{\sim}$ の係数拡大だと思うと $(ffl\Sigma\otimes\hat \mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}_{\Sigma}^{*}, \cdot’\mu^{t}, \Delta*, \epsilon^{*}, S*)$ も Hopf
代数になりま寸. 持に

$\Delta^{*}(\sum_{\mathcal{W}}w\mathrm{W})=\sum_{W}w\Delta^{*}(W)$ $=( \sum_{W}w\mathcal{W})\otimes(\sum_{W}w\mathcal{W})’$, (3.16)

つまり \Sigma い $w\mathcal{W}$ は group-like element となり 2
$S^{*},$ $S$ によってその逆元は

$( \sum_{W}wW)^{-1}=\sum_{1N}wS^{*}(W)=\sum_{\mathcal{W}}S(w)W$ (3.17)

と表寸ことができます.

4 多重 $\mathrm{p}\mathrm{o}$.lylog 関数

[2] で定義されている多重 polylog 関数を拡張したもの垣$ab\Sigma$ を, shuffle 代数の言
葉を用いて次の様に定義します 1

定義 5. 語 $w\in \mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}\Sigma$ を $\mathrm{z}\in\{ta+(1-t)b|0<t<<1\}$ に対し垣$ab\Sigma$ ($wj$ z) を以下で定義す
る: 語 $w=x_{b}^{t_{1}-1}x_{c_{1}}\cdots l_{b}^{r-1^{-1}}.x_{c_{r-1}}x_{b}^{k_{r}-1}x_{c_{r}}.\in\sim^{b}\Sigma$ に対し

$\mathrm{L}\mathrm{i}_{\Sigma}^{ab}(w;z):=(-1)^{r}\sum_{tt_{1}>\cdots>n},>0\frac{(\frac{z-b}{c_{1}-b})^{1t_{1}-n_{2}}\cdots(\frac{z-b}{c_{-1}-b})^{n_{r-1}-n}(\frac{\mathrm{z}-b}{c,-b})^{n_{r}}}{n_{1}^{k_{1}}\cdots n_{r-1}^{k_{r-1}}n_{r}^{k_{r}}},’.$ , (4.1)

語 $\chi b\in \mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}_{\mathrm{E}}$ に対し

垣$al? \Sigma(X_{b}j z):=\log\frac{z-b}{a-b}=\log(1-\frac{z-a}{b-a})\in \mathrm{R}$ (4.2)
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とし 7語に関して線型に拡張寸る. また $w\in \mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}\Sigma$ 全体に (3.8) を用いて多項式環 $\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}_{\Sigma}^{l?}[x_{l},]$

から関数環への準同型となるように拡張する.

級数 (4.1) は {$z||z$ 一 $b|< \min_{c\in\Sigma}|c-b|$ } で絶対収束し, 反復積分表示

$\mathrm{L}\mathrm{i}_{\Sigma}^{ab}$(w; $z$) (4.3)

$k_{1}$ $k_{r}$

によって $\mathbb{C}\backslash \Sigma$ 上の正則関数として解析接続されま寸、

例 4. $r=1$ の堝合は $c\neq b$ に対し

$\mathrm{L}\mathrm{i}_{\Sigma}^{ab}$ ($x_{b}^{k-1}$r$c$ ; $z$) $=- \sum_{1t=1}^{\infty}\frac{(\frac{z-b}{c-l?})^{71}}{n^{k}}=-\mathrm{L}\mathrm{i}_{k}(\frac{z-b}{c-b})$ (4.4)

と polylog 関数を用いて表すことができ, $\mathrm{L}\mathrm{i}_{\Sigma}^{ab}$ はその拡張となっています. また 7
$w\not\in fl_{\Sigma}^{b}$ の堝合, 例えば $w=xaxb$ の場合には,

$x_{a}-x_{b}=x_{a}\mathrm{u}\rfloor x_{b}-x_{b}x_{a}$ (4.5)

より, $\mathrm{L}\mathrm{i}_{\Sigma}^{ab}$ (xaxbj z) は次のように定義されます、

垣$ab\Sigma$ (xaxbj $z$) $:=\mathrm{L}\mathrm{i}_{\Sigma}^{ab}$(\chi a; $z$) $\mathrm{L}\mathrm{i}_{\mathrm{E}}^{al}’(x_{b};z)-\mathrm{L}\mathrm{i}_{\Sigma}^{ab}(x_{b}x_{a};z)$ (4.6)

$= \log\frac{z-a}{b-a}\log\frac{z-b}{a-b}+\mathrm{L}\mathrm{i}_{2}(\frac{z-b}{a-b})$ . (4.7)

級数表示もしくは反復積分表示, 及び定義から次が分がりま寸.

命題 3. 語 $x_{c}w\in \mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}\mathrm{z}$ に対し

$\frac{d}{dz}\mathrm{L}\mathrm{i}_{\Sigma}^{ab}(x_{c}wjz)=\{$

$\frac{1}{z}\mathrm{L}\mathrm{i}_{\Sigma}^{ab}(w;z)$ ($c=b$ のとき)’

$\frac{1}{z-}$c垣 a\Sigma b(wiz)($c\neq b$ のとき).
(4.8)

この命題から部分積分を繰り返寸ことで次も分かります.

命題 4. 語 $w_{1},w_{2}\in \mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}\Sigma$ に対し

$\mathrm{L}\mathrm{i}_{\Sigma}^{ab}(w_{1j}z)\mathrm{x}\mathrm{L}\mathrm{i}_{\Sigma}^{ab}(w_{2j}z)=\mathrm{L}\mathrm{i}$2 $(w_{1}\mathrm{u}w_{2j}z)$, (4.9)

っまり垣 $ab\underline{\nabla}$ ( $\circ$ j $z$ ) は $\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}_{\mathrm{E}}^{l}$’がら関数環への準同型.



この $>\mathfrak{o}\mathrm{p}$題は, 定義に於いて準同型であることを要錆しながったところでも導同型と
しての性質があることを主張しています.

命題 5. $a,$ $b\in\Sigma$ に対し次が成立

$H_{\Sigma}^{ab}(z)= \sum \mathrm{L}\mathrm{i}_{\Sigma}^{ab}w$
(w; $z$ ) $\mathcal{W}$. (4.10)

証明. 方程式 (2.5) の解であることは命題 3 から明らか. 漸近挙動は (3.8) $\}_{\llcorner}^{-}\mathrm{L}\mathrm{i}_{\Sigma}^{ab}$(ojz)
を作用させると, $\mathrm{L}\mathrm{i}_{\Sigma}^{ab}$ (oj z) が準同型であることから

$\sum_{W}\mathrm{L}\mathrm{i}_{\Sigma}^{ab}(w;z)\mathrm{W}=(\sum_{W}\mathrm{L}\mathrm{i}_{\Sigma}^{ab}(\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{g}_{\Sigma}^{b}(w)_{i}z)\mathcal{W})\exp(\mathrm{L}\mathrm{i}_{\Sigma}^{ab}(x_{bj}z)\mathrm{X}_{b})$ (4.11)

$=( \sum_{W}\mathrm{L}\mathrm{i}_{\Sigma}^{ab}$ (reg$\Sigma b(w);z$) $\mathcal{W}$) $( \frac{z-b}{a-b})^{\mathrm{X}_{b}}$ (4.12)

と, 欲しいものが圧てきていることが分かりま寸. 口

5 双対公式

以下, $a$ が $\Sigma$ の中で $b$ から一番近い点のーっであると仮定します.

定義 6. $w\in \mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}_{\Sigma}^{ab}$ に対寸る多重 polylog 関数の $a$ での持殊値を

$\mathcal{L}_{\Sigma}^{ab}(w):=1\dot{\mathrm{m}}\mathrm{L}\mathrm{i}_{\Sigma}^{ab}(wj atfarrow 1-0+(1-t)b)$ (5.1)

$=(-1)^{r} \sum_{\}r_{1}=r}^{\infty}\sum_{n_{1}>\cdots>n_{-1}>}$

, $\mathit{7}\mathit{7},.>0$

$\frac{(\frac{a-b}{c_{1}-b})^{n_{1}-n_{2}}\cdots(\frac{a-b}{c_{r-1}-b})^{n_{r-1}-n}(\frac{a-b}{c,-b})^{n}}{n_{1}^{k_{1}}\cdots n_{r-1}^{k_{r-1}}n_{r}^{k_{r}}},$

,

(5.2)

で定義する.

例 5. $\Sigma=\{\zeta_{m}^{7l}\rangle_{tt=0}^{nt-1}\cup\{0,$ $a$ =1, $b=0$ と寸れば, 多重 L-値は

$L_{\mathrm{u}s}(k_{1\prime\cdots\prime}k_{\gamma j}a_{1\prime}\ldots,a_{\gamma})=(-\mathrm{I})^{\gamma}\mathcal{L}_{\mathrm{Z}}^{ab}(l_{0}^{1}-1x_{\zeta_{tl}^{-a}1},\mathrm{I}\cdot\cdot l_{0}^{r^{-1}}x_{\zeta^{-l}},,,’)$ (5.3)

で表されます, また, 命題 4 から 1ちに, $w_{1},$ $w_{2}\in$ 嘉 $ab\Sigma$ に対し

$\mathrm{z}_{\Sigma}^{ab}(w_{1})\cross \mathcal{L}_{\Sigma}^{ab}(w_{2})=\mathcal{L}_{\Sigma}^{ab}(w_{1}\mathrm{U}\mathrm{J}w_{2})$ (5.4)

が成立することが分がります ( $L_{\mathrm{u}\downarrow}$ の $\mathrm{r}\mathrm{n}$ はこのことを象徴してぃます.
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特異点での特殊{$\llcorner \mathfrak{F}$ ということで, $H_{\Sigma}^{ab}$ と $H_{\Sigma}^{l,a}$ の間の接続行列を $\mathcal{L}_{\Sigma}^{ab}$ を用いて表寸こ

とができま $\text{寸}$ . (3.9) より <op題 5 の証明と同様に

$H_{\Sigma}^{ab}(z)=( \frac{z-a}{b-a})^{X_{l}}(\sum_{\mathcal{W}}\mathrm{L}\mathrm{i}_{\Sigma}^{ab}(\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{g}_{\Sigma}^{ab}(w)_{j}z)\mathcal{W})(\frac{z-b}{a-b})^{\mathrm{X}_{b}}$ (5.5)

と分解寸ることができ, また (3.17) より逆元も $S$ を用いて言くことができますから 7
$zarrow a$ とすることにより接続行列は

$\Phi_{\Sigma}^{al?}$ (X$c$ ; $c\in\Sigma$) $=H_{\Sigma}^{ba}(z)^{-1}H_{\Sigma}^{ab}(z)$ (5.6)

$=( \frac{z-a}{b-a})^{-\mathrm{x}_{n}}(\sum_{\mathcal{W}}\mathrm{L}\mathrm{i}_{\Sigma}^{bn}(\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{g}_{\Sigma}^{ab}\circ S(w)_{j}z)\mathcal{W})(\frac{z-b}{a-b})^{-\mathrm{X}_{b}}$

(5.7)
$\mathrm{x}(\frac{z-a}{b-a})^{\mathrm{X}_{\ell}}(\sum_{w}$垣$abab\Sigma(\mathrm{r}\mathrm{e}g_{\Sigma}(w)_{j}z)\mathcal{W})$ $( \frac{z-b}{a-b})^{X_{b}}$

$= \sum_{W}\mathcal{L}_{\Sigma}^{ab}(\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{g}_{\Sigma}^{ab}(w))\mathrm{W}$
$(zarrow a)$ . (5.8)

更に, $b$ も $\Sigma$ の中で $a$ から一番近い点だとしま寸. 寸ると上の式は $.zarrow b$ という極
限も取ることができ, 結果として

$) \mathrm{x}(\mathrm{X}_{c};c\in\Sigma)=\sum_{w}\mathcal{L}$:(reg$\Sigma ba\mathrm{o}S(w)$) $W$ (5.9)

を得ます、この二っの表示を比較することにより結局

定理 1. $a,$ $b$ が $\Sigma$ の中で互いに一番近いとき, 語 $w\in_{\iota}fl_{\Sigma}$ に対し

$\sum \mathrm{L}\mathrm{i}$z $(S(w_{1})_{j}z)\mathrm{L}\mathrm{i}$r(w2; $z$) $=\mathcal{L}_{\Sigma}^{ab}(\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{g}_{\Sigma}^{ab}(w))=\mathcal{L}_{\Sigma}^{ba}(\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{g}_{\Sigma}^{ba}\circ S(w))$. (5.10)
$w_{1}w_{2}=w$

一つ日の等号は Euler の反転公式

$\mathrm{L}\mathrm{i}_{2}(z)+\log z\log(1-z)+\mathrm{L}\mathrm{i}_{2}(1-z)=\zeta$(2), (5.11)

二つ日の等号は [2] にある duality のそれぞれ一般化となってぃま寸.
次に $\Sigma$ が対称性を持っ堝合を考えます、

定義 7. 群 $G_{\Sigma}=\{\sigma\in \mathrm{P}\mathrm{S}\mathrm{L}(2j\mathbb{C})|\sigma(\Sigma)=\Sigma\}$ の $\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}_{\Sigma},$

$\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}_{\Sigma}$

. への作用を次で定める:

$\sigma(x_{c}):=x_{\sigma(c)}-x_{\sigma(\infty)\prime}$ $\sigma$(x$c$ ) $:=\mathrm{X}_{\sigma(c)\prime}$ (5.12)
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として通常の積に関寸る自己準同型に拡張, 但し $x_{\infty}=0,$ $\mathrm{X}_{\infty}=-\sum_{c\in\Sigma}\mathrm{X}_{c}$ . また 7
$\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}_{\mathrm{E}}\otimes ffl_{\Sigma}^{*}\wedge$ へ A\Sigma -緑型に拡張.

$\sigma^{-1}$ の $ffl_{\Sigma}$ への作用と $\sigma$ の $ffl_{\Sigma}^{*}$ への作用は随伴となっており’特に

$\sigma(\sum_{W}w\mathrm{W})=\sum_{w}w\sigma(W)=\sum_{W}\sigma^{-1}$ (w) $w$. (5.13)

また, $G_{\Sigma}$ の $\mathbb{C}$ 上の $\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}_{\Sigma}^{*}$ -値関数 f(z)=\Sigma い $fw(z)\mathcal{W}$ への左右からの作用を

$( \tau f\sigma)(z):=\sum_{\mathcal{W}}fw(\sigma(z))\tau$ (W) (5.14)

で, $\mathrm{L}\mathrm{i}_{\Sigma}^{ab}$ への左右からの作用を

$(\tau \mathrm{L}\mathrm{i}_{\Sigma}^{ab}\sigma)(w;z)=\mathrm{L}\mathrm{i}$r(r-1 (w); $\sigma(z)$ ) (5.15)

で定義すると

$\tau(\sum_{W}\mathrm{L}\mathrm{i}_{\Sigma}^{ab}(wjZ)\mathcal{W})\sigma=\sum_{W}(\tau \mathrm{L}\mathrm{i}_{\Sigma}^{ab}\sigma)(wj\mathrm{Z})W$ (5.16)

と表すことができま寸. また $\tau \mathrm{L}\mathrm{i}_{\Sigma}^{ab}\sigma$ を微分すると

命題 6. $c\in\Sigma,$ $w\in ffl_{\Sigma},$ $\Sigma$

7
$\tau\in G\Sigma$ に対し

$\frac{d}{dz}$ ($\tau \mathrm{L}\mathrm{i}$j$\sigma$) $(x_{c}wj \mathrm{Z})=\{\frac{1}{z-(\tau\circ\sigma)^{-1}(c)}-\frac{1}{z-(\tau\circ\sigma)^{-1}(\infty)}\}(\tau \mathrm{L}\mathrm{i}_{\Sigma}^{ab}\sigma)(w;z).$ $(5.17)$

特に $\tau=\sigma^{-1}$ とすると $(\sigma^{-1}\mathrm{L}\mathrm{i}_{\Sigma}^{ab}\sigma)$ (w; $z$) は垣$ab\Sigma$ ($wj$ z) と同じ微分方程式を満たし 7

$\sigma^{-1}H_{\mathrm{Z}}^{\pi b}\sigma(z)=\sigma^{-1}(\sum_{l\mathrm{V}}\mathrm{L}\mathrm{i}_{\Sigma}^{ab}(wj\mathrm{Z})\mathcal{W})\sigma=\sum_{\mathrm{W}}$ (\sigma -l垣 a\Sigma b\sigma ) $(wj\mathrm{Z})W$ (5.18)

は再び (2.5) の解となります.

更に $\sigma$ が $a$ と $b$ を入れ替えている状況を考えましょう. このとき $\sigma$ は

$\sigma(z)=\{$
$a+b-z$, ($\sigma(\infty)=\otimes$ のとき)
$\alpha+\frac{(a-\alpha)(b-\alpha)}{z-a}.$ , ($\sigma(\infty)=\alpha\in \mathbb{C}$ のとき)

(5.19)



8 $\mathrm{g}\not\in,$ $\mathrm{k}^{\backslash }\#\backslash 4_{\mathit{2}}^{-}\mathit{0}$) $*_{\mathrm{D}}^{\epsilon \mathrm{g}}\}_{\mathrm{L}}^{-}\mathrm{b}\sigma$ } $\mathrm{p}_{\mathrm{X}^{\backslash }\mathrm{f}_{\hat{\overline{\Xi}}}6\mathfrak{h}\backslash \ovalbox{\tt\small REJECT}_{\tilde{\mathrm{L}}}t_{\tilde{\mathrm{A}}}\ovalbox{\tt\small REJECT}]\ovalbox{\tt\small REJECT}\triangleleft_{\mathrm{r}}}^{\mathrm{A}}\mathrm{d}68(5.\mathrm{I}8)\}\int$

$\sigma^{-1}$H” $r(z)$ $=( \sum \mathrm{L}\mathrm{i}_{\Sigma}^{al}w$’(regB(w); $\sigma$(z)) $\sigma^{-1}(\mathrm{V}))(\frac{z-a}{b-a}\frac{b-\sigma(\infty)}{z-\sigma(\infty)})^{\mathrm{X}_{\mathcal{O}}}$ (5.20)

と表すことができるので $a$ での挙動が分かり, $H_{\Sigma}^{ba}$ (z) を用いて

$\sigma^{-1}$H$ab \Sigma\sigma(z)=H_{\mathrm{Z}}^{ba}(z)\mathrm{x}(\frac{b-\sigma(\infty)}{a-\sigma(\infty)})^{-\mathrm{x}_{a}}$

’ (5.21)

逆に見ると $H_{\Sigma}^{ba}$ を $H_{\Sigma}^{ab}$ と $\sigma$ を用いて

$H_{\Sigma}^{M}(z)=\sigma^{-1}$H$\Sigma ab_{\sigma}$ (z) $( \frac{a-\sigma(\infty)}{b-\sigma(\infty)})^{\mathrm{X}_{\pi}}$ (5.22)

$=( \frac{z-b}{a-b}\frac{a-\sigma(\infty)}{z-\sigma(\infty)})^{\mathrm{X}_{b}}(\sum_{\mathcal{W}}\mathrm{L}\mathrm{i}_{\Sigma}^{ab}(\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{g}_{\Sigma}^{ab}\circ\sigma(w)_{j}\sigma(z))\mathrm{V}\vee)(\frac{z-a}{b-a}\frac{a-\sigma(\infty)}{z-\sigma(\infty)})^{\mathrm{X}_{n}}$ (5.23)

と表寸ことができました. $b$ も $\Sigma$ の中で $a$ から一番近いと寸れば, $zarrow b$ によって

$\Phi_{\Sigma}^{ab}(\mathrm{X}_{cj}c\in\Sigma)=H_{\Sigma}^{bn}(z)^{-1}H_{\Sigma}^{ab}(z)$ (5.24)

$=( \frac{b-a}{z-a}$ a–z–\sigma \sigma ((\infty \infty )))ゝ $( \sum_{\mathrm{I}\mathrm{V}}\mathrm{L}\mathrm{i}_{\Sigma}^{a\mathrm{I}}’(\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{g}_{\Sigma}^{ab}\circ\tau(w)_{j}\sigma(z))\mathcal{W})(\frac{a-b}{z-b}\frac{z-\sigma(\infty)}{a-\sigma(\infty)})^{\mathrm{X}_{b}}$

$\mathrm{x}(\frac{z-a}{b-a})^{\mathrm{X}_{n}}(\sum_{\mathrm{W}}\mathrm{L}\mathrm{i}_{\mathrm{Z}}^{ab}(\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{g}_{\Sigma}^{ab}(w)_{j}z)\mathcal{W})(\frac{z-b}{a-b})^{X_{b}}$

$(5.25)$

$=( \frac{b-\sigma(\infty)}{a-\sigma(\infty)})^{\mathrm{X}_{a}}(\sum_{w}\mathcal{L}_{\Sigma}^{t\mathrm{l}b}(\mathrm{r}\mathrm{e}\not\in_{\Sigma}^{b}\circ\tau(w))\mathcal{W})(\frac{b-\sigma(\infty)}{a-\sigma(\infty)})^{\mathrm{X}_{b}}$ $(zarrow b)$ (5.26)

と, $\Phi_{\Sigma}^{ab}$ の別の衷示が得られま寸、但し $\tau$ は $\tau:=\sigma\circ S=S\circ\sigma$ で定義される通常の積

に関寸る反準同型で, 特に対合的で寸\ulcorner

定理 2. $a,b$ が $\Sigma$ の中で互いに一番近く $\sigma\in G_{\Sigma}$ で入れ替えられると $\neq.\cdot$ , 語 $w\in ffl_{\Sigma}$ に

対し

$\sum_{w_{1}w_{2}=w}\mathrm{L}\mathrm{i}_{\Sigma}^{ab}$
($\tau(w_{1});\sigma$(z)) $\mathrm{L}\mathrm{i}_{\Sigma}^{ab}(w_{2};z)=\mathcal{L}_{\Sigma}^{ab}(\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{g}_{\Sigma}^{ab}(w))=\mathcal{L}_{\Sigma}^{ab}(\mathrm{r}\mathrm{e}\not\in_{\Sigma}^{b}\circ \mathrm{r}(w))$, (5.27)

更に二つ日の等式と同値な表示として

$\Phi_{\Sigma}^{ab}(\mathrm{X}_{cj}c\in\Sigma)^{-1}=(\frac{a-\sigma(\infty)}{b-\sigma(\infty)})^{\mathrm{X}_{b}}\Phi_{\Sigma}^{ab}(\sigma(\mathrm{X}_{c})_{j}c\in\Sigma)(\frac{a-\sigma(\infty)}{b-\sigma(\infty)})^{f\mathrm{X}_{f}}$ (5.28)
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(5.27) の一つ目の等式はやはり Euler の反転公式, —つ目の等弐は [3, 61 にある双
対公弐の一般化となっています. $\tau$ を双対写像と呼びま寸.

例 6. $\Sigma=$ {0,1}, $a=1,$ $b$ =0 と寸ると多重ゼータ値の堝合になりますが, $x:=x_{0}$,

$y:=-x_{1}$ と寸ると [6] にある定式化となります. $\sigma$ として $\sigma(z)=1-z$ を選ぶと

$\tau$ : $x\vdash’ y$ $y^{1arrow\chi}$ (5.29)

は [6] の多重ぜ一夕値の双対公式の定式化となりま寸 $\mathrm{r}$

$\mathrm{X}:=\mathrm{X}_{0},$ $Y:=\mathrm{X}_{1}$ とすると

$\varphi(\mathrm{X},Y)^{-1}=(\Phi_{\Sigma}^{ab}(\mathrm{X}, Y))^{-1}=\Phi_{\Sigma}^{a1}’(\sigma(\mathrm{X}),\sigma(Y))=$ I’? $(Y,\mathrm{X})=\varphi(Y,\mathrm{X})$ (5.30)

は [5] にある $\mathrm{D}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{e}1’\mathrm{d}$ associator の関係式の一つです.

例 7. $\Sigma=$ $\{0,1, i, -1, -i\},$ $a$ =1, $b=0$ とすると $\mathcal{L}_{\Sigma}^{ab}$ は modulus 4 の多重 L-値となり

ま寸. $\sigma(z)=\frac{1-\tilde{\sim}}{1+\sim\vee}$ は $G_{\Sigma}$ の元で $a,$ $b$ を入れ替えます、

$x_{0}|arrow x_{1}-x_{-1}$ , $x_{1}\}arrow x_{0}-x_{-1}$ , $x_{-1}")$ $-$ E-1,

$x_{i}$ ” $x_{-j}-x-1,$ $x_{-i}\mapsto x_{i}-x_{-1\prime}$ (5.31)

$\mathrm{X}_{0}\mapsto \mathrm{X}_{1}$ , $\mathrm{X}_{1}\mapsto \mathrm{X}_{0}$ ,
$\mathrm{X}_{-1}\mapsto-\sum_{c\in\Sigma}\mathrm{X}_{c\prime}$

$\mathrm{X}_{\mathrm{i}}\vdash’ \mathrm{X}_{-\mathfrak{i}}$ , $\mathrm{X}_{-j}\vdash\Rightarrow \mathrm{X}_{i\prime}$ (5.32)
$x_{0}\mapsto-x1$ $+x_{-1}$ , $x_{1}\mapsto-x_{0}+x_{-1}$ , $x_{-1}\mapsto x_{-1}$ ,
$X;\mapsto-x_{-i}+x_{-1\prime}$ $x_{-i}\mapsto-xi+x_{-1}$ . (5.33)

双対公式として例えば $x_{0}x_{-i}$ から次の級数の等式が得られま寸:

$\sum_{n=1}^{\infty};_{2}=\sum_{n_{1}=2}^{\infty}\sum_{tt_{2}=1}^{n_{1}-1}\frac{(i^{3(n_{1}-n_{2})}-i^{2(n_{1^{-n_{-}))(1-i^{2n_{2)}}}}}}{n_{1}n_{2}’}$. (5.34)

接続行列の満た寸関係式は次のようになりま寸:

$\Phi_{\Sigma}^{ab}(\mathrm{X}_{0\prime}\mathrm{X}_{1}, \mathrm{X}_{i\prime}\mathrm{X}_{-1}, \mathrm{X}_{-i})^{-1}=2^{\mathrm{X}_{0}}\Phi_{\Sigma}^{ab}(\mathrm{X}_{1\prime}\mathrm{X}_{0},\mathrm{X}_{-i\prime}-\sum_{c\in\Sigma}\mathrm{X}_{c},\mathrm{X}_{i})2^{\mathrm{X}_{1}}$. (5.35)

また, これらの式を $\{0, 1,$ $-1\}$ , っまり modulus 2 の多重 L-{t\llcornerに制限寸ると [3] にあ

る関係式が出ま寸.
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