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第 4パンルヴエ方程式のモノドロミー可解な新しい解について

大阪大学 ( $|$ 情報科学研究科 金子 和雄 (Kazuo Kaneko)
Graduate School of Information Science and Technology,

Osaka University

$\mathrm{t}$ $\ulcorner\neq$

パンルヴエ方程式は, 今から約 100年位前に発見された 2階非線型常微分方程式で
あり、その発見は 2種類の方法による。一つはフランスの数学者Paul Painlev\’e(1863-
1933) と弟子 Gambier によるもので、 当時知られていた指数函数、対数函数、超
幾何函数等の超越函数とは別の、新しい超越函数を見つけ出そうという動機から、
動く分岐点を持たない, 2 階の非線型常微分方程式を分類した [17],[8]。 その結果,
求積可能なもの、線型方程式に帰着されるもの、楕円函数を解にもつものを除く
と、 表.- 1 に示す 6 種類のいすれかに帰着されることを発見した。

.もう一つはほぼ同時期 (1905年) に, ドイツの数学者 R.Fuchs が、.パラメータ $t$ を

含む有理函数を係数にもつ 2階線型常微分方程式のモノドロミーが $t$ に依存しな
いための条倒 $\text{モ}$ノドロミー保存変形-から第 6パンルヴ $\mathrm{I}$方程式 $P_{VI}$ を発見した

[5]。 このモノドロミー保存変形理論は、 現代におけるパンルヴ x方程式の研究に
おいて強力な道具の一つとなっている。
パンルヴエ方程式の解は、パンルヴ 1超越函数と呼ばれている。これが本当に超越
的か否かにつぃては,1902年に Painleve’と R.Liouville にょる論争があったが、 1980
年代になって、酉岡、梅村により、第 1 パンルヴ $\text{エ}$方程式は真に超越的てあること
が示された [14],[20]。 その他のパンルヴ I方程式についても、特殊解を除いて超越
的であることが現在では分かっている。梅村によれば、パンルヴ r方程式の特殊解
には、代数解と線型方程式に帰着される Riccati解の 2種類がある [19]。 これらを
パンルヴ $\mathrm{x}$方程式の古典解という。例えば第 4パンルヴ $\text{エ}$方程式 $P_{IV}$ に対し、梅

村の意味での特殊解は完全に分類されているが、本論文では梅村の意味を超えた
新しい特殊解を考察する。梅村の特殊解の場合、対応する線型方程式のモノドロ
ミーは計算可能であるが、逆はそうではない。すなわち、 モノドロミーが計算可
能であるが、梅村の意味ての古典解とは限らないパンルヴ $\text{エ}$函数が存在する。 本
論文で.はこの特殊解をモノドロ $\overline{\approx}$ ー可解と呼ぶ。
梅村の意味での古典解ではないが、 よく知られているモノドロミー可解な解を最
初に見つけたのは R.Fuchs(1910 年) であり、 いわゆる Picard の解に対応する線型
方程式のモノドロミーを求めた [6]o.この結果は Mazzocco により再発見されてい
る [13]。 もう一つは A.V.Kitaev が第 1 および第 2 パンルヴ x方程式 $P,{}_{t}P$)) につい

て、対称解といわれる $y(0)=0,$ $y’(0)=0$ という初期値を満たす解がモノドロミー
可解なることを示した [12]。
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本論文では Kitaev の方法を参考にして、第 4パンルヴエ方程式 $P_{IV}$ に対し、 モノ
ドロミー可解な解を構戒する。梅村の古典解は、パラメータの値が特殊な値の場合
にのみ存在するが、本論文で考察する新しい解は、任意のパラメータに対して存在
し、特殊な初期条件に対し、対応する線型方程式がWhittaker の方程式に帰着され
ることを示す。 この解はパラメータが $(\alpha, \beta|)=(0, -2/9)$ の時の有理解 $y=-2t/3$
を含む。 また、 Riccati解の特殊な場合にもなっている。第 5章にてこの新しい解
と梅村の古典解との関係について述べる。

$P_{I}$ : $\frac{d^{2}y}{dx^{2}}$

$=$ $6y^{2}+t$

$P_{II}$ : $\frac{d^{2}y}{dx^{2}}$

$=$ $2y^{3}+ty+\alpha$

$P_{III}$ : $\frac{d^{2}y}{dx^{2}}$

$=$ $\frac{1}{y}(\frac{dy}{dx})^{2}-\frac{1}{t}\frac{dy}{dx}+\frac{1}{t}(\alpha y^{2}+\beta)+\gamma y^{8}+\frac{\delta}{y}$

$P_{I1^{\gamma}}$ : $\frac{d^{2}y}{dx^{2}}$ $=$ $\frac{1}{2y}(\frac{dy}{dx})^{2}-+\frac{3}{2}y^{3}+4ty^{2}+2(t^{2}-\alpha)y+\frac{\beta}{y}$

$P_{V}$ : $\frac{d^{2}y}{dx^{2}}$

$=$ $( \frac{1}{2y}+\frac{1}{y-1})(\frac{dy}{dx})^{2}-\frac{1}{t}\frac{dy}{dx}+\frac{(y-1)^{2}}{t^{2}}(\alpha y+\frac{\beta}{y})+\frac{\gamma}{t}y+\delta\frac{y(y+1)}{y-1}$

$P_{VI}$ : $\frac{d^{2}y}{dx^{2}}$ $=$ $\frac{1}{2}(\frac{1}{y}+\frac{1}{y-1}+\frac{1}{y-t})(\frac{dy}{dx})^{2}-(\frac{1}{t}+\frac{1}{t-1}+\frac{1}{y-t})\frac{dy}{dx}$

$+ \frac{y(y-1)(y-t)}{t^{2}(t-1)^{2}}[\alpha+\beta\frac{t}{y^{2}}+\gamma\frac{t-1}{(y-1)^{2}}+\delta\frac{t(t-1)}{(y-t)^{2}}]$

$\alpha,$
$\beta,$

$\gamma,$
$\delta$ :parameters.

表 1.

2 A.V.Kitaev の仕事
A.V.Kitaev はモノドロミーが $t$ に依存しないことに着目して、第 1及ひ第 2 パ

ンルヴ x方程式 $P_{I}$ , $P_{II}$ に対し、対称解と呼ばれる $t=0$ にて $y=0,$ $y’=0$ となる解
を Flaschka-Newell によるモノドロミー保存変形方程式に代入し、モノドロミー
データを計算した [.12]。 $P_{II}$ に対する計算の概要を以下に示す。
モノドロミー保存変形方程式

$\frac{\partial \mathrm{Y}(x,t)}{\partial x}$ $=A(x, t)Y(x, t)$ (2.1)

$A(x, t)$ $=$ $-i(4x2+t +2y2)$ $(\begin{array}{l}100-1\end{array})-$ (4xy-p $(\begin{array}{l}0-i0i\end{array})-2y’$
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に $t=0$ および $t=0$ にて $y=0,$ $y’=0$ となる解

$y= \frac{\alpha}{2}t^{2}\sum_{k=0}^{\infty}a_{k}t_{:}^{3k}$ $a_{0}=1$ , $a_{1}= \frac{1}{20}$ , $a_{2}= \frac{1+10\alpha^{2}}{1120},$
$\cdot\cdot 1$ (2.2)

$\text{を}\{\{^{\backslash }J\backslash \text{して}$ $\frac{\partial Y(x,0)}{\partial x}=($ $-x^{2} \frac{4ii\alpha}{x}$
$4^{2} \frac{-i\alpha}{ixx}$ ) $Y(x, 0)$ (2.3)

を得る。 これより

$\mathrm{Y}(x, 0)=(\frac{-1\alpha Z}{3}.z^{\frac{-1}{2}}W_{\frac{-1}{2},^{\frac{\alpha}{3}}\frac{\alpha}{3}}’,(z)\frac{-1}{2}W_{\frac{1}{2}}(z).\frac{\dot{l}\alpha}{3}(e^{-\dot{\mathrm{a}}\pi}z)^{\frac{-1}{2}}W_{\frac{-1}{2}\frac{\alpha}{(3}},(e^{-\iota\pi}z)(e^{-\dot{\iota}\pi}z)^{\frac{-1}{2}}W_{\frac{1}{2}\frac{\alpha}{3}}’ e^{-\dot{\cdot}\pi}z))$ (2.4)

ただし $z= \frac{8}{3}e^{i\frac{\pi}{2}}x$3, $W_{\pm\frac{1}{2}\frac{a}{3}}$, は Whittaker 函数 (3.3節参照)
を得る。

3 線型方程式を解く

3.1 モノドロミー保存変形方程式

第 4 パンルヴ $\mathrm{x}$方程式 $P_{IV}$ に対し、 モノドロミー保存変形方程式系が次のよう
に与えられている [11]。

$\frac{\partial Y(x,t}{\partial x})$ $=$ $A$ (x, $t$) $Y$ (x, $t$ ) (3.1)

$A(x, t)$ $=$ $(\begin{array}{l}100-1\end{array})x+(\begin{array}{l}tu\frac{2}{u}(z-\theta_{0}-\theta_{\infty})-t\end{array})+\frac{1}{x}(\begin{array}{ll}-z+\theta_{0} --u\Delta 2\frac{2z}{\mathrm{u}y}(z-2\theta_{0}) z-\theta_{0}\end{array})$
.

$\frac{\partial Y(x,t}{\partial t})$ $=$ $B$ (x, $t$ ) $Y(x, t)$ (3.2)

$B(x, t)$ $=$ $(\begin{array}{l}100-1\end{array})x+(\begin{array}{ll}0 u\frac{2}{u}(z-\theta_{0}-\theta_{\infty}) 0\end{array})$

ここに $y,$ $z,$ $u$ は $t$ の函数で $\theta_{0}$ , \mbox{\boldmath $\theta$}。は定数である。
可積分条件より

$\frac{dy}{dt}$ $=$ $-4z+y2+2ty$ $+4\theta_{0}$

$\frac{dz}{dt}$ $=$ . $\frac{-2}{y}$z$2+(-y + \frac{4\theta_{0}}{y})z+$ $(\theta_{0}+\theta_{\infty})$y(3.3)

$\frac{d1\mathrm{o}\mathrm{g}u}{dt}$ $=$ -y-2t
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を得る。 $z$ を消去して

$P_{I\mathrm{V}}$ : $\frac{d^{2}y}{dt^{2}}=\frac{1}{2y}(\frac{dy}{dt})^{2}+\frac{3}{2}$ y$3+4ty2+202-\alpha$ ) $y+ \frac{\beta}{y}$ (3.4)

$\alpha=2\theta_{\infty}-1$ , $\beta=-8\theta$o (3.5).

を得る。 ここて
$w= \frac{z}{y}$ (3.6)

とおくと、

$\frac{dy}{dt}=-4yw$ $+y2+2ty$ $+4\theta_{0}$ (3.7)

$\frac{dw}{dt}=2w^{2}-2yw-2tw+(\theta_{0}+\theta_{\infty}. )$ (3.8)

と表せる。 上 2 式の右辺は

$H_{4}=-2yw2+y2w$ $+2tyw$ $+4\theta_{0}$w- $(\theta_{0}+\theta_{\infty})$y (3.9)

をハミルトニアンにもつハミルトン方程式になっていて、次のようにいえる。

第 4パンルヴ I方程式 $P_{IV}$ は多項式ハミルトン系 (3.7),(3.8) と同値である。

(3.7),(3.8) の右辺はともに坊 $w,$ $t$ の多項式故 Cauchy の解の存在定理により、
$t=0$ にて $y=0,$ $w=0$ (したがって $z=yw=0$) となる次のような正貝|J解が局所
的に存在する.

$y=4 \theta_{0}t\sum_{k=0}^{\infty}a_{k}t^{2k}$

(3.10)

$a_{0}=1$ , a1=—32\mbox{\boldmath $\alpha$}》 $a_{2}= \frac{1}{30}\{4\alpha^{2}+3(4\theta_{0})^{2}+8\cdot 4\theta_{0}+4\},$
$\cdot$ .

$\alpha=2\theta_{\infty}-1$
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$w=( \theta_{0}.+\theta_{\infty})t\sum_{k=0}^{\infty}b_{k}t^{2k}$

(3.11)

$b_{0}=.1$ , $b_{1}= \frac{2}{3}(\theta_{\infty}- 3\theta_{0}-1)$ , $b_{2}= \frac{4}{15}\{(\theta_{\infty}-3\theta_{0}-1)^{2}+4\theta_{0}.\alpha\},$ $\cdots$

したがってパンルヴエ性により、第 4パンルヴエ方程式 $P_{IV}$ の解として、全平面
にて $t=0$ にて $y=0,$ $w$ =0 を満たす有理型な解が存在する。

3.2 線型方程式の変換

(3.1) にて $t=0,$ $y=0,$ $\frac{z}{y}=0,$ $z$ =0 とおくと

$\frac{d}{dx}(\begin{array}{l}y_{1}y_{2}\end{array})=(\begin{array}{l}u-x-\theta\Delta\oe\end{array})(\begin{array}{l}y_{1}y_{2}\end{array})$ (3.12)

となり、 $x^{2}=z$ , $y_{i}=z^{\frac{-1}{4}}v_{1}$. $(i=1,2)$ と変数変換すると

$\frac{d^{2}v_{1}}{dz^{2}}+[\frac{-1}{4}+\frac{k}{z}+\frac{\frac{1}{4}-m^{2}}{z^{2}}]v_{1}=0$ (3.13)

$\frac{d^{2}v_{2}}{dz^{2}}+[\frac{-1}{4}+\frac{k+\frac{1}{2}}{z}+\frac{\frac{1}{4}-(m+\frac{1}{2})^{2}}{z^{2}}]v_{2}=0$ (3.14)

$k= \frac{2\theta_{\infty}-1}{4}$ , $m= \frac{2\theta_{0}-1}{4}$ . (3.15)

を得る。 これはWittaker の微分方程式である。 よって次のようにいえる。

$t=0$ にて $y=0,$ $w$ =0 を満たす第 4\nearrow �ンルヴ x方程式 $P_{IV}$ の解 [は、モノドロ

ミー可解である。即ち、初期条件 $y(\mathrm{O})=0,$ $w(0)=0$ を満たす (3.7),(3.8) の解 [こ対

し (3.1) はWhittaker の微分方程式に帰着され、モノドロミーデータ {ま完全に決定

てきる。。

3.3 Whittaker函数

Whittaker 函数についで、以下の計算に必要な事項をここにまとめておく。
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Wittaker の微分方程式

$\frac{d^{2}v}{dx^{2}}+[\frac{-1}{4}+\frac{k}{z}+\frac{\frac{1}{4}-m^{2}}{z^{2}}]v=0$

は

(1) 確定特異点 $z=0$ の近傍で 2つの基本解 $M_{k,m}$ (z), $M_{k,-m}$ (z) をもち、 それぞれ
次のように収束べき級数にて表される。

$M_{k,m}(z)=z^{m+_{\tilde{2}}^{1}}e_{1}^{\frac{-*}{2}}F_{1}(m-k+ \frac{1}{2},2m+1;z)$

$=z^{m+\frac{1}{2}}e^{\frac{-\mathrm{z}}{2}\sum_{n=0}^{\infty}\frac{\Gamma(2m+1)\Gamma(m-k+\frac{1}{2}+n)z^{n}}{\Gamma(2m+1+n)\Gamma(m-k+\frac{1}{2})n!}}$ (3.16)

$M_{k,-m}(z)=z^{-m+\frac{1}{2}}e_{1}^{\frac{-*}{2}}F_{1}(-m-k+ \frac{1}{2}, -2m+1;z)$

$=z^{-m+_{\tilde{2}}^{1}}e^{\frac{-*}{2}\sum_{n=0}^{\infty}\frac{\Gamma(-2m+1)\Gamma(-m-k+\frac{1}{2}+n)z^{n}}{\Gamma(-2m+1+n)\Gamma(-m-k+\frac{1}{2})n!}}$ (3.17)

(2) Poincar\’e rank 1位の不確定特異点 $z=\infty$ の近傍で 2つの基本解: $W_{k,m}$ (z),
$W_{-k,m}(ze^{-i\pi})$ をもち、 それぞれ次のように、形式的べき級数

(発散級数) に漸近展開される。

$W_{k,m}^{\cdot}(z)$ $\sim e^{\frac{-*}{2}}z^{k}[1+\sum_{n=1}^{\infty}\frac{(m^{2}-(k-\frac{1}{2})^{2})\cdots(m^{2}-(k-n+\frac{1}{2})^{2})}{n!z^{n}}]$

$(- \frac{3\pi}{2}<\arg z<\frac{3}{2}\pi)$
(3.18)

$W_{-k,m}(ze^{-:})\pi$ $\sim$ $e^{-1k\pi^{*}}.e^{T}z^{-k}[1+ \sum_{n=1}^{\infty}\frac{(m^{2}-(k+\frac{1}{2})^{2})\cdots(m^{2}-(k+n-\frac{1}{2})^{2})}{n!(ze^{-1\pi})^{n}}.]$

$( \frac{-\pi}{2}<\arg z<\frac{5\pi}{2})$ (3.19).

(3) ( $M_{k,m}$ (z), $M_{k,-m}($z)) と $(W_{k,1}(z), W_{-k,m}(ze^{1\pi}.))$ の間には、次の関係式 (接続
公式) が存在する。

$(W_{k,m}(z), W_{-k,m}(ze^{-1\pi}.))$

$=(M_{k,m}(z), M_{k,-m}(z))($ $)$ (3.20)

$(4)\mathrm{S}\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{s}$ 領域 $S_{j}$ と $S_{j}$ における正則解 $(y_{j}^{(1)}, y_{j}^{(2)})$ :
$z=\infty$ が POincar4 rank 1 の不確定特異点であり、 Stokes領域を

$\ovalbox{\tt\small REJECT}=\{z=\infty;0\leq\arg z\leq\pi\}\prime S_{1}=\{z=\infty;\pi\leq\arg z\leq 2\pi\}$
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$S_{2}=\{z=\infty,\cdot 2\pi\leq\arg z\leq 3\pi\}$

各 $S_{j}$ における (3.13) の正則解を $(y_{j}^{(1)}, y_{j}^{(2)})$ とすると

$y_{j}^{(1)}\sim e^{\frac{-z}{2}}z$ k, $y_{j}^{(2)}\sim e^{-ik\pi}e^{\frac{l}{2}}z^{-k}$ (3.21)

であり Stokes行列 $G_{j}$ は

$(y_{j}^{(1)},y_{j}^{(2)})=(y_{j-1}^{(1)}, y_{j-1}^{\langle 2)}.)G_{j}$ (3.22)

で定義される。
(5) J.Heading は、 Whittaker函数について Stokes 行夕 $\mathrm{I}$]を次のように計算してい.

る $:.[9]$
。

$G_{1}=(\begin{array}{ll}1 0\frac{-2_{\dot{l}}\pi e^{2k\pi}}{\Gamma(_{\overline{2}}+m-k)\Gamma(_{\overline{2}}-m-k)} 1\end{array}),$ $G_{2}=(01$ $rightarrow \mathrm{r}(_{\overline{\mathrm{a}}_{1}^{+m+k)\Gamma(_{f}-m+k)}}-2|.\pi e^{-4\cdot k\pi}.)$ (3.23)

3.4 連立微分方程式系 (3.1) のモノドロミーデータ

$\frac{d}{dx}.Y$ (x, $t$ ) $=$ $A$ (x, $t$) $Y(x, t)$ (3.24)

$A(x, t)$ $=$ $(\begin{array}{l}010-1\end{array})x+(\begin{array}{l}u-t\end{array})+(\bigcup_{uy}^{-z+\theta_{0}}2zz-2\theta 0$ $z.- \theta_{0}--pu2)\frac{1}{x}$

にて $x=0$ は確定特異点であり、 $x=\infty$ は Poincar\’e rank 2 の不確定特異点であ
.る。 一般に $\vee\cdot$のタイプのモノドロミーデータは、 $M_{0},$ $\Gamma$ , $G_{:}(i=1,2,3,4),$ $e^{2:\pi T_{0}}$ で

表される。
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こニで

$\ovalbox{\tt\small REJECT}$ : $x=0$ のまわりのモノドロ $\backslash \backslash \backslash$ 一行列

$\Gamma$ : $x=\infty$ の近傍における基本解 $(u_{\infty}^{(1)}, u_{\infty}^{(2)})$ と $x=0$ の近傍における基本解
$(u_{0}^{(1)}, u_{0}^{(2)})$ との接続行列

$G_{:}(i=1,2,3,4)$ : $x=\infty$ における Stokes行列

$e^{2:\pi T_{0}}$ : $x=\infty$ まわりの形式的モノドロミー行列

を表し,
$\Gamma^{-1}M_{0}\Gamma G_{1}G_{2}G_{3}G_{4}e^{-2\pi T_{0}}.=I_{2}|$ (3.25)

が成り立つ。 一般には接続行列 $\Gamma$ および Stokes行列 $G_{:}$ が計算できないが、 (3.1)
が Whittaker の微分方程式に帰着されることにより、モノドロミーデータが計算
可能となる。 ‘次の定理を得る。

[定理] 第 4パンルヴエ方程式 $P_{IV}$ の解で、初期条件 $y(0)=0,$ $w(0)=0$ を満た

す解については、対応する線型方程式のモノドロミーデータが次のように計算さ
れる。

$\ovalbox{\tt\small REJECT}$ $=$ $-e^{-4m\dot{\cdot}\pi}0)$

$\Gamma=$

$G_{1}$

.
$=$ $($ $)$

$.G_{2}$ $=$
. ( ) (3.26)

$G_{3}$ $=$ $($

1
$0)$

$.G_{4}$ $=$ $($ $)$

$e^{21\pi T_{0}}$

.
$=$ $(\begin{array}{ll}e^{2\pi(\theta_{\infty}-1)}| 00 e^{-2\pi\theta_{\infty}}|\end{array})\cdot=(\begin{array}{ll}-e^{4k}\dot{’}" 00 -e^{-4k\dot{l}\pi}\end{array})$
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確がに

$.\Gamma^{-1}M_{0}\Gamma G_{1}G_{2}G_{3}G_{4}e^{-2i\pi T_{0}}=I_{2}$

が成り立つ。次の系を得る。

[系] パラメータを $\alpha=2\theta_{\infty}-1=\alpha_{0}-\alpha_{2}$ , $2\theta_{0}=-\alpha_{1},$ $(\beta=-8\theta_{0}^{2}=-2\alpha_{1}^{2})$

とお $\langle$ と
$1)\alpha_{0}=0$ のとき $m+k= \frac{-1}{2}$ となり $G_{2}=G_{4}=I_{2}$

$2)\alpha_{2}=0$ のとき $m-k$. $= \frac{-1}{2}$ となり $G_{1}=G_{3}=I_{2}$

$3)\alpha_{0}=0,$ $\alpha_{2}=0$ のとき $G_{1}=G_{2}=G_{3}=G_{4}=I_{2}$

4) 上記以外ては基本Weyl chamberの境界 $\alpha_{1}=0$ 上及ひ内部て $G_{\dot{*}}\neq I2$ である。

/

$S_{1}$

$\backslash \backslash \backslash$

$\cdot$

’

$\mathrm{q}$

.
.

$S$ $.S_{l}$
$\iota^{=}$ $=$ $=$

.
$=$ I

$–/—$ $\nwarrow’$

$\overline{rightarrow}$

$\backslash \backslash$

図 $3_{-}- 2$

Weyl chamber の 1 つの頂点にて、 Stokes行列がすべて単位行列となり、 この頂
点に交わる 2つの境界上では、 4つの Stokes行列のうも 2つが 1つおきに単位行列
になる。 (図 3-2参照)

Stokes行列 $G_{1}$. が単位行列になるのは、形式的べき級数 (発散級数) が収束する場
合であり、 このとき基本解の並べ方を適当にとると接続行列 $\Gamma$ も右上三角行列と

なる。

4 ベックルント変換

4.1 第 4パンルヴ 1方程式 $P_{IV}$ に対するハミルトン系

ハミルトニアン $H_{IV}$ は、
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$H_{IV}=$ ($p-$ q-2t)pq-2$\alpha$1p-2$\alpha$2q (4.1).

で与えられ、ハミルトン方程式 :

$\frac{dq}{dt}=\frac{\partial H_{IV}}{\sim\partial p}=2pq-q^{2}-2tq-2\alpha_{1}$ (4.2)

$\frac{dp}{dt}=-\frac{\partial H_{IV}}{\partial q}=2pq-p^{2}+2tp+2\alpha_{2}$ (4.3)

から $p$ を消去し、 $y=q$ とおくと、

$P_{IV}$ : $y”= \frac{(\nu)^{2}}{2y}+\frac{3y^{3}}{2}+4ty^{2}+2(t^{2}-\alpha)y+\frac{\beta}{y}$ (4.4)

こニで、

$/= \frac{d}{dt}$ , $\alpha=\alpha_{0}-\alpha_{2}$
. ’

$\beta=-2\alpha_{1}^{2}$ , $\alpha 0+\alpha 1+\alpha 2=1$ (4.5)

を得る。
ここで、 $y,$ $z,w= \frac{z}{y}$ を $q,p$で表すと、

$y=q$ (4.6)

$z= \frac{q^{2}}{2}+tq-$ $\frac{pq}{2}$ (4.7)

$w= \frac{q}{2}+t-$ $\frac{p}{2}=\frac{-f}{2}$ (4.8)

ただし、
$f=p-q-2t$ $.(4.9)$

となる。 変換
$(y,w,t,H_{4})arrow(q,p,t, H_{IV})$ $.(_{-}4.10)$

は正準変換てあり、

$dw \wedge dy-dH_{4}\wedge dt=\frac{-1}{2}(dp\wedge dq-dH_{IV}\Lambda dt)$ (4.11)

が成り立つ。
(3.7),(3.8) にて $y(0)=0,w(\mathrm{O})=0$ という初期条件は、 $q(0)=0,p(0)=0$ , した

がって、 $f(0)=0$ に対応する。次のようにいえる。

初期条件 $q(0)=0,p(0)=0$ を満た寸 (4.2) , (4.3) の解は、モノドロミー可解

である。
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4.2 第 4パンルヴ 1方程式 $P_{IV}$ に対するベツクルント変換

$P_{IV}$ に対するベックルント変換として、
$A_{2}^{(1)}$ 型アフィンワイル群 : $W(A_{2}^{(1)})$ , 回転 : $\pi$ , 平行移動 : $T\dot,,$ $(i=1,2,3)$

が知られている (図 4-1 参照)

$\nwarrow.$

.

$/J$

$\rho$

$\tau$

$C$ $C$

$=O^{\cdot}’$ $O$ /

.

$\backslash \backslash$

$\backslash \backslash \backslash$

$\backslash \backslash 4- 1$

アフィンワイノレ群. $W(A_{2}^{(1)})$ は、 < $s_{0},$ $s_{1},$ $s_{2}>$ で表され $S:,$ (i $=0,1,2$) は、 直線
$\alpha:=0$ に対する鏡映を表す。 回転 $\pi$ は、 直線 $\alpha_{0}=0,$ $\alpha_{1}=0,$ $\alpha_{2}=0$ て囲まれる

Weyl chamber $\mathrm{C}$ の重心の周りの 120 度回転を、羊行移動 $T_{1}.,$ $T$2, $T_{3}$ は、 図 4-1 の
$p0p_{1},$ $p_{1}p_{2},$ $p_{2}p_{0}$ 方向への正三角形の一辺の長さだけの平行移動を表し、

$S_{j}^{2}=1$ , $(S_{j}S_{j+1})^{3}=1$ , $\pi^{3}=1$ .(4.12)

$T_{1}=\pi$S2S1, $T_{2}=S_{1}\pi S_{2}$ , $T_{3}=\pi$S1S0, $T_{1}T_{2}$n $=1^{\cdot}(4.13)$

等の関係式が戒り立つ。

4.3 $s_{i}(i=0,1,2),$ $\pi$変換

$\alpha_{i},$ $q,p,$ $f,$ $t$ にたいする $s_{i},\pi$ の作用は表 4-1 に示す通りてある。

4-1
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表 4-1 エり、 変換 $s_{i}(i=0,1,2)$ は初期条件 $q(0)=0,p(0)=0$ を保たす、 変換 $\pi$

のみが保つことがわかる。

4.4 $T_{i}(i=1,2,3)$変換

4-2

$q$ (=y), $p$ に対する変換 $T_{\dot{l}}(i=1,2,3)$ の作用は表本 2 に示す通りである。 \mbox{\boldmath $\theta$}JB条

件 $q(0)=0,p(0)=0$ は、変換 $T_{\dot{l}}$ で保たれぬことがわかる。 次のように $\mathrm{V}^{\mathrm{a}}$える。

$P_{\tau v}$ に対し $y(0)=0,$ $w(0)=0(q(0)=0,p(0)=0)$ と $\mathrm{A}\mathrm{a}$ う初期条件は、 $\pi$ てのみ

保たれ $s:,T_{\dot{l}}$ では保たれない。

4.5 変換 $\pi$ の作用

$\frac{d}{dx}(\begin{array}{l}y_{1}y_{2}\end{array})=(\begin{array}{l}u-x-\underline{\theta}_{\mathrm{A},x}\end{array})(\begin{array}{l}y_{1}y_{2}\end{array})$ (4.14)

に $\pi$ を作用させると、

$\frac{d}{dx}(\begin{array}{l}y_{1}y_{2}\end{array})=($
$-x-x\mathfrak{g}u\underline{\theta}^{l})(\begin{array}{l}y_{1}y_{2}\end{array})$ (4.15)

こニで

$\Psi_{0}=\pi(\theta_{0})=\frac{\theta_{\infty}-\theta_{0}-1}{2}$ (4.16)

$\theta$\sim $\pi(\theta_{\infty})=\frac{1-3\theta_{0}-\theta_{\infty}}{2}$. (4.17)

となり
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$\pi(m)=\frac{2\theta_{0}’-1}{4}=\frac{2k-2m-3}{4}$ (4.18)

$\pi(k)=\frac{2\theta_{\infty}^{l}-1}{4}=\frac{-1}{2}(k+3m+1)$ (4.19)

を得る。
更にモノドロミーデータも $\pi(\theta_{0}),$ $\pi(\theta_{\infty}),$ $\pi$ (m), $\pi(k)$ で表される形で求まる。

5 梅村の古典解との比較
$P_{IV}$ に対する梅村の吉典解として、次の 2種類が知られている。

a) 代数解がWeyl chamber の頂点と、 中心に存在する。

$\mathrm{b})\mathrm{R}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}$解がWeyl chamber の境界線上に存在する。

第 3 章で求めた我々の解は、任意のパラメータに対して存在し、梅村の古典解
のうち代数解を含み、 Riccati解の 1 部にもなっていることを示す。

5.1 代数解

1) パラメータがWeyl chamber の頂点 $\alpha_{0}=0$ , \mbox{\boldmath $\alpha$}2=0(図 5-1 参照) にあるとき、

$\alpha_{1}=1$ $\text{、}\alpha_{2}=0$ (4 .) $p=0$

$\backslash (4.2)$

.
,Riccati . $\backslash -$

.

$\frac{dq}{d}=-$q2-2tq-2 $o$ $\mathrm{o}$

$q=-2t$
$\backslash _{\underline{O}}-\cdot$

.
$–\cdot$

$0$

$\text{。}$

$\backslash 5- 1---\Lambda$.

$\sim-$

$1\backslash \text{、}|q(0)=0,p(0)=0\backslash |\backslash \wedge^{\backslash ^{\backslash }}\backslash \backslash \triangleright^{\text{、}}$
$\llcorner-\backslash \cdot$

$\text{、}(\pi\backslash )$ $\}\acute{\{}$

$\mathrm{Q}$

$\mathrm{o}$

2) パラメータがWeyl chamber の中心 $( \alpha_{0}=\alpha_{1}=\alpha_{2}=\frac{1}{3})$ にあるとき

(4.4) にて、 $( \alpha, \beta)=(0, \frac{-2}{9})$ となり、 $y= \frac{-2t}{\theta}$ が有理解となる $\circ$

このとき、 (3.7) より
$w= \frac{t}{3}$
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となる。 この解は $y(0)=0,\cdot w(0)=0$ を満たし、我々の解に含まれる。

5,2 $\mathrm{R}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{f}\not\in_{\mathrm{f}}^{\eta}$

$\mathrm{W}\mathrm{e}\dot{\mathrm{y}}1$ chamber の 1 つの境界として、 $\alpha_{2}=0$ をとると、

$p=0$ が特殊解となり、 Riccati の微分方程式

$\frac{dq}{dt}=-q2-2tq-2\alpha_{1}$

を得る。 この解は、 $q(0)=0,p(0)=0$ なる解の 1 点を含む。

他の境界線上に対しては、ベツクルント変換 ($\pi$ 変換) して得られる。
次のようにいえる。

任意のパラメータ $(\alpha, \beta)$ を含み, $y(0)=0,$ $w(0)=0$ を $\text{初}$

,
期条件とする第 4パン

ルヴエ方程式 $P_{IV}$ の解は、梅村の意味ての代数解を含み,Riccati解の 1 点を含む。

6 まとめ
1) 第 4パンルヴ x方程式 $P_{IV}$ の解として、初期条件 $y(0)=0,$ $w(0)=0,$ $(q(0)=$

$0,p(0)=0)$ を満たす全平面にて有理型な解が存在する。
. 2) $P_{IV}$ に対する梅村の古典解として、代数解と Riccati解があり、それそれに対
してモノドロミーデータが計算可能であるが、 これらはいすれもパラメータ $(\alpha, \beta)$

が特殊な値をとる場合に限られている。 これに対し本論文て扱った新しい解は、
$y(0)=0,$ $w(0)=0$ と初期値は固定しているが、任意のパラメータ $(\alpha, \beta)$ を含み、

対応する線型方程式のモノドロミーデータが計算可能である。
パラメータが、Weyl chamber の中心、 もしくは頂点にあるときには代数解を含

み、Weyl chamberの境界線上にあるときには、Riccati解の 1 点になっている。 こ

の意味において本論文で扱った新しい解は、梅村の意味ての古典解を超える新し
い特殊解である。

3) $y(\mathrm{O})=0,$ $w(0)=0(q(\mathrm{O})=0,p(0)=0)$ という初期条件は、 $P_{IV}$ に対するベツ

クルント変換のうち、鏡映 $s_{i}(i=0,1,2)$ , 平行移動 $T_{j}(j=!, 2,3)$ では保たれず、
回転 $\pi$ てのみ保たれる。

4) $P_{IV}$ のパラメータ $(\alpha_{0}, \alpha 1, \alpha_{2})$ が Weyl chamber の境界線上にあるとき、 4 つ
の Stokes行列 $G_{1},$ $G_{2},$ $G_{3},$ $G_{4}$ のうち、 2つが 1 つおきに単位行列になり、パラ
メータが Weyl chamber の頂点にあるときは、 4 つの Stokes行列すぺてが単位行
列となる。 Stokes行列 $G_{i}$ が単位行列になるのは、形式的べき級数 (発散級数) が収
束することを意味する。
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