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ガネアの問題 [Ganea, 1971, (全 15題) [10]]

1. 多様体の L-S category を計算せよ。 例えば Lie群、 Stiefel多様体、

2. $\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{t}(X\cross S^{n})=\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{t}(X)+1$である。 これは正しいか

4. 球面上の球面束の $\mathrm{L}\mathrm{S}$ category を束の特性写像のホモトピー不変量によっ

て記述せよ。
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2 Lusternik-Schnirelmann category

定義 2.1

cat(X) $={\rm Min}\{m\geq 0$

$\exists$ {U0, ..., $U_{m}$ ; open in $X$ }

$X=\cup U_{i},$ each $U_{i}$ is contractible$\underline{in}Xi=0m\}$

定理 2.2 (Lusternik-Schnirelmann [21])

閉多様体 $M$ 上定義されたいかなる $C^{\infty}$ -写像も cat(M)+l 個以上の critical

points を持つ。

2.1 『強い』猫たち

以下の位相不変量 gcat(X) も同様に定義されるが、 R. H. Fox によってホモト

ピー不変でないことが知られている。 さらに Ganea によってこれをホモトピ

ー不変となるように変更した不変量 Cat(X) が与えられた。

gcat(X) $={\rm Min}\{m\geq 0$

$\exists$ {A0, ..., $A_{m}$ ; closed in $X$ }

$X=\cup i=0m_{A_{i},\mathrm{e}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{h}A_{i}\mathrm{i}\mathrm{S}\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{b}1\mathrm{e}}$

$\}$

Cat $(X)={\rm Min}$ { $m\geq 0|\exists${Y $(\simeq X)\}$ gcat $(Y)=m$ }

定理 2.3(Ganea[9])

Cat $(X)-1\leq \mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{t}(X)$ $\leq$ Cat(X) $\leq g\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{t}(X)$ .

定義 2.4(Ganea [9]) 位相空間 $X$ に対して、 CW複体の連続写像の集合 { $h_{n}$ :

$A_{n}arrow Y_{n}m\geq n\geq 0\}$ で、 $Y_{0}=\{*\}$ と $Y_{n+1}=C(h_{n})\supset Y_{n}(m-1\geq n)$ をみた

し $Y_{m}\simeq X$ となるものをすべて考える。各々の集合はいったいいくつの写像か

らなるのであろうか? その最少数から 1を引いた数を Cone(X) で表す。 ま

た空間 $X$ に対するこのような表示を cone分解などと呼ぶ。

定理 2.5 (Ganea [9]) Cone(X) $=\mathrm{C}\mathrm{a}\mathrm{t}(X)$

. である。

事実 2.6 (1) cat({*}) =0 である。
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(2) $\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{t}(S^{n})=1$ である。 一般に cat(\Sigma V) \leq l である。

(3) $X$ が $Y$ を支配すれば、 cat(X) $\geq \mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{t}(Y)$ である。 特に、 $X$ が $Y$ とホモト

ピー同値なら cat(X) $=\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{t}(Y)$ である。

(4) (Varadarajan[34], Hardie[11]) Fiboe束 $(E,p, B, F)$ は不等式 cat $(E)+1\leq$

(cat(F)+l) $\cdot$ (cat(B)+l) をみたす。

(5) (Fox $[\mathit{8}J$) cat $(X\cross Y)\leq \mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{t}(X)+\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{t}(Y)$ である。

(6) (Takens [30]) Cat(X $\cross$ Y) $\leq \mathrm{C}\mathrm{a}\mathrm{t}(X)+\mathrm{C}\mathrm{a}\mathrm{t}(Y)$である。

例 2.7 (1) $X$ =Sn: $S^{n-1}arrow\{*\}\llcorner$\rightarrow Sn, $\mathrm{C}\mathrm{a}\mathrm{t}(S^{n})=1$ .

(2) $X=\mathrm{F}$P$m$ : ( $\mathrm{F}=\mathbb{R}$ , $\mathbb{C}$ or $\mathbb{H}$ , $d=\dim \mathrm{F}$)

$S^{d-1}arrow\{*\}rightarrow S^{d}=\mathrm{F}P_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}^{1}S^{2d-1}arrow \mathrm{F}P^{1}rightarrow \mathrm{F}P^{2}$ ,
$S^{md-1}arrow \mathrm{F}P^{m-1}\mathrm{c}arrow \mathrm{F}P^{m}$ , Cat $(\mathrm{F}P^{m})=m$ .

(3) $X=\mathrm{S}\mathrm{U}(3)$ : $\mathbb{C}$P$2arrow$ $\{*\}arrow S3$ $\bigcup_{7|3}e^{5}=\mathrm{S}\mathrm{U}(3)^{(5)}$ ,
$S^{7}arrow \mathrm{S}\mathrm{U}(3)^{(5)}\mathrm{c}arrow \mathrm{S}\mathrm{U}(3)$ , Cat(SU(3)) $=2$ .

(4) $X=$ Sp(2) : $S^{2}arrow\{*\}arrow S^{3}=\mathrm{S}\mathrm{p}(2)^{(3)}$ ,
$S^{6}arrow \mathrm{S}\mathrm{p}(2)^{(3)}\mathrm{c}arrow \mathrm{S}\mathrm{p}(2)^{(3)}\cup e^{7}=$ Sp(2)(7),
$S^{9}arrow$ Sp(2)(7) $\mathrm{c}arrow$ Sp(2), Cat(Sp(2)) $=3$ .

(5) $X=\mathrm{G}_{2}$ : $\mathbb{C}$P$2arrow$ $\{*\}arrowarrow S3$ $\bigcup_{\eta 3}e^{5}=\mathrm{G}_{2}^{(5)}$ ,
$(S^{5}\vee e^{7})arrow \mathrm{G}_{2}^{(5)}\mathrm{c}arrow \mathrm{G}_{2}^{(5)}\cup(e^{6}\vee e^{8})=\mathrm{G}_{2}^{(8)}$ ,
$(S^{8}\vee e^{10})arrow \mathrm{G}_{2}^{(8)}‘arrow \mathrm{G}_{2}^{(8)}\cup(e^{9}\vee e^{11})=\mathrm{G}_{2}^{(11)}$ ,
$(S^{13})arrow \mathrm{G}_{2}^{(11)}\sim f$ G2, Cat(G2)=4.

問題 多様体 $M$ は常に cat(M) $=\mathrm{C}\mathrm{a}\mathrm{t}(M)$ をみたすか ?
問題 [Eilenberg-Ganea [6]] 離散群 $G$ についての次の不等式は、 常に等号に置

き換えられるか ?,

$\mathrm{c}\mathrm{d}(BG)\leq$ cat(BG) $\leq$ Cat(BG) $\leq \mathrm{g}\mathrm{d}(BG)$ .
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2.2 『弱い』猫たち

定義 2.8 (Whitehead [35, 36])

wcat(え) $={\rm Min}\{m\geq 0$ $\triangle^{m+1}-..Xistrivial$

.
$arrow\wedge^{m+1}X\}$

ここで $\prod^{m+1}X/\prod_{m}^{m+1}X=\wedge^{m+1}X$ (smash積) に注意すれば位相空間 $X$ に

対して次が成立する。

定理 2.9 (Whitehead) (1) wcat(X)\leq cat(X) である。

(2) $h^{*}$ を乗法的一般コホモロジー論とする。 $\tilde{h}^{*}(X)$ のどれか $m$個の元の積が

0でないなら wcat(X) $\geq m$ である o

定義 2.10 cup-lengthは $\mathrm{c}(-)$ と表わされることも多いが、ここでは Chern class

との重複を避けて cup(-) と表わす :

(1) $h$ を乗法的コホモロジーとするとき、次で定義する。

cup(X; $h$ ) $={\rm Min}\{m\geq 0|\forall$
{u0, $\cdot$ .. , $u_{m}\in\tilde{h}^{*}(X)$ }

$u_{0}\cdots\cdot u_{m}=0\}$

(2) cup(X) $={\rm Max}$ {cup(X; $h)|$ h: 乗法的コホモロジー}

注 2.11 $h^{*}=H^{*}($ ; $R)$ のとき cup(X; $h$ ) を cup(X; $R$) で表す。

定理 2.12 $h^{*}(-)$ を乗法的コホモロジー論とする。

(1) cup $(X;h)\leq$ cup $(X)\leq$ mat $(X)\leq$ cat $(X)\leq$ Cat (X).

(2) cup(X) $={\rm Min}\{m\geq 0$
$\triangle^{m+1}issta\sim$

bl
$yt7\dot{\tau}vXarrow i\wedge^{m+1}Xal\}$

例 2.13 (1) $\mathrm{c}$up(Sn; $R$) $=1=\mathrm{C}\mathrm{a}\mathrm{t}(S^{n}),$ $h$ は任意の環。

(2) cup ($\mathbb{R}$P$m;\mathbb{Z}$) $=[ \frac{m}{2}]$ , cup $(\mathbb{R}\mathrm{P};\mathbb{Z}/2\mathbb{Z})=m=$ Cat $(\mathbb{R}\mathrm{P}^{m})$ .

(3) cup ( $\mathrm{L}^{n}$ (p); $R$) $=n<2n+1=\mathrm{C}\mathrm{a}\mathrm{t}(\mathrm{L}^{n}(p))_{f}p$は奇素数で $R$ は任意の環。

(4) cup $(\mathrm{S}\mathrm{U}(n);\mathbb{Z})=n-1=$ Cat $(\mathrm{S}\mathrm{U}(n))$ .

(5) cup $(\mathrm{G}_{2;}\mathbb{Z})=3<4=$ cup(G2 ; $\mathbb{Z}$/ $\mathbb{Z}$ ) $=$ Cat(G2).
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(6) cup(Sp(2); $R$ ) $=2<3=\mathrm{c}\mathrm{u}\mathrm{p}(\mathrm{S}\mathrm{p}(2); KO)=\mathrm{C}\mathrm{a}\mathrm{t}(\mathrm{S}\mathrm{p}(2))$, $R$ は任意の環で

$KO$ は実 $K$ 理論。

(7) cup (Sp(3) ; $KO$ ) $=4<5=$ cup (Sp $(3)$ ) $=$ Cat (Sp (3)).

(8) $G=\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{i}\mathrm{n}(\mathrm{n})$ , $(n\leq 8)$ , $G=\mathrm{S}\mathrm{O}(\mathrm{m})$ , $(m\leq 9)$ 又は $G=\mathrm{P}\mathrm{U}(n),$ $(n\leq 5)$

のとき cup(G; $\mathbb{Z}/2\mathbb{Z}$ ) $=\mathrm{C}\mathrm{a}\mathrm{t}(G)$ である。

(9) $t>r>1$ とし、 $E$ を $S^{t=1}$ 上の $S^{r}$ 束とすると、 cup(E) $=2\leq \mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{t}(E)$ $\leq$

Cat(E) \leq 3が常に戒立し、 cup(E) $=2<3=\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{t}(E)$ $=\mathrm{C}\mathrm{a}\mathrm{t}(E)$ となる $E$

も存在する。

3 $A_{\infty}$ 構造と L-Scategory

空間 $X$ に対し、 そのループ空間 $\hat{\Omega}X$ は Stasheffの A。構造を持つ。 一準ファ

イバー空間列 $\{p_{m}^{\hat{\Omega}X}-. E^{m+1}(\hat{\Omega}X)arrow P^{m}(\hat{\Omega}X)\}$ で、 次の図を可換にするものが

存在する。

$\hat{\Omega}X^{arrow}E^{2}(\hat{\Omega}X)rightarrow(**\iota\iota$ . $rightarrow E^{m}(\hat{\Omega}X)E^{m+1}(\hat{\Omega}X)***\iota\underline{\iota}\iota_{t}\mathrm{c}\mathrm{t}\cdotarrow E*|$“ $(\hat{\Omega}X)$

$\downarrow p\mathrm{P}X$ $\downarrow p9X$ $p_{m}^{\hat{\Omega}X}\downarrow$ $p_{m+1\downarrow}^{\hat{\Omega}\mathrm{Y}}$. $p_{\infty}^{\hat{\Omega}X}\downarrow$

$h_{X}$

$\{*\}arrow P^{1}(\hat{\Omega}X)rightarrow|$ $*P^{m-1}(\hat{\Omega}X)rightarrow P^{m}(\hat{\Omega}X)arrow(\cdotrightarrow P\infty(\hat{\Omega}X)arrow X\simeq$

注 3.1 このような準ファイバー空間列は一意ではない。が、 ある種の普遍性

をみたす標準的な準ファイバー空間列をとることができる。 (Stasheff[28])

定理 3.2([9]or [13]) 位相空間 $X$ が cat(X) $\leq m$ を満たすには、 $P^{\infty}(\hat{\Omega}X)\supset$

$P^{m}(\hat{\Omega}X)$ へのホモトピー同値 $h^{X}$ : $Xarrow\simeq P$“ $(\hat{\Omega}X)$ の圧縮 (cat(X) $\leq m$ の構造

写像) $\sigma(X)$ : $Xarrow P^{m}(\hat{\Omega}X)$ の存在が必要十分である。

Stasheffの標準的な $A_{\infty}$-構造の「普遍性」から次が得られる。

定理 3.3 ([13]) 位相空間 $X,$ $Y$ が cat(X $\cross$ Y) $\leq m$ を満たすには、 $h^{X}\cross h^{Y}$ の

$\cup P^{i}(\hat{\Omega}X)\cross P^{j}(\hat{\Omega}Y)\subset P^{\infty}(\hat{\Omega}X)\cross P^{\infty}(\hat{\Omega}Y)$ への圧縮 $\sigma(X, Y)$ : $X\cross Yarrow$

$i+j=mi+j=m\cup P^{i}(\hat{\Omega}X)\cross P^{j}(\hat{\Omega}Y)$の存在が必要十分である。
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3.1 新しい計算可能な不変量

定義 3.4 Toomer不変量の改良版を準同形 $(e_{\vec{m}}^{\mathrm{Y}})_{*}$ : $h^{*}(X)arrow h^{*}$ ( $P^{m}$ (\Omega X)) を

用いて導入する。 \pi omer不変量は $\mathrm{e}()$ と表示されることが多いが、 ここでは

Adams $\mathrm{e}$不変量との重複を避けて wgt $()$ と表記する :

(1) $h$ を乗法的コホモロジーとする。

$i)\mathrm{w}\mathrm{g}\mathrm{t}(X;h)={\rm Min}\{m\geq 0|(e_{m}^{X})_{*}$ is a mono $\}$

$ii)$ Mcat(X ; $h$ ) $={\rm Min}$ { $m\geq 0|(e_{m}^{X})_{*}$ is a split mono of $h^{*}h- modules$ }

(2) $\prime i)\mathrm{w}\mathrm{g}\mathrm{t}(X)={\rm Max}$ {wgt(X; $h)|h$ は乗法的コホモロジー}

$ii)$ Mcat(X) $={\rm Max}$ {Mcat(X: $h)|h$ は乗法的コホモロジー}

定理 3.5 次の不等式が成立する :

cup $(X;h)\leq \mathrm{w}\mathrm{g}\mathrm{t}(X;h)\underline{<}$ #cat $(X;h)\leq \mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{t}(X)$ .

さて Rudyak と Strom は Fadell-Husseini [7] の与えた位相不変量 category weight

をホモトピー不変量となるように再定義し、 L-S の猫を近似計算する仕組みを

与えた :

定義 3.6 (Rudyak [24, 25], Strom [29]) $u\in\tilde{h}^{*}(X)$ (h#よ乗法的コホモロ

ジー) に対して

$\mathrm{w}\mathrm{g}\mathrm{t}(u;h)={\rm Min}\{m\geq 0|(e_{m}^{X})_{*}(u)\neq 0\}$

定理 3.7 (Rudyak [24, 25], Strom [29]) $h$ を乗法的なコホモロジーとす

ると、 $\mathrm{w}\mathrm{g}\mathrm{t}(X;h)={\rm Max}\{\mathrm{w}\mathrm{g}\mathrm{t}(u;h)|u\in\tilde{h}^{*}(X)\}$ が成立し、次を満たす。

(1) $\mathrm{w}$gt $(u;h)+\mathrm{w}\mathrm{g}\mathrm{t}(v;h)\leq \mathrm{w}\mathrm{g}\mathrm{t}(uv,\cdot h)$ 力\leq 成立する。

(2) $\min$ {wgt $(u;h),$ $\mathrm{w}\mathrm{g}\mathrm{t}(v;h)$ } $\leq \mathrm{w}\mathrm{g}\mathrm{t}(u+v;h)$ が成立する。

(3) $f$ : $Yarrow X$ のとき、 $\mathrm{w}\mathrm{g}\mathrm{t}(u;h)\leq \mathrm{w}\mathrm{g}\mathrm{t}(f^{*}(u);h)$ が成立する。

定義 3.8(Rudyak[25])

ytat $(X)={\rm Min}\{m\geq 0|\exists(stabl\prime y)\sigma:Xarrow Pm(C\mathit{7}IX)e_{nl}^{X}\circ\sigma\sim 1_{X}\}$ .
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定理 3.9 上述の関係式と Rudyak [$\mathit{2}\mathit{5}J$から次が成立する。

cup $(X)\leq \mathrm{w}\mathrm{g}\mathrm{t}(X)=$ #cat $(X)=r\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{t}(X)\leq \mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{t}(X)$ .

3.2 (高次 Hopf不変量)

Berstein-Hilton [1] により高次 Hopf不変量は次のように与えられた ( $s$ は di-

agonal map の fat wedge への圧縮) :

$H_{m}^{s}$ : $\pi_{q}(X;A)arrow\pi_{q+1}(\prod(X),\mathrm{T}(X);A)m+1m+1$ , $q\geq 1$

ただし、 $m+1\mathrm{T}(X)$ は $X$ の $m+1$ 個の fat wedgeである。

ここでは前記の cat(X) $\leq m$ に対する射影空間への構造写像の存在への障害と

して次の高次ホップ不変量を与える。

定義 3.10 (非安定および安定 Hopf不変量)

1) cat(X) $\leq m$ を満たす空間 $X$ と懸垂空間 $\Sigma V$ に対し

$H_{m}$ : $[\Sigma V, X]arrow 2^{[\Sigma V,E^{m+1}(\hat{\Omega}X)]}$ ,

$H_{m}(f)=\{H_{m}^{\sigma(X)}(f)$ $|\sigma(X)$ は cat(X) $=m$ に対する構造写像}
$\subset[\Sigma V, E^{m+1}(\Omega X)]$ for $f\in[\Sigma V, X]$ .

2) さらに安定化関手 $\Sigma^{\infty}$ により安定化する。

$H_{m}$ : $[\Sigma V, X]$ H化 $2^{[\Sigma V,E^{rn+1}(\hat{\Omega}X)]}2^{\sum_{arrow}}\infty*2^{\{\Sigma V,E^{tn+1}(\hat{\Omega}X)\}}$

$\mathcal{H}_{m}(f)=\{H_{m}^{\sigma(X)}(f)=\Sigma^{\infty}H_{m}^{\sigma(X)}(f)|_{\text{造^{}\backslash }\text{写}\mathrm{f}\ovalbox{\tt\small REJECT}}^{\sigma(X)\#\mathrm{h}}$

cat(X) $=m$ に対する構}
$\subset\{\Sigma V, E^{m+1}(\Omega X)\}$ for $f\in[\Sigma V, X]$

3) また次が非安定 crudeホップ不変量である。

$\overline{H}_{m}$ : [ $\Sigma$ V, $X$ ] $arrow 2^{[\Sigma V,E^{m+1}(\hat{\Omega}X)]}H_{m}arrow 2^{[\Sigma^{2}V,\Sigma E^{m+1}(\hat{\Omega}X)]}$

$arrow 2$ [ $\Sigma^{2}V,\Sigma\hat{\Omega}$X $\Lambda$ ... $\Lambda\Sigma\hat{\Omega}X$ ] $arrow 2$ [ $\Sigma^{2}V$,X $\Lambda$ ... $\Lambda$X].
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4) また次が安定化された crude ホップ不変量である。

$\overline{H}_{m}$ : $[\Sigma V, X]arrow 2^{[\Sigma VX\Lambda\cdots \mathrm{A}X]}\overline{H}_{m}2,arrow 2^{\{\Sigma VX\mathrm{A}\cdots\Lambda X\}}2,$ .

定理 3.11([14]) $\Sigma V$ と $X$ は $(d-1)$-連結 $(d\geq 2)$ とする。 また cat(X)=m、

$W=X \bigcup_{f}C(\Sigma V)(f-\Sigma Varrow X)$ とおく。

(1) cat(W)=cat(X)if $H_{m}(f)\mathrm{a}.0$ .

(2) $\dim X\leq d^{l}$ cat(X)+d-2 $(d\geq 1)$ のとき、

cat(W)=cat(X)+l if $H_{m}(f)\geq 0$ .

定理 3.12 ([14]) 上でさらに cat(W) $=$ cat(X)+l とする。

0) $\mathrm{c}\mathrm{a}$t(W $\cross Sn$ ) $=\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{t}(W)$ if $\Sigma_{*}nHm(f)$ a0 $\cdot$

(2) $\dim X\leq d^{\mathrm{I}}$ cat(X)+d-2 $(d\geq 1)$ のとき、

. cat $(\mathrm{W}\cross S^{n})=\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{t}(W)+1$ ’if \Sigma n*+lH\uparrow 。(f)70 $\cdot$

系 $3\cdot 12\cdot 1$ $W=X\cup fC(\Sigma V)$ (f: $\Sigma Varrow X$)かつ市mX \leq dcat(X)+d-2

$(n\geq 1)$ のとき次は同値である。

(1) $\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{t}(W\cross S^{n})=\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{t}(\mathrm{W})+1$ が全ての $n\geq 1$ で成立する。

(2) $\ulcorner H_{m}(f)\geq 0\lrcorner$ #� lHm(f)\not\supset O」

例 3.13 ([13]) さて $S^{15}$ が HOpf空間でない (Toda $[\mathit{3}\mathit{1}J$) ので $[\iota_{15}, \iota_{15}]\neq 0$ で

ある
$\text{。}$

そこで $Q=S^{8}\cup\sigma_{8^{\mathrm{O}}}[\iota_{15},\iota_{15}]e$
30 とおくと cat $(Q\cross S^{n})=\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{t}(Q)=2(\forall n\geq 1)$

が成立する。

※この後 Vandembroucq, Stanley らが様々な反例を得た。

4 問題 4(球面上の球面束の $\mathrm{L}\mathrm{S}$ cat)

$F_{J}$ を $S^{q+1}$ k-の Sr-束 $(r\geq \mathrm{I}\dot, q\geq 1)$ とする。このとき $E$ は $E \simeq s^{r}\bigcup_{\alpha}e^{q+1}\cup\psi e^{q+r+1}$
’

と CW分割される。

事実 4.1 $(\alpha=1s^{\mathrm{r}}.)$ cat(Q) $=0$ &cat(E) $=1$ .
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事実 $4\cdot 2$ $(\alpha\neq 1s^{\Gamma}\ H_{1}(\alpha)=0)$ cat(Q)=l &cat(E) $=2$ ,

定理 4.3 ( $H_{1}(\alpha)\neq 0$の場合 [14, 15])

[$\Sigma rH_{1}(\alpha)=0$ のとき] cat(Q)=2 $\mathrm{i}$ cat(E) $=2$ .

[ $\Sigma rH_{1}(\alpha)\neq 0$ のとき] cat(Q)=2 $\mathrm{f}$ycat(E)=3 $\cdot$

これらをまとめると次の表が得られる :

(1) $\{$

$\Sigma n$ H1 $(\alpha)=0\Rightarrow \mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{t}(Q\cross S^{n})=2$ ,
$\Sigma n$f1H1 $(\alpha)\neq 0\Rightarrow \mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{t}(Q\cross S^{n})=3$ .

(2) $\{$

$\Sigma^{r+n}H_{1}(\alpha)=0\Rightarrow \mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{t}(E\cross S^{n})=3$,
$\Sigma r$ fn-1 $1h_{2}(\alpha)\neq 0\Rightarrow \mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{t}(E\cross S^{n})=4$.

5 問題 2に対する多様体としての反例
$p$ を奇素数とする。 このとき $\alpha_{1}(3)-.S^{2p}arrow S^{3}$ は cO-H写像だが $\alpha_{9,\sim}(3)-$. $S^{4p-2}arrow$

$S^{3}$ はそうでない。実際 $H_{1}(\alpha_{2}(3))=x\alpha_{1}(2p+1),$ $x$ \neq Oが成立する (Toda [32]) 。
さて、 cO-H写像 $\beta=\alpha_{1}(3)\circ\alpha_{2}(2p)$ の懸垂 $\Sigma\beta$ : $S^{6p-4}arrow S^{4}$ により、 $S^{4}$ 上の $S^{2_{-}}$

束 $\mathbb{C}P^{3}$ の引き戻しを $M_{p}$ とする。従って $M_{p}$ は閉多様体とみなすことができ、

次の $\mathrm{C}\mathrm{W}$分割を持つ。

$M_{p} \simeq S^{2}\cup\alpha e^{6^{p}-4}\bigcup_{\psi(\beta)}e^{6^{p}-2}$ , $\alpha=\eta$2 $\text{。}\beta$ .
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定理 5.1 ([14, 15]) $\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{t}(N_{p})=\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{t}(N_{p}\backslash \{*\}),$ $*\in Np$ を満たす閉多様体 $N_{p}$ が

$p\underline{>}5$ に対して存在する。

この発表の直後に、 $\mathrm{C}\mathrm{W}$複体の場合の Ganea予想に対する I の構成した反例

を用い、 上記と同様な性質を持つ多様体を Lambrecht-Vandembroucq-Stanley

が構成している。

定理 5.1 の略証: $\Lambda I_{p}$, は閉多様体であり、 $p\geq 5$ のとき Toda によって次が

知られている。

$H_{1}(\alpha)=\alpha_{1}(3)\circ\alpha_{2}(2p)\neq 0,$ $\Sigma^{1}(\alpha_{1}(3)^{\text{。}}\alpha_{2}(2p))\neq 0$ but

$\Sigma^{2}(\alpha_{1(\mathrm{s})0}\alpha_{2}(2^{p}))\in\pi$6p-3(S5)(p) $=0$ .

従って定理 4.3 より $\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{t}(S^{2}\cup\alpha e^{6^{p}-4})=2$ および cat $(M_{p})$ $=2$がわかる。そこで

$N_{p}=M_{p}$ とおけばよい。 終り

定理 5.2 ([14]) 閉多様体 $M$ で cat $(M\cross S^{n})=\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{t}(M)$ が $n\geq 2$で成立するも

のが存在する。

従って Ganea予想 (問題 2) は閉多様体に対しても成立しない。現在までの所、

これが知られている唯一の多様体としての反例である。

定理 5.2 の略証.$\cdot$ まず $M=M_{3}$ とおく。 $p=3$ のとき Toda によって、次

が知られている。

$H_{1}(\alpha)=\alpha_{1}(3)\circ\alpha_{2}(6)\neq 0,$ $\Sigma^{3}(\alpha_{1}(3)^{\text{。}}\alpha_{2}(6))\neq 0$ but
$\Sigma^{4}(\alpha_{1}(3)\circ\alpha_{2}(6))=0$ in $\pi$17(S$7_{)_{(3)}=\mathbb{Z}}$/3$\mathbb{Z}$ .

定理 4.3 と定理 3.12 より cat(M) =3および cat(M $\cross$ \epsilon ) =cat(M) $=3$が $n\geq 2$

に対して成立する。 終り

注 $5\cdot 3$ $M_{3}$が $\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{t}(M_{3}\cross S^{2})=\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{t}(M_{3}\cup((S^{2}\cup e^{14})\cross S^{2}))=3$ より、 $N=M_{3}\cross S^{2}$

も cat(N) $=\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{t}(N\backslash \{*\}),$ $*\epsilon$ $N$ を満たす。

注 5.4 高次の Toda bracketを用いれば、 $p\geq 5$ に対応する多様体で Ganea予

想の反例が構成できると考えられる。
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6 問題 1 (Lie群の L-S 猫) (Mimura-NishimotO-I)

定理 6.1 $Garrow Earrow\Sigma pA$ を構造群を $G$ とする主 fi$bre$束とする。 cofibre 列
$K_{i}(G)\rho_{i}arrow F_{i-1}(G)\mathrm{c}arrow F_{i}(G),$ $(1\leq i\leq m)$ と $k(\mathrm{I}\leq k\leq m)$ が次を満たせば Cat(E)
$\leq m\dagger k$ となる。

(1) $F_{0}(G)=\{*\},$ $F_{m}(G)\simeq G$ .

(2) 構造群 $G$ の積の制限 $F_{i}(G)\cross Fj(G)\subseteq F_{m}(G)\cross F_{m}$ (G) $\underline{\sim}G\cross Garrow G$ が

$F_{i+j}$ (G) $(i\geq k, j\geq 0)$ に圧縮可能。

(3) 構造写像 $\alpha$ : $Aarrow G$が $F_{k-1}$ $(G)$ $(k\geq m)$ に圧縮可能。

実際これを用いると単連結 compact Lie群の L-S猫のかなり良い upper bound
が得られる。 さらに単連結でない Lie群を取り扱う為に次の定理を用意した。

定理 6.2 $Farrow Xarrow B$ を $G$ を構造群とする fiboe束とする。ただし $B$ は $(d-1)-$

連結 $(d\geq 1)$ で有限次元であるものとする。 cofibre列 $K_{i}(G)\rho_{l}arrow F_{i-1}.(G)\mathrm{L}arrow F_{i}$ (G),
$(1 \leq i\leq m)$ が次を満たせば Cat(E) $\leq m+\frac{\dim B}{d}$ となる。

(1) $F_{0}(G)=\{*\},$ $F_{m}(G)\simeq G$ .

(2) 積の制限 $F_{i}(G)\cross Fj(G)\subseteq F_{m}(G)\cross F_{m}(G)\simeq G\cross Garrow G$が $F_{i}+j$ (G) $(i\geq k$ ,
$j\geq 0)$ に圧縮可能。

(3) 構造群の作用の制限 $\psi|c(d\cdot(i+2)-2)\cross F_{j}$ : $G^{(d\cdot(i+2)-2)}\cross Fjarrow F$ が $F_{i+j}(0\leq$

$i,j\leq i+j\leq m)$ に圧縮可能。

定理 6.1 と定理 62 の略証: どちらも与えられた仮定の下で実際に全空

間の cone-decomposition を構成できることが分かる。 終り

さらに最近の Kadzisa [20] の与えた $SU$ (n) のきれいな cone-decomposition を

用いると次の結果が得られる :

定理 6.3 Cat(PU(n)) $\leq 3(n-1)$ であり、特に $n=p^{r}$ (p は素数、 $r\geq 1$ ) の

ときは、 cat(PU(n)) $=3(p^{r}-1)$ が成立する。

これらをまとめると次の表が得られる :
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1 2 3 4 $n\geq 5$

$\mathrm{S}\mathrm{U}(2)$ 1 $\mathrm{S}\mathrm{U}(3)$ $2$ $\mathrm{S}\mathrm{U}(4)$ 3 $\mathrm{S}\mathrm{U}(5)$ 4 $\mathrm{S}\mathrm{U}(7+1)$ $n$,

$A$ .
$\mathrm{P}\mathrm{U}(\underline{9})$ $3$ PU(3) 6 PU(4) 9 PU(5) $1\underline{9}$ PU(.+1) $\leq 3^{\gamma}$

Spin(3) 1Spin(5) 3 $\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{i}$ $(7)$ 5 $\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{i}$ $(9)$ ? Spin$(2 +1)$ ..
$B$

SO(3) 3SO(5) 8SO(7) 11 SO(9) 20 SO $(2 +1)$ ?

$C$,
$\mathrm{S}^{\mathrm{p}}(1)$ 1 $\mathrm{S}^{\mathrm{p}}(2)$ 3 $\mathrm{S}^{\mathrm{p}}(3)$ 5 $\mathrm{S}^{\mathrm{p}}(4)$ 7. $\mathrm{s}^{\mathrm{p}}()$

$?7$

.
$\mathrm{P}\mathrm{S}\mathrm{P}(1)$ 3 $\mathrm{P}\mathrm{S}\mathrm{p}(2)$ 8 $\mathrm{P}\mathrm{S}\mathrm{p}(3)$ ? $\mathrm{P}\mathrm{S}\mathrm{p}(4\overline{)}$ ? $\mathrm{P}\mathrm{S}\mathrm{p}(-$. $)$

Spin(6) 3 Spin(8) 6 Spin(2n) ?
$D_{n}$ SO(6) 9SO(8) 12 SO(2n) ?

$\mathrm{P}\mathrm{O}(6)$ 9 $\mathrm{P}\mathrm{O}(8)$ 18 $\mathrm{P}\mathrm{O}(2)$ ?
$\rfloor|$ $G_{2}$ 4 $F_{4}$ ? $E_{n}$ ?
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