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概要

本稿は [2] [J. Mathematical Economics 39 (2003) 725-743] において主張された離
散不動点定理に対する反例を与えるとともに, 集合値写像の定義域を整凸集合に制限
することて得られる離散不動点定理を与える.

1 はじめに

本稿では [2] において主張された離散不動点定理に対する反例を与え, あわせて対応 $(=$

集合値写像, 以下同じ) の定義域を整凸集合 ([3, 1]) に制限することで得られる離散不動点

定理を与える.
本稿を通じて $\mathrm{R}$ は実数仝体の集合を, $\mathrm{Z}$ は整数全体の集合を表わす 正整数 $n$ tこ対し

て $\mathrm{Z}^{n}$ は整数ベクトル $z=$ $(z_{i}\in \mathrm{Z}:i =1, . .., n)$ の全体を表わす, 記号 $||\cdot|$沖は $||y||_{\infty}=$

$\max\{|y_{i}||i=1, \ldots, n\}$ , すなわち ( $y$ の) 最大値ノノレムを, $||\cdot|$ |2 は $||y||_{2}=( \sum_{i=1}^{n}y_{i^{2}})_{:}^{1/2}$ す

なわち ( $y$ の) ユークリツドノノレムを表わす,

2 反例

有限集合 $X\subset \mathrm{Z}^{n}$ が離散凸 (discretely convex) であるとは, $\overline{X}$ を $\mathrm{R}^{n}$ における $X$ の凸包

として
$X=\overline{X}\cap \mathrm{Z}^{n}$ (1)

の成り立つことをいう. 離散凸集合 $X$ はその凸包 $\overline{X}$ 内の整数点をすべて含み, その意味て

“穴がない” (hole free [3]). 有限集合 $X\subset \mathrm{z}^{n}$ が連接凸 (contiguously convex [2]) である

とは.

$ly$ $\in\overline{X},$ $\exists x\in X$ : $||$x-y$||_{\infty}<1$ (2)

の成り立つこととする. 定義より連接凸集合は離散凸集合である.
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$X\subset \mathrm{Z}^{n}$ を非空で有限な集合とし, $\Gamma:Xarrowarrow X$ を非空値の対応とする. $x\in\Gamma(x)$ を満

たす点 $x\in X$ は対応 $\Gamma$ の不動点と呼ばれる. 各 $x\in X$ に対して $\pi \mathrm{r}$ (x) を $x$ の $\overline{\Gamma(x)}$ への射

影, すなわちユークリツドノルムで

$||\pi$r $(x)-x||_{2}=\mathrm{m}_{\frac{\mathrm{i}\mathrm{n}}{\Gamma(x)}}||y\in$
y-x $||$ 2 (3)

を満たす $\overline{\Gamma(x)}$ の点としよう. $\tau(x)=\pi_{\Gamma}(x)-x$ とおいて

$\sigma(x)=$ (sign$(\tau_{i}(x))$ $\in\{+1,0,$ $-1\}:i=1,$ $\ldots,n$) (4)

と定義する ( $\tau_{i}$ (x) は $\tau(x)$ の $i$ 番目の要素). $\sigma(x)$ は $x$ から見た $\Gamma(x)$ の方向と解釈される.

さて, 任意の整数格子点 $z$ と z宋対して $\mathrm{Z}^{n}$ の上の二項関係 $\simeq$ を

$z\simeq z’\mathrm{I}|z-z’||_{\infty}\leq 1$ (5)

で定義しよう. 対応 $\Gamma:Xarrowarrow X$ 力坊向保存 (direction preserving[2])1 であるとは, $x\simeq x$
’

なる任意の $x,x’\in X$ に対して

$\sigma$i $(x)>0\Rightarrow\sigma_{i}(x’)\geq 0$ $(i=1, \ldots,n)$ (6)

が成り立つことであるとする ( $\sigma_{i}$ (x) は $\sigma(x)$ の $i$ 番目の要素). 定義の条件は

$\sigma$i $(x)<0\Rightarrow\}\sigma$i $(x’)\leq 0$ $(i=1, . . . ,n)$ (7)

に同値であり, 方向保存性はこの形の不等式条件も成り立つことを要求している.
次の言明は [2] て主張された.

言明: $X\subset \mathrm{Z}^{n}$ を非空かつ有限な連接凸集合とせよ. $\Gamma:Xarrowarrow X$ が非空値かつ離散凸

値の方向保存対応のとき, $\Gamma$ は不動点をもつ.

以下にこの言明に対する反例を与える. 有限集合 $X\subset \mathrm{Z}^{3}$ として

$X=\{a=(0,1,0), b=(1,0,0), c=(2,0,0), d=(3,0,0), e=(4,0,1)\}$ (8)

をとり, 対応 $\Gamma:Xarrowarrow X$ を

$\Gamma(a)=\Gamma(b)=\{e\},$ $\Gamma(c)=\{a, e\},$ $\Gamma(d)=\Gamma(e)=\{a\}$ (9)

とせよ. $X$ は連接凸であり $\Gamma$ は非空値の離散凸値対応である (図 1). さらに $\Gamma$ は方向保存

であることが, 次の $\tau$ と $\sigma$ の値の表より確認できる: なおここで

$a\simeq b,$ $b\simeq c,$ $c\simeq d,$ $d\simeq e$ (10)

1方向保存性はまた $\tau$ を用いて $\tau_{i}(x)>0\Rightarrow\tau_{i}(x")\geq 0,$ $\forall i=1,$ $\ldots,n$ とも定義できる.
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図 1: 反例. 連接凸集合 $X=\{a=(0, 1, 0)$ , $b=(1,0,0),$ $c=(2,0,0),$ $d=(3,0,0),$ $e=$

$(4,0,1)\}$ と離散凸値な方向保存対応 $\Gamma(a)=\Gamma(b)=\{e\},$ $\Gamma(c)=\{a, e\}$ , $\Gamma(d)=\Gamma(e)=\{a\}.$

てあり, 他の元の対には $\simeq$ の関係がないことに注意する.

$\tau$ (a) $=$ ( $4,$ -1,
$\tau$ (b) $=$ ( $3,$ 0,
$\tau$ (c) $=$ $(0, 1/211,” 1/2)-1$

)

$0$)

$1$ )
$1$ )

$\}\Rightarrow\{$

$\tau$ (d) $=$ (-3,
$\tau$ (e) $=$ (-4,

$\sigma$ (a) $=$ $(+1, -1, +1)$
$\sigma$ (b) $=$ $(+1, 0, +1)$
$\sigma$ (c) $=$ $(0, +1, +1)$
$\sigma$ (d) $=$ $(-1, +1, 0)$
$\sigma$ (e) $=$ $($ -1, $+1$ , -1 $)$ .

(11)

明らかに, $\Gamma$ の不動点は存在しない.

3 整凸集合上の離散不動点定理

本節では対応 $\Gamma$ の定義域を整凸集合に制限した場合に成り立つ離散不動点定理を与える.
ます $y\in \mathrm{R}^{n}$ に対して整数格子点からなる近傍 $N$ (\emptyset を

$N(y)=$ { $z\in \mathrm{Z}^{n}|||$z-y$||_{\infty}<$ 1}(12)

て定義する. 有限集合 $X\subset \mathrm{Z}^{n}$ が整凸 $($integrally convex $[3])^{2}$ であるとは, $X$ が

$y\in\overline{X}\Rightarrow y\in\overline{X\cap N(y)}$ $(\forall y\in \mathrm{R}^{n})$ (13)

を満たすことである. 整凸集合 $X$ は, その凸包 $\overline{X}$ 内の各点 $y$ を, $X$ の元で近傍 $N$ (\emptyset にあ

る整数点の凸結合て表わせるという特徴をもつ. 定義より整凸集合は連接凸集合てある.

(整凸集合 \Rightarrow 連接凸集合 \Rightarrow 離散凸集合の関係がある.)

有限な整凸集合はその凸包に対して次の補題に示されるような都合のよい単体分割をも
つ. 本節の離散不動点定理の証明においてこれが鍵となることを指摘しておこう.

2整凸集合はまた ‘.整凸関数” (integrally convex f.unction [1]) の概念からも得られる. これについては [3],
Section 3.4 を参照.
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補題 1. $X\subset \mathrm{Z}^{n}$ を有限な整凸集合とせよ. $X$ の凸包 $\overline{X}$ には単体分割 3 $S$ が存在して, 各
$y\in\overline{X}$ について $y$ を含む最小の単体 $S(\psi\in S$ の全頂点が $N$ (\emptyset に含まれるようにできる.

すをわち
$y\in\overline{X}\Rightarrow y\in\overline{S(y)\cap N(y)}$ $(\forall y\in \mathrm{R}^{n})$ (14)

が成り立ち, すべての $x\in X$ について $\{x\}\in S$ となる.

補題の証明は本節の最後で与えることにして, さつそく定理とその証明に入ろう.

定理 2. $X\subset \mathrm{Z}^{n}$ を非空かつ有限な整凸集合とせよ. $\Gamma:Xarrowarrow X$ が非空値かつ離散凸値

の方向保存対応のとき, $\Gamma$ は不動点をもつ.

証明. Brouwer の不動点定理 (“$\mathrm{R}^{n}$ のコンパクト凸集合からそれ白身への連続写像は不
動点をもつ”) を用いることにする. そのために, $\overline{X}$ から $\overline{X}$への連続写像 $\gamma$ を定義する. $y$

を $\overline{X}$ の任意の点とせよ. $X$ は有限な整凸集合なので $\overline{X}$ には補題 1 の条件を満たす単体分

割 $S$ が存在して $y\in\overline{S(y)\cap N(y)}$ とできる. すなわち, $y$ は一意的に凸結合

$y= \sum_{x\in S(y)\cap N(y)}\lambda_{x}$
x, $\sum\lambda_{x}=1$ , $\lambda_{x}\geq 0$ , (15)

の形で表わせる (( $\lambda_{x}$ : $x\in S(y)\cap N($y)) は $y$ の $\overline{S(y)\cap N(y)}$ における重心座標である). 各
$y\in\overline{X}$ に対して $\gamma(y)$ を

$\gamma(y)=\sum_{x\in S(y)\cap N(y)}\lambda_{x}\pi_{\Gamma}(x)$

(16)

と定義せよ. すると, すべての $x\in X$ に対して $\gamma(x)=\pi_{\Gamma}(x)\in\overline{X}$ なのですべての $y\in\overline{X}$

に対して $\gamma(y)\in\overline{X}$である. さらに, $S$ は補題 1 の条件を満たす単体分割であることから $\gamma$

は連続といえる. Brouwer の不動点定理により $\gamma$ は不動点 $y\in\overline{X}$ をもつ.

次に $\Gamma$ が不動点をもつことを示す, $y$ を $\gamma$ の不動点とせよ. すると

$\sum_{x\in S(y)\cap N(y)}\lambda_{x}x=y=\gamma(y)=\sum_{x\in S(y)\cap N(y)}\lambda_{x}\pi_{\Gamma}(x)$
, (17)

すをわち

$\sum_{x\in S(y)\cap N(y)}\lambda_{x}(\pi_{\Gamma}(x)-x)=\sum_{x\in S(y)\cap N(y)}\lambda_{x}\tau(x)=0$
(18)

である (0 はすべての要素がゼロの $\mathrm{R}^{n}$ の点). $\Gamma$ は方向保存なので $\lambda_{\}>0$ は $\tau(x)=0$ を

含意し, $\tau$ の定義よりそのような $x\in X$ は $x\in\overline{\Gamma(x)}\cap \mathrm{Z}^{n}$ を満たす. $\Gamma(x)$ は離散凸なので
$\overline{\Gamma(x)}\cap \mathrm{Z}^{n}=\Gamma(x)$ , したがって $x\in\Gamma(x)$ となり $x$ は $\Gamma$ の不動点である. 口

実際, $S$ (y) の最小性から各 $y\in\overline{X}$ は $S(y)\cap N$ (y) の元の正の凸結合で一意的に表わせる.

したがって, $\gamma$ の不動点 $y\in\overline{X}$ に対して $S(y)\cap N$ (y) の元 $x\in X$ はみな $\Gamma$ の不動点である.
$3\overline{X}$ の単体分割 $S$ とは, (a) $\overline{X}=\bigcup_{\mathrm{S}\in S}S,$ (b) $S\in S,$ $S$’は $S$ の面 $\Rightarrow S’\in S,$ (c) $S_{1},$ $S_{2}\in s$ で

Sl\cap S2\neq \emptyset \Rightarrow Sl\cap S。 $\in S$ , を満たす単体の集まりてある. なお, いわゆる局所有限の条件はここでは自動
的に満たされている.
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最後に補題 1 を示す 整数点上で定義された関数 $f:\mathrm{Z}^{n}arrow \mathrm{R}\cup\{+\infty\}$ の凸閉包 (convex

closure) とは, 区分的に線形な関数 $\overline{f}$ : $\mathrm{R}^{n}arrow \mathrm{R}\cup\{+\infty\}$ で, そのエピグラフが集合 $\{(z, \alpha)\in$

$\mathrm{Z}^{n}\mathrm{x}\mathrm{R}|\alpha\geq f$(z) $\}$ の凸包に一致するようなものをいう. $p\in \mathrm{R}^{n}$ と $y$ との内積を $\langle p, y\rangle$ と

書き, 関数 $\overline{f}[-p]$ を

$\overline{f}[-p](y)=\overline{f}(y)-\langle p, y\rangle$ $(\forall y\in \mathrm{R}^{n})$ (19)

と定義する. $\overline{f}$ [-p] の最小化元の集合を $\arg\min\overline{f}$[-p] と書く すなわち

$\arg\min\overline{f}[-p]$ $=\{y\in \mathrm{R}^{n}|\overline{f}[-p](y)\leq\overline{f}[-p](y’),\forall y’\in \mathrm{R}^{n}\}$. (20)

$X$ の標示関数 (indicator function) $\delta_{X}$ : $\mathrm{Z}^{n}arrow\{0, +\infty\}$ とは, $x\in X$ ならば $\delta_{X}(x)=0$ , さ

もなくぼ $\delta_{X}(x)=+\infty$ で定義されるものである.

補題 1 の証明. $\overline{X}$の所望の単体分割を, ある区分的に線形な関数の面の射影によって構或
してみせることにする.

$X$ の標示関数を $\delta_{X}$ として, まず関数 $g:\mathrm{Z}^{n}arrow \mathrm{R}\cup\{+\infty\}$ を

$g(x)=\delta$x $(x)+ \sum_{i=1}^{n}x_{i^{2}}$ $(\forall x\in \mathrm{Z}^{n})$ (21)

と定義してみる. この凸閉包 $\overline{g}$ は区分的に線形な関数であり, 線形部分は $\overline{X}$ と交わる単位

超立方体上, しかも $g$ の第 2 項の性質 (変数分離の二次であること) からそこに限る. よっ

てある $p\in \mathrm{R}^{n}$ の $\arg \mathrm{n}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{n}\overline{g}$ [-p] で表わされる 9 の面の射影は, $\overline{X}$ とある $z\in \mathrm{Z}^{n}$ の定める

超立方体 $\{y\in \mathrm{R}^{n}|z\leq y\leq z+1\}$ との交わりに含まれる (1 はすべての要素が 1 のベク

トル). ここで $p\in \mathrm{R}^{n}$ が生或する $\arg\min\overline{g}$ [-p] は必すしも単体とは限らないことに注意せ
よ. そこで次のように $g$ に摂動を加えて単体分割を構或することにする.

$d$ を $x\neq x’$ なるすべての $x,x’\in X$ に対して $\langle d,x\rangle\neq\langle d,x$ ’) とするような整数ベクトノレ

とせよ. $X$ は有限なのでそのような占よいつでもとれる: 例えば十分大きな正の整数 $L$ を

とって $d=$ $(1, L, L^{2}, \ldots, L^{n-1})$ とすればよい (これは $\langle d, x\rangle$ の値によってすべての $x\in X$

に一種の辞書式順序を与えることに等しい). $\epsilon>0$ とし, 関数 $h_{\epsilon}$ : $\mathrm{Z}^{n}arrow \mathrm{R}\cup\{+\infty\}$ を

$h_{\epsilon}(x)=g(x)+\epsilon\exp\langle d,x\rangle$ $(\forall x\in \mathrm{Z}^{n})$ (22)

と定義する. この凸閉包
–

$h_{\epsilon}$ もまた区分的に線形な関数である. $X$ の有限性と, 各 $p\in \mathrm{R}^{n}$

において $\arg\min\overline{g}$ [-p] はある超立方体のなかに含まれることとから, 十分小さな $\epsilon>0$ が

あって, すべての $p\in \mathrm{R}^{n}$ に対して $\arg\min\overline{h_{\epsilon}}[-p]$ もまた, それら超立方体にそれぞれ含ま.

れるようにすることができる. このとき $\arg\min\overline{h_{\epsilon}}[-p]$ の頂点はみな $X$ に含まれる. さら

にまた, 各 $p\in \mathrm{R}^{n}$ に対して $S= \arg\min\overline{h_{\epsilon}}[-p]$ は単体である: 仮に $S$ が単体ではなかった

と.してみよ. すると $S$ の頂点はアフイン従属ということなので, 整数ベクトルの互いに素

な二つの族 $\{x^{i}\in S\cap \mathrm{Z}^{n}|i\in I\}$ と $\{x^{j}\in S\cap \mathrm{Z}^{n}|j\in J\}$ , そして正の有理数の二つの族
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$\{\lambda_{i}|i\in I\}$ と $\{\lambda_{j}|j\in J\}$ があって, ある有理点 $y\in S$ を二つの異なった凸結合で

$\sum_{i\in I}\lambda_{i}$

$=$ 1 $=$
$\sum_{j\in J}\lambda_{j}$

, (23)

$\sum_{i\in I}\lambda_{i}x^{i}$

$=$ $y$ $=$ 5, (24)

$\sum_{i\in I}\lambda_{i}h_{\epsilon}(x^{i})$

$=\overline{h_{\epsilon}}$(y) $=$
$\sum_{j\in J}^{j\in J}\mathrm{X}_{\mathrm{j}}h_{\epsilon}(x^{j})$ (25)

と表わせることになる. $\overline{g}$ は $S$ の上で線形なので $\sum_{i\in I}\lambda$i$g(x^{i})= \sum_{j\in J}$ \lambda jg(xり, したがって

$\sum_{i\in I}\lambda_{i}\exp\langle d, x^{:}\rangle=\sum_{j\in J};\lambda_{j}\exp\langle d, x^{j}\rangle$

(26)

となるが, 最後の式は自然対数の底 $e$ が, 有理数体上の非零多項式

$F(t)= \sum_{i\in I}\lambda_{i}t^{\{d,x)}\dot{.}-\sum_{j\in J}\lambda_{j}t^{\langle d,x^{j}\rangle}$
(27)

の零点 ($F(e)=0$ を満たす) ということを意味し, $e$ の超越性に矛盾する. よって $S$ は単体

でなければならない.

所望の単体分割は
$S= \{\arg\min\overline{h_{\epsilon}}[-p]|p\in \mathrm{R}^{n}\}$ (28)

とおいて得られる. (a) $\overline{X}=\bigcup_{S\in \mathrm{S}}S;$ (b) $S\in S$ かつ $S’$ は $S$ の面ならば $S’\in S$ ; そして (c)
$S_{1},$ $S_{2}\in S$ で $S_{1}\cap S_{2}\neq\emptyset$ ならば $S_{1}\cap S_{2}\in S$ , の三つは容易に示せる. したがってあとは,
各 $y\in\overline{X}$ に対して $y$ を含む最小の単体 $S(\emptyset\in S$ (その存在は (c) によって保証される) の

すべての頂点が $N$ (y) に含まれることをいえばよい. 仮にそうでないとしてみよ. すると
$S$ (y) のある頂点 $x$ があって $x\not\in N$ (y) となる. $S$ (y) はある超立方体に含まれており, $x$ は整

数ベクトルだから, $S(y)\cap\overline{N(y)}$ は $S$ (\emptyset の, $y$ を含む真の面 (厳密に小さな面), ということ

になる. これは $S$ (y) の最小性に反する. よって $S$ (y) の頂点はすべて $N$ (y) に属していなけ

ればならない. このことと $N$ (y) の定義とからすべての $y\in\overline{X}$ について $y\in\overline{S(y)\cap N(y)}$ ,

そしてすべての $x\in X$ について $\{x\}\in S$ がいえる. 口
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