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2 階半線形楕円型方程式系の非負値全域解の非存在について

寺本智光 $\tau$ 尾道大学経済情報学部

(Tomomitsu Teramoto, Onomichi University)

1. 序・主結果

次の 2階半線形楕円型方程式系の非自明な非負値全域解の非存在について考える.

(1.1) $\{$

$\Delta u_{1}=P_{1}(x)u_{2}^{\alpha_{1}}$ ,
$\Delta u_{2}=P_{2}(x)u_{3^{2}}^{\alpha}$ ,

.$\cdot$.
$\Delta u_{m}=P_{m}(x)u_{m+1}^{\alpha_{m}}$ , $u_{m+}1$ $=u_{1}$ ,

$x\in \mathrm{R}^{N}$ ,

ここで $N\geq 3,$ $m$ \geq 2, $\alpha_{i}>0,$ $i$ =1,2, $\cdot\cdot 1,$ $m$ , は定数で $\alpha_{1}\alpha_{2}\cdots\alpha_{m}>1$ を満たすとす
る. $P_{i}(x)\geq 0$ は $\mathrm{R}^{N}$ で連続とする.

$(u_{1}, u_{2}, \cdots, u_{m})$ が (11) の全域解とは $u_{i}\in C^{2}(\mathrm{R}^{N}),$ $i$ =1,2, $\cdots,$ $m$ , で $\mathrm{R}^{N}$ で (1.1)
を満たすときをいう. $(u_{1}, u_{2_{7}}\cdots, u_{m})$ が非負値とは、 $u_{i}\geq 0,$ $i$ =1,2, $\cdots,$ $m$ , のときを
いう.
記号の導入 : $\lambda_{i}\in \mathrm{R},$ $i$ =1,2, $\cdots,$ $m$ , に対して $\Lambda_{i}$ を次のように定義する:

$\Lambda_{i}=$A$i-2+(\lambda_{i+1}-2)\alpha_{i}+(\lambda_{i+2}-2)\alpha_{i}\alpha_{i\dagger 1}+\cdot$ .
$+(\lambda_{i+m-2}-2)\alpha_{i}\alpha_{i+1}$ . . . $\alpha_{i+m-3}+(\lambda_{i+m-1}-2)\alpha_{i}\alpha_{i+1}$ . . $.\alpha_{i+m-2}$ .

$A$ を次で定義する :

$A=$Q1 $\alpha_{2}\cdots\alpha_{m}$ .

$\alpha$: の条件から $A>1$ となる.

(1.1) の非自明な非負値全域解の非存在については次の結果がある (参考文献 [2,3,5]).

Theorem A. $\alpha_{i}\geq 1,i$ =1,2, $\ldots,m$ , とする. $P_{i},$ $i$ =1,2, $\cdots,m$ , が

$\lim\inf|$x $|^{\lambda}$:Pi(x) $>0$
$|x|arrow\infty$

を満たすとする, ここで $\lambda_{i}$ は定数で

$\Lambda_{i_{0}}\leq 0$ for some $i_{0}\in\{1,2,$ $\cdots$ , $m_{\grave{d}}$
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を満たすとする. このとき ( $u_{1},$ $u_{2},$ $\cdots,$ $u$m) が (1.1) の非負値全域解ならば

$(u_{1}, u_{2}, \ldots, u_{m})\equiv(0,0, \ldots, 0)$ .

$\alpha_{i},$ $i=1,2$ , .. . , $m$ , のなかで $\alpha_{i}<\cdot 1$ となるものがあるとき, この Theorem A は適用で
きない. しかし Theorem A の証明 ([3] 参照) をみると, 解を球対称なものに限ると $\alpha_{i}$ に対
する条件は $A>1$ だけでよいことがわかる. そうすると球対称でない解についてはどう
なるかという問題がある。 この問題に対しては次の Liouvflle 型の定理がある.

Theorem B. $P_{i},$ $i$ =1,2, $\ldots,m$ , が (1.2),(1.3) をみたすとする. このとき $(u_{1},u_{2}, \ldots, u_{m})$

が
$u_{\dot{\mathrm{a}}_{0}}=O(\exp|x|^{\rho})$ as $|x|arrow\infty$ for some $\rho>$ O

を満たす (1.1) の非負値全域解ならは

$(u_{1},u_{2}, \cdots, u_{m})\equiv(0,0, \cdots, 0)$ .

次の Example を考えてみる:

Example. 次の方程式系の非自明な非負値全域解について考える :

(1.4) $\Delta u:=u_{i+1}^{\alpha}.$ , $x\in \mathrm{R}^{N}$ ,

ここで $N\geq 3,$ $\alpha:>0,$ $\alpha_{1}\alpha_{2}\cdots\alpha_{m}>1$ .
$P_{\dot{l}}(x)\equiv 1,$ $i$ =1,2, $\cdot\cdot 1,$ $m$ , だから $\lambda_{i}=0,$ $i$ =1,2, $\cdots,$ $m$ , として (1.2),(1.3) を満たして

いる. $\mathrm{u}=$ $(u_{1}, u2, . . . , u_{m})$ を (1.4) の非負値全域解とする. このとき Theorems $\mathrm{A},\mathrm{B}$ から

次のことがわかる:
(i) $\alpha_{\dot{\iota}}\geq 1,$ $i=1,2$ , $\cdot$ .. , $m$ , ならば $\mathrm{u}\equiv 0$ .
(ii) 次を満たすような $i\in$ $\{1,2, \cdots,m\}$ があれば $\mathrm{u}\equiv 0$ :

$(*)$ $u:(x)=O(\exp|x|^{\rho})$ as $|$ x $|arrow$ oo for some $\rho>0$ .

この Example に関して次の問題が考えられる.

問題 $\lceil(1.4)$ の非負値全域解は $\mathrm{u}\equiv 0$ だけか, あるいは $(*)$ を満たさない解が存在するの
か?」

この問題に対しては次の結果と予想がある.
(i) $m=2$ のとき, 非負値全域解は $\mathrm{u}\equiv 0$ に限る ([1] の Theorem 1.1 と [4] より).
(ii) 予想: $m\geq 3$ のときも非負値全域解は $\mathrm{u}\equiv 0$ に限る.

本研究の目的は $\alpha:\geq 1,$ $i=1,2$ , $\cdot$ .. , $m$, という条件をつけなくても Theorem A が成立
することを示すことである (Theorem 2).
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Theorem 1. $P_{i},$ $i$ =1,2, $\cdot\cdot|$ , $m$ , が (1.2) を満たすとする. このとき $(u_{1}, u_{2}, \cdots, u_{m})$ を

(1.1) の非負値全域解とすると

(1.5) $u_{i}(x)\leq C_{i}|$x $|$ A-1 at $\infty$ , $i=1,2,$ $\cdot\cdot$ . , $m$ ,

ここて $C_{i}>0,$ $i$ =1,2, $\ldots,$
$m$ , は定数.

Theorem 2. $P_{i},$ $i$ =1,2, $\ldots,$
$m$ , が (1.2) を満たすとする. さらに

$\Lambda_{i}\leq 0$ for some $i\in$ $\{1,2, \ldots, m\}$

このとき $(u_{1}, u_{2}, \ldots, u_{m})$ が (1.1) の非負値全域解ならば

$(u_{1},u_{2}, \ldots, u_{m})\equiv(0,0, \ldots,0)$ .

この Theorem 2 から (1.4) の非負値全域解は $\mathrm{u}\equiv 0$ である。

2. 証明の概略

ます定理を証明するための補題を用意する.
記号の導入: $\mathrm{R}^{N}$ て定義された関数 $v$ に対してその球面平均を $\overline{v}$ とする,

$\overline{v}(r)=\frac{1}{\omega_{N}r^{N-1}}\int_{|x|=r}v(x)dS$ ,

ここで $\omega_{N}$ は単位球の表面積. $P_{i*}$ を次で定義する:

$P_{i*}(r)= \min P_{i}$ (x).
$|x\mathrm{l}\leq r$

$P.\cdot$ の仮定 (1.2) より

(2.1) P.$\cdot$ぼ r) $\geq\frac{\tilde{C}}{r^{\lambda}}..\cdot.$

’
$r\geq r_{0}$ ,

をみたす定数 $\tilde{C}_{i}>0,$ $r_{0}>0$ が存在する.

Lemma 1. $(u_{1},u_{2}, \ldots,u_{m})$ を (1.1) の非負値全域解とする. このとき $\forall\epsilon\in(0,1)$ に対し
て $u$: の球面平均 %-. は

$\{$

$\overline{u}:(r)\geq C_{i}\epsilon^{N}rP_{\dot{l}*}(r)\overline{u}_{\dot{\iota}+1}(r(1-\epsilon))^{\alpha}:$ , $r>0$ ,

$\overline{u}2(0)=0$ , $i=1,2,$ $\ldots,$
$m$ ,

を満たす, ここで $C_{i}=C_{i}$ (N, $\alpha:$ ) $>0$ は定数.

Lemma 1 の証明は [3] の Lemma 4.2 の証明を参照.
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Lemma 2 $h,$ $\tau\in \mathrm{R},$ $d$ \in $(0,1)$ , $\epsilon_{0}\in(0,1/2],$ $y\in C[0, \infty),$ $y(r)>0,$ $r\geq r_{0}>0$ とする.
$\forall\epsilon\in(0, \epsilon 0]$ に対し $y$ が

(2.2) $y(r)\leq C\epsilon^{-h}r^{\tau}y(r(1+\epsilon))^{d}$ , $r\geq r_{1}$

を満たすとする
$\ovalbox{\tt\small REJECT}$

ここで $C>0,$ $r_{1}\geq r_{0}$ {ま定数. このとき $y$ は

(2.3) $y(r)\leq\tilde{C}r\overline{1}-7\tau$ , $r\geq r_{1}$

を満たす, ここで $\tilde{C}>0$ は定数.

Lemma 2 の証明の概略. $h\leq 0$ のとき, (2.3) は明らか. 従って $h>0$ とする.
$\epsilon_{n}=\epsilon_{0}/2^{n},$ $n$ \in N とおく $\forall r\geq r_{0},$ $\forall n\geq 1$ に対して, $E_{n}=(1+\epsilon_{1})(1+\epsilon_{2})\cdots(1+\epsilon_{n}),$ $E_{0}=$

$1$ とおくと (2.2) より
$y(rE_{n-1})\leq C\epsilon_{n}^{-h}(rE_{n-1})^{\tau}y$ (rEn)d.

従って

(2.4) $y(r)$ $\leq$ $C\epsilon_{1}^{-h}r^{\tau}y(rE_{1})^{d}$

$\leq$ $C^{1+d}\epsilon_{1}^{-h}\epsilon_{2}^{-hd}r^{\tau}(rE_{1})^{\tau d}y(rE_{2})^{d^{2}}$

$\leq$

$\leq$ $C^{1+d+\cdots+d^{n-1}}\epsilon_{1}^{-h}\epsilon_{2}^{-hd}$ . . . $\epsilon_{n}^{-hd^{n-1}}r^{\tau}(rE_{1})^{\tau d}\cdots(rE_{n-1})^{\tau d^{n-1}}y(rE_{n})^{d^{n}}$

$=$ $(C\epsilon_{0}^{-h}r^{\tau})^{1+d+\cdots+d^{n-1}}2^{h(1+2d+\cdots+nd^{n-1})}M^{\tau(d+d^{2}+\cdots+d^{n-1})}y(rE_{n})^{d^{n}}$ ,

ここで $M=1$ ($\tau<0$ のとき), $M=e$($\tau\geq 0$ のとき). $r\geq r_{0}$ を任意に固定する.
$\epsilon_{n}=\epsilon_{0}/2^{n}$ だから $narrow\infty$ とすると $E_{n}$ はある定数 $E>0$ に収束する. $0<d<1$ だから
$(rE_{n}f)^{fl}arrow 1(narrow\infty)$ . 従って (2.4) で $narrow\infty$ とすると

$y(r)\leq(C\epsilon \mathbb{P})\mathrm{i}^{1}-2^{(1d\}}l$ M\neq \sim r価 5, r\geq rト

従って (2.3) が戒立.

Theorem 1 の証明の概略. $\mathrm{u}=$ $(u_{1}, u2, . . . , u_{m})$ を (1.1) の非負値全域解とする. $\mathrm{u}\equiv 0$

は明らかに (1.5) を満たすから $\mathrm{u}\not\equiv 0$ とする. $\epsilon\in(0,1/2)$ とする. Lemma 1 から $u_{i}$ の球

面平均 $\overline{u}_{1}$. は

(2.5) $\overline{u}$( $(r)\geq C_{i}\epsilon^{N}$rI $i*$ (r)-\sim$+1(r(1-\epsilon))^{\alpha_{*}}$
. , $r>0$

を満たす- $(u_{1}, u_{2}, \ldots, u_{m})$ は非負値だから $\overline{u}_{i}(r)\geq 0$ . よって $\overline{u}_{i}$ は増カ $\mathrm{Q}$ となる. $\mathrm{u}\not\equiv 0$ だ
から $\overline{u}_{i}(r)>0,r>r_{*},$ $i$ =l, 2, $\ldots,m$ , となる $r_{*}>r_{0}$ が存在する.

(2.5) を $[(1-\epsilon)r, r]$ , $r\geq r_{*}$ , で積分して

$\overline{u}i(r)-\overline{u}$i(r(1 $-\epsilon)$ ) $\geq C_{i}\epsilon^{N}\int_{r(1-\epsilon)}^{r}sP_{i*}(s)\overline{u}_{j+1}(s(1-\epsilon))^{a}\cdot.ds$ .
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$\overline{u}_{i}$ の単調性と (2.1) より

(2.6) $\overline{u}_{i}(r)\geq C_{\epsilon}\epsilon^{N+1}r^{2-\lambda}\overline{u}_{i+1}(:r(1-\epsilon)^{2})^{\alpha_{*}}$

. , $r\geq r_{*}$ ,

ここで $C_{\epsilon}>0$ は定数.

注意 (2.6) の定数 $C_{\epsilon}$ は $C_{\epsilon}arrow C_{i}\tilde{C}_{i}>0(\Xiarrow 0)$ となる. 以後, $C_{\epsilon:}$ は $\epsilonarrow 0$ のときある

正定数に収束する定数である。
(2.6) より

$\overline{u}i(r)\geq$ $C_{\epsilon}\epsilon^{N+1}r^{2-\lambda}u_{1+1}(:\cdot r(1-\epsilon)^{2})^{\alpha}$:

$\geq\cdot C_{\epsilon}\epsilon^{N+1+:(N+1)}r^{2-\lambda\alpha(2-\lambda\dot{.})}\overline{u}_{i+2}+1(\alpha:+:r(1-\epsilon)^{4})^{\alpha\alpha_{*+1}}:$
.

$\geq$

$\geq$ $\mathit{0}_{\epsilon}\epsilon^{h}r^{-\Lambda}:\overline{u}_{i}(r(1-\epsilon)^{2m})^{A}$ ,

ここで, $h=(N+1)(1+\alpha_{i}+\alpha_{i}\alpha_{i+1}+\cdots+\alpha i. . . \alpha_{i+m-2})$. $r(1-\epsilon)^{2m}$ を改めて $r$ とおいて

$\overline{u}i(r)\leq C_{\epsilon}\epsilon-_{\mathrm{X}\vec{A}}^{h^{\mathrm{A}}}r.\overline{u}.\cdot(\frac{r}{(1-\epsilon)^{2m}})^{\frac{1}{A}}$ , $r\geq r_{*}$ .

$k>2m$ を十分大きくとり $\epsilon$ を改めて $\epsilon/k$ とおいて

$\overline{u}_{i}(r)\leq \mathit{0}_{\epsilon r^{\Lambda}\overline{u}_{i}(r(1}^{-_{7\vec{A}}^{h}}.+\epsilon))\not\supset 1$ , $r\geq r_{*}$

とできる, ここで $C>0$ は $\epsilon$ に依存しない定数. $1/A<1$ だから Lemma 2 より

(2.7) $\overline{u}_{i}(r)\leq Cr^{\frac{\mathrm{A}}{A-1}}.$ , $r\geq r_{*}$

を得る. $\mathfrak{R}$
. は sub-harmonic だから

$u_{i}(x)\leq C|x\ovalbox{\tt\small REJECT}$

を得る. (Theorem 1 の証明終)

Theorem 2の証明の概略. $(u_{1}, u_{2}, \ldots, u_{m})$ を (1.1) の非自明な非負値全域解とする.
$\Lambda_{1}\leq 0$ とする. このとき Theorem 1 から $u_{1}$ の球面平均 $\overline{u}_{1}$ は

$0\leq\overline{u}_{1}(r)\leq C_{1}r^{\Lambda}\neq_{-\overline{1}}$ , $r\geq r_{0}>0$

を満たす, $\Lambda_{1}\leq 0$ だから $u_{1}$ は有界. 一方 $\Lambda_{1}\leq 0$ から

$\lim_{rarrow\infty}\overline{u}_{1}(r)=\infty$

を示すことができる ([3] の Theorem 4.1 の証明を参照)。これは矛盾. 従って $(u_{1},u_{2}\ldots., -)\equiv$

$(0,0, \ldots, 0)$ .
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