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ファジイ微分方程式の数値解析と可視化
Numerical Investigation and Visualization ofFuzzy Differential Equations
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Abstract: In this paper, we investigate initial value problems of a fuzzy differential
equation, where initial values and model parameters in the equation are described by fuzzy
numbers, by numerical methods. By the couple parametric representation of fuzzy
numbers, the temporal evolution of a system can be described by two ordinary differential
equations with the endpoints, $x_{1}(t,\alpha)$ and $x_{2}(t,\alpha)$ , of the $\alpha$ -cut set of $x=(x_{1} ,x_{2})$ at time $\mathrm{t}$ . It
was found that fuzzy differential equations enlarge its fuzziness of the system as time
increases. Although the center of the fuzzy number for the decaying system described shows
the exponential decay, other fuzzy numbers show asymptotic behaviors with $x_{\mathrm{l}}(t,\alpha)arrow-\infty$

and $x_{2}(t,\alpha)arrow+$oo as $tarrow$ 1oo for $\alpha\neq 1$ . Our calculated results agree well with the previous
analytical investigations of the fuzzy differential equation.
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1. はじめに

ファジイ理論は, カリフォルニア大学の LA
Zadeh が 1965 年に 「ファジイ集合」 の基本
概念を提案したことに始まる. その後, あいま

いなものの存在を始めから認めて出発する新し
い理論であるファジイ研究は世界的な広がりを
見せ, その理論的な研究にとどまることなく制
御や OR などの分野をはじめ広範な分野の工学
的応用や産業界での実用化が急速に進展した.
そして, 今日ては人間科学, 社会科学などのソ
フトサイエンスの分野にも広く応用されるよう
になっている $2\rangle$ $-4$).

一方, ファジイ数理解析的な研究においても,

ファジイ数, ファジイ関数の微分や積分, ファ
ジイ微分方程式等に関しての広範な研究が行わ
れ, 現在までに多くの研究成果が蓄積されてき
た $\mathrm{b}$) $-11$). ファジイ数とは「だいたい 5 」 を表す
ファジイ概念で, システムの記述にかかわるパ
ラメータや関数および方程式等のファジイ化に
は「ファジイ数」が利用される. 例えば, 問題
とするシステムをモデル化するとしばしば微分
方程式となるが, その微分方程式の構造が厳密
に分かっていても, 方程式の係数や初期値また
は境界値等が曖昧な場合がある. これらの曖昧
な量をファジイ数として扱 $\mathrm{V}$

$\mathrm{a}$ , その微分方程式
にファジイ概念を導入したものがファジイ微分
方程式てある. ファジイ微分方程式の解の存在
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条件, 解の一意性, 安定性等においても既に多
くの研究が行われてきている 12)-15). $\text{し}$かし,

$\mu_{X}$

ファジイ微分方程式の具体的な応用につぃては,
LOその研究がほとんど行われてぃないのが現状で $\alpha=1$

$\text{ある本}$

研究では, ファジイ微分方程式の具体的な
$-i. \frac{}{--}.\underline{.}$

$L$
a $X$

)

$\alpha$

応用研究として, 指数減衰モデルに対する初期
値問題の数値解を求め, その解の挙動を調べた.

$i$

.
$\mathrm{i},i|$

–.
$\underline{-.}$

$\xi$
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2. ファジイ数のパラメータ表示と可視化
本論文では, ファジイ微分方程式の表現に

Jr.R. Goetchel と W. Voxman $5_{)},$ $6$ ) が導入した Fig. 1. Fuzzy number and its parametric
ファジイ数のパラメータ表示を使用し, 連立常 representation with endpoints of $\alpha\cdot \mathrm{c}\mathrm{u}\mathrm{t}$ set.
微分方程式に帰着させる. 後の議論の準備とし
て, ここでファジイ数とパラメータ表示にょる
その可視化についてまとめておく 実数の集合 の関数として表現する. すなわち, Fig. 1 に示
と 0 以上 1 以下の有界閉区間をそれぞれ, したように,
$R=arrow,rightarrow\ovalbox{\tt\small REJECT})-$

. $I$ = $[0,1]=\{\xi\in R:0\leq\xi\leq 1\}$ とす $x_{1}$ (\mbox{\boldmath $\alpha$})=minL。 $( \mu_{X})=\min x$a(2)
る. 実数からなるファジイ集合であるファジイ $x_{2}( \alpha)=\max$ L。$( \mu_{X})=\max x$\mbox{\boldmath $\alpha$}(3)
数 $X$は, その帰属度を表すメンバーシップ関数 とし, また
$\mu_{X}$ と同一視され, 以下の性質で特徴付けられる. $x_{1}( \mathrm{O})=\min \mathrm{c}$ l $(\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}(\mu_{X}))$ (4)

$(\mathrm{i})$ (正規性) $\mu_{X}(m)=1$をみたすセンター $x_{2}(0)= \max \mathrm{c}$l $(\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}(\mu_{f}))$ (5)
$m\in R$が唯一つ存在する. とする. メンバーシップ関数の定義により, ア

(\"u) (有界サポート) サポート $\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}(\mu_{X})$は有 ルファカット集合は常に有界な閉区間となる.
界である. その左端点, 右端点をそれぞれ $x_{1}(\alpha)$ , $x_{2}(\alpha)$ と

(\"ui) (狭義ファジイ凸性) メンバーシップ して, $(x_{1}(\alpha),x_{2}(\alpha))$ を 2 次元平面 $R^{z}$ の点と見
関数 $\mu_{x}$ は, サポート $\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}(\mu_{t})$上で狭義フ なすことができる. 以後, ファジイ数 $X\in \mathcal{F}_{h}’\grave{.}$

.

ァジイ凸である. すなわち, $0<\lambda<1$おはパラメータ表示と同一視して’ $x=(x_{1},x_{\underline{\mathrm{o}}})$ と
よび $\xi_{\mathrm{I}},\xi_{2}\in R$に対し する. このようにして表現したファジイ数とそ

のメンバーシップ関数はこの $R^{2}$上の有界連続
$\mu_{X}(\lambda\xi, +(1-\lambda)\xi_{2})>\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{r}1\mu_{X}(\xi_{1}),\mu_{X}$ (\mbox{\boldmath $\xi$}2) $](\xi, \neq \xi 2)$ 曲線により可視化される.
が成立する.

(iv) (上半連続) 任意の $\eta\in R$ に関して

1ゎs。$\mathrm{p}\mu_{\mathrm{x}}(\xi)\leq\mu_{X}$(\eta )が成立する.

ここで, $\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}(\mu_{X})$は $\mu_{X}$のサポートといい, 帰属
度が正となる集合の閉包である. その定義は

$\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}(\mu_{X})=\mathrm{c}1${$\xi\in R:\mu$x $(\xi)>0$} である. 以後,

このようなサポートが有界なファジイ数の全体
からなる集合を $\mathcal{F}_{b}^{st}$で表す-
次に, メンバーシップ関数 $\mu_{X}\in \mathcal{F}_{b}^{\mathrm{r}}$のアルフ

ァカット集合 $L_{a}(\mu_{X})$ を

$L_{a}(\mu_{x})=\{\xi\in R:\mu_{X}(\xi)\geq\alpha\}$ (1)
で定義し, その表現を利用してファジイ数を対

3. 拡張原理と二項演算
関数 $g:R\mathrm{x}Rarrow R$は Zadeh の拡張原理にょ
リエ$st$

$\mathrm{x}f_{b}^{\mathrm{t}l}.\cdot$へ拡張され, 関数 $g$のメンバーシッ

プ開数は

$\mu_{\epsilon=}$m $x$ .$\mathrm{v}$ ) $( \xi)=\sup$ $\min\psi_{X}(\xi,),\mu_{y}(\xi_{2}))$ (6)
$\xi=$g$(\xi_{1}\text{\’{e}}_{-},)$

となる. ただし, $\mu_{X}$ , $\mu$yはそれぞれ $X$ , $y$のメ

ンバーシップ関数である. この拡張原理による
と, ファジイ数 $X$ , $y$の加減乗除のメンバーシ
ップ関数は

ル $v$

$( \xi)=\sup$ $\min$($\mu_{X}$ (\mbox{\boldmath $\xi$}t),\mu 、 $(\xi_{2})$) (7)
\Leftarrow \mbox{\boldmath $\xi$}+も
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$\mu_{x-y}(\xi)=\mathrm{s}$up $\min(\mu_{X}(\xi_{1}),\mu_{y}(\xi_{2}))$ (8)
\leftarrow \mbox{\boldmath $\xi$}-も

$\mu_{xy}(\xi)=\sup_{\xi=\mathrm{f}\mathrm{i}\xi_{2}}$
$\min(\mu_{X}(\xi_{1}),\mu_{\mathrm{y}}(\xi_{2}))$ (9)

$\mu_{x/y}(\xi)=\sup_{\xi_{2}\xi=\xi}$
而

$\mathrm{n}(\mu_{X} (\xi_{1}),\mu_{\mathrm{v}}(\xi_{2}))$
(10)

とをる.

ファジイ数のパラメータ表示 $x=$ $(x_{1},x2)$ ,

$y=$ $(y_{1},y2)$の加減法と乗法に関する演算規則を
まとめると次のようになる.
(1) 加法

\mu ゆ y $( \xi)=\sup$ $\min[\mu_{X}(\xi_{1}),\mu_{y}(\xi_{2})]$

$\xi=\S+\S$

$= \sup$ { $\alpha\in I:\xi=\xi_{1}+\xi_{2}$ , \mbox{\boldmath $\xi$}l\in x。’\mbox{\boldmath $\xi$}2 $\in y_{a}$ } (11)
$= \sup\{\alpha\in I:x_{1}(\alpha)+y_{1}(\alpha)\leq\xi\leq x_{2}(\alpha)+y_{2}(\alpha)\}$

となり, 和のパラメータ表示は,
$x+y=(x_{1}+y_{1},x_{2}+y_{2})$ (12)

となる.

(2) 減法

$\mu_{x-y}(\xi)=\sup$ $\min[\mu_{X}(\xi_{1}),\mu_{\mathrm{v}}(\xi_{2})]$

\mbox{\boldmath $\xi$}=\’e-\mbox{\boldmath $\xi$}

$= \sup\{\alpha\in I:\xi=\xi, -\xi_{2}, \xi, \in x_{a},\xi_{2}\in y_{\alpha}\}$ (13)
$= \sup\{\alpha\in I:x_{\mathrm{I}}(\alpha)-y_{\sim},(\alpha)\leq\xi\leq x_{2}(\alpha)-y_{\rceil}(\alpha)\}$

となり, 差のパラメータ表示は,
$x-y=(x_{1}-y_{2},x_{2}-y_{1})$ (14)

となる.

次に, Fig. 2 に示すような三角形型のメンバ
ーシップ関数を使用し, ここで述べたパラメー

タ表示の演算規則により行った計算結果を Fig.
3 に示す. 計算結果のグラフ (a)は, 演算結果の
メンバーシップ関数である. 例えば, 積 $xy$ のメ

ンバーシップ関数のセンターは 6 で, $X$ と $y$の

センターの 2 と 3 の積となっている. すなわち,
「だいたい 2 」と「だいたい 3 」 との積は 「だ
いたい 6」 である. ただし, そのメンバーシッ
プ関数の形状は三角形から変形され, また曖昧
さの大きさも増加している. 特に, 拡張原理に
よる演算の特徴として, 負の領域の曖味さが拡
大されている. 下のグラフ (b)は, 演算結果をパ
ラメータ表示として $R^{2}$ 平面上に示したもので
ある. このグラフの破線は $x_{2}=x_{1}$の直線である.
ファジイ数では $x_{2}\geq x_{1}$ であることから, 全ての

メンバーシップ関数の曲線はこの直線を境界と
する上半平面に存在する. また, この直線上の
点は $\alpha=1$のファジイ数のセンターで, 全ての曲
線が一端をこの直線上の点とする有界連続曲線
となっている. この曲線の長さはファジイ数の
曖昧さの大きさの目安となる. 演算の結果は曲
線の長さが大きくなっており 1 ファジイ数の演
算では演算の度に曖昧さが大きくなることがわ
かる.

(3) 乗法

$\mu_{x\mathrm{y}}(\xi)=\sup$ 而$\mathrm{n}[\mu_{X} (\xi_{1}),\mu_{y}(\xi_{2})]$

$\xi\not\leq\xi_{1}$

$= \sup\{\alpha\in I : \xi=\xi_{1}\xi_{2}, \xi_{1}\in x_{\alpha},\xi_{2}\in y_{\alpha}\}$ (15)
$= \sup\{\alpha\in I : x_{i}(\alpha)y_{j}(\alpha)\leq\xi\leq x_{k}(\alpha)y_{l}(\alpha)\}$

となる. ただし, $i,j,k,l=1,2$である. 乗法のパ
ラメータ表示は

$xy=\{$

$(x_{1}y_{1},x_{2}y_{2})$ $(0\leq x_{1},0\leq y_{1})$

$(x_{2}y_{1},x_{2}y_{2})$ $(0\leq x_{1},y_{1}\leq 0\leq y_{2})$

$(x_{2}y_{1},x_{1}\mathrm{y}_{2})$ $(0\leq x_{1},y_{2}\leq 0)$

$(x_{1}y_{2},x_{2}y_{2})$ $(x_{1}\leq 0\leq x_{2},0\leq y_{1})$

$(\dot{\mathrm{m}}\mathrm{n}(x_{2}y_{1},x_{1}y_{2})$,
(16)

$\min(x_{1}y_{1},x_{2}y_{2}))(x_{1}\leq 0\leq x_{2},y_{1}\leq 0\leq y_{2})$

$(x_{2}y_{1},x,y_{1})$ $(x_{1}\leq 0\leq x_{2},y_{2}\leq 0)$

$(x_{1}y_{2},x_{2}y_{1})$ $(x_{2}\leq 0,0\leq y_{1})$

$(x_{1}y_{2},x_{1}y_{1})$ $(x_{2}\leq 0,y_{1}\leq 0\leq y_{2})$

$(x_{2}y_{2},x_{1}y_{1})$ $(x_{2}\leq 0,y_{2}\leq 0)$

となる.

1.2
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Fig. 2. Triangular membership functions.
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$\xi$

期値等に曖味性があるとしてその微分方程式に
ファジイ概念を導入したファジイ微分方程式の
初期値問題を扱う. 係数 $D$をファジイ数とする
一般的な場合は後で述べるが, ここでは実数と

して簡単な場合の解の挙動を調べてみる. 関数
$x$ をファジイ関数 $x(t)=(x_{1},x2)$ (t) としその初期

値を $x(0)=(a,b)$すると, 拡張原理により,

$\frac{d}{dt}(x_{1},x_{2})=-D(x_{1},x_{2})$

$=-(Dx,,Dx_{2})$ (19)

$=(-Dx_{2},-Dx_{1})$

となる. したがって, パラメータ表示てはこの

ファジイ微分方程式は二つの常微分方程式
14 $-’..—-\ulcorner^{-\mathrm{j}}$.

.$\cdot$

.$\cdot$

$1012$
$—-._{\mathrm{i}}.\cdot.\cdot..\cdot.-.-..-.-.--\dot{}_{--}-.\cdot---$

. $|(\mathrm{b})$

$\dot{\mathrm{i}}-$

$.\cdot.\cdot.\cdot$

.

$\aleph^{\aleph}$

$2468-x– y^{!}-.\cdot.\cdot.\cdot.\cdot..\cdot.-!-$

$\lrcorner!..\cdot..\cdot.\cdot$

.

$x_{J}.\cdot.\cdot.\cdot.\cdot..\cdot.\cdot,\cdot.\cdot.\cdot..\cdot..\backslash ^{--i},\sim_{-}^{\mathcal{Y}}x_{!}+-y’-!!!/\cdot/\cdot x_{2}.\cdot.\cdot.=x_{l}\prime\prime’\{_{\rfloor}^{1}|_{1}||$

$- 2^{\cdot}[----\mathrm{i}0\lrcorner \mathrm{i}|-\cdot-$

(
–

$|$

6

$8||\mathrm{i}$

-6 .4 0 2 4

$\frac{d}{dt}x_{1}=-Dx_{2}$

(20)
$\frac{d}{dt}x_{2}=-Dx_{1}$

で表される. この連立常微分方程式の解は,

$X_{1}(t)=_{2}^{1}$ { $(e^{D\prime}+e-Dt$ )a-(e$Dt-$ e-Dt)b}
(21)

$=a\cosh(Dt)-b\sinh(Dt)$

$x_{2}(t)= \frac{1}{2}$ { $-(e^{Dt}-e^{-D\prime})a+(e^{D\prime}+$ e-lX)b}
(22)

$=-a$ $\sinh(Dt)+b\cosh(Dt)$

で与えられる. この解から解曲線を求めると,
$X$

1 ょ,-,-x22 $=a^{2}-b^{2}$ (23)

Fig. 3. Fuzzy number arithmetic.

4. ファジイ微分方程式
指数減衰モデルの代表例として, 同位元素の
崩壊過程があけられる. この崩壊過程は, 崩壊
定数 $D$を正とすると, 微分方程式の初期値問題

$\frac{d\kappa}{dt}=-Dx$, $x(0)=x_{0}$ (17)

として表される. この変数分離型の問題は
$x(t)=x_{0}e^{-D\prime}$ (18)

として解が得られ, 当然ではあるが解は指数的
に 0 に収束する特性を有する.
ここでは, このような初期値問題の係数や初

が得られる. メンバーシップ関数の性質により
$a\leq b$であるから $a^{2}-b^{2}\leq 0$ となる. よって, こ

の解曲線は Fig. 4 に示すように上下の直角双曲
線の上側の曲線となる. さらに, (20)の方程式
から $\ _{1}/dt\leq 0$であり, この解は図の矢印のよう
に時間的に推移する. よって, 解は $x_{1}arrow-$ ,

X2\rightarrow \mapstoのように推移し, 曖昧さが時間ととも
に無限に増大する. しかし, $\alpha=1$のメンバーシ

ップ関数のセンターの解では, 通常の指数減衰
モデルの解 (18) と同様に $x_{2}=x$,の直線上を原
点に向かって推移し 0 に収束する. ところで,

(20)式の 2つの方程式の和をとると,

$\frac{d}{dt}(x_{1}+x_{2})=-D(x_{1}+x_{2})$ (24)

となる. この方程式の解 x、\dagger $x_{2}$ は (18)式の解の
よう
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次に, より一般的なファジイ微分方程式

$\frac{dx}{dt}=p(t)x$ , $x(t_{0})=x_{0}$ (26)

を考える, ここでは係数 $p$ をファジイ数
$p=$ $(p_{1},p2)$ と考える. 前と同様に拡張原理にょ
ると関数 $x$ と係数 $p$の領域によりそれぞれ以下
の Table 1 の 9 組の連立常微分方程式で表され
る. したがって, 微分方程式を解く場合, どの

領域の解を求めているかに対応して方程式を切
り換えて解くことが必要となる.

5. ファジイ徴分方程式の数値解
Fig. 4. Curves of solutions of a ここては, ファジイ微分方程式の解の挙動を
fuzzy differential equation. 具体的に見るために, 指数減衰モデルを対象に

計算を行う. 係数 $p(t)$はメンバーシップ関数 $p_{0}$

に指数的に t\rightarrow \rightarrow で 0に収束し, と実数値関数 $p$,の積, すなわち $p(t)=p_{0}\cdot p$,(t)
$x_{1}+x_{2}=0$ (25) とした. また, 係数 $p_{0}$ と初期値 $x(0)$のメンバー

となる. すなわち, メンバーシップ関数は最終 シップ関数は Fig. 5 に示すような三角形とした.
的に $x_{2}=-x_{1}$ の直線に漸近することを示してい 係数 $p(t)$については Table 2 のような 4 条件で
る. 解のこのような漸近的挙動が, ここで扱っ 計算し, 初期値 $x(0)$は全て $x_{10}=2.0$ , $x_{\mathrm{r}\iota}=3.0$ ,

たファジイ微分方程式を含め, 次で扱うより一 $x_{-0},=4.0$ として計算を行った. ところて, ここ

般的な場合のファジイ微分方程式の普遍的な挙 ての方程式は無次元の方程式として扱ってぃる.
動であることが明らかにされている (16). このパ

ラメータ表示によるファジイ微分方程式の重要 5. 1 CaseI の計算結果
な知見は, 指数減衰以外の双曲線に沿って時間 最初の計算例として, 係数 $p$に時間依存性が
的に推移する新しい挙動の解の存在である. なく, サポートが $(\infty, 0]$に含まれる場合の計算

を行った. 計算結果を Fig. 6 に示す. (a) と (b)
は各 $\alpha$ に対する $x_{1},$ $x_{2}$ の時間変化である. 両グ
ラフの

Table 1. Differential equations described with the parametric
representation of the fuzzy number.
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Table 2. Parameters for the computational conditions.

$p_{0}$ $p$,
Case I $p_{\mathrm{I}0}=-2.0,p_{m}=-1.5,p_{20}=-1.01$

Case II $p_{10}=-0.75,p_{m}=-0.25,p_{2D}=0.25$ 1
Case III $p_{10}=-2.0,p_{m}=-15,p_{20}=-1.0-$.

$p_{1\mathrm{C}}$ $p_{2\mathrm{C}}$ $x_{10}$ $x_{20}$
$/1(1+t)$

Case IV $p_{\iota 0}=-2.0,p_{m}=-$l.5, $p_{20}=-1.0$
Fig. 5. Membership functions $\iota$ $e^{-\prime}|\sin t|$

in the numerical calculation.
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Fig. 6. Computed results for Case I.
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$\alpha=1$の曲線は, 既に述べたように確かに指数的
に減少している. 他の曲線も初期ではすべて減
少を示しているが, その後 $X_{\mathrm{I}}$ の曲線は負の領域
に入り急激な減少を続け, 同時に $X_{2}$ は減少から

増加に転じ急激に増加する.
下の (c) と (d)のグラフは解の時間的推移を $x\ovalbox{\tt\small REJECT}$

の平面上で示したものである. この (c)のグラフ
は各 $\alpha$に対する解曲線を描いたものに相当し概
形はほぼ直角双曲線となっている. ただし, 縦
軸に対して左右対称な曲線にはなっていない.
また, Tablel で示したように縦軸を $X_{1}>0$がら

$x_{1}<0$ に通過すると微分方程式が変わるため,
縦軸の左右て単一の双曲線にはならない. とこ

ろで, $\alpha=1$ に相当するセンターの解 $x$ は,
$x_{2}=x_{\mathrm{l}}$ の直線上を原点に向かって時間的に推移Fig. 7 Thmporal evolutions of the
し, 0 に収束する指数減衰モデルの特徴が見らmembership function.
れる. (d)のグラフでは, 各時刻に対応するメン
バーシップ関数の曲線を代表として 10 本
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示した. 一番右側の初期値に対応するメンバー のセンターの絶対値の大きさが小さくなったた
シップ曲線から左側に順次推移して, その長さ めであり, Case I と Case 垣の計算結果の本質
が指数的に増大するとともに集積し, メンバー 的な差ではない. ただし, 係数 $p$ が正である

シップ曲線は最終的にはほぼ $x_{2}=-x_{1}$ の直線に $0\leq\alpha<0.5$にお [する $x_{2}$ で (は, Case I のような初
平行な曲線となっている. これがファジイ微分 期の減少過程がない. この挙動は下のグラフ $\ovalbox{\tt\small REJECT}$

方程式の新しい挙動であり, ファジイ関数 $x$のにおける $0\leq\alpha<0.5$に対応する曲線にも明確に
ファジイ性の時間的な増大, 蓄積に起因するも 現れている. この初期の時間発展の挙動の違い
のである. この計算結果は, メンバーシップ関 が Case I と Case $\mathrm{I}\mathrm{I}$ の場合の大きな違いで, サ
数曲線が最終的にこの $x_{2}=-x_{1}$ の直線に漸近す ポートに正の領域があることの影響である. 実

ることを示唆している. 隙, 時間発展の後半ては, 時間発展が緩やかに
進行すること以外に (c) と (d)のグラフに顕著な差

5. 2 Case 垣の計算結果 が認められない. ただし, ここに示した時刻ま
係数 $p$のファジイ数のセンターは Case I と同 ででは (d)の曲線が集積する様子が Case I に比
様に負であるがサポートが正の領域に及んてい べると明確ではない. ここでは示さないが, よ

る場合の計算例を Fig. 8 に示した. 時間変化を り長い時間発展を計算した結果では解の基本的
示したグラフ (a) と (b)では, その増減が Case I な挙動は Case I の結果とほとんど変わらないこ
の場合に比べて緩やかになっている. しかし, とが確認されていることを付け加えておく.
これは係数 $p$
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Fig. 10. Computed results for Case $\mathrm{I}\mathrm{V}$.

5. 3Case I $\mathrm{I}\mathrm{I}$ の計算結果
ここでは係数 $p$の大きさが時間的に減少する
ように時間依存性を付加して計算を行った. た
だし, 係数 $p$の時間依存性が l/(l+t)であること
を除くと Case I と同じ計算条件である. 計算
結果を Fig. 9 に示した. 上の 2 っの時間変化の
グラフをみると, 係数 $p$の大きさが時間的に減
少するようにした時間依存性のため, 減少, 増
大の変化は Case $\mathrm{I}$ , Case II に比べて一層緩や
かになっている. さらにより長い時間発展を計
算した結果でも, 解の基本的な挙動, 特に漸近
的挙動は Case I の結果とほとんど変わらない.
すなわち, 係数 $p$が l/(l+t)の時間依存性て減少
しても, 時間とともに曖昧性が増大することを
抑えることができないことを示している.

5. 4 Case $1\mathrm{V}$ の計算結果
さらに係数 $p$の大きさを時間的に急激に減少

するように時間依存性を付加して計算を行った
結果を Fig 10 に示した. ここでも, 係数 $p$ の

時間依存性を除くと Case I と同じ計算条件で
ある. 上の 2 つの時間変化のグラフをみると,
係数 $p$の大きさを急激に減少させた時間依存性
のため, $t=3.0$を越えるとほとんど減少も, 増
大も見られない. 厳密に漸近的挙動を数値計算
で示すことは困難てあるが, 下のグラフでも時
間発展が急激に停留している様子が明確に現れ
ている. すなわち, この計算例では, 曖昧性が
時間的に増大することが抑えられている.
このように, Case I と Case $\mathrm{I}\mathrm{I}$ てはいすれも

$p$が時間的に減少する条件ての計算てあるにも
かかわらす. 解の漸近的な挙動に大きな相違が
ある. その理由は (24)式の場合と同様な以下の
議論から明らかになる, 時間発展が進み
$x_{1}(t)\leq 0,x_{2}(t)\geq 0$となったときの hble 1 の微分
方程式の和をとると,
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$\frac{d}{dt}(x_{1}+x_{2})=p_{1}(x_{1}+x_{2})$ (27)

となる. この方程式の解は,

$x_{1}+x_{2}=(a+b) \exp[\int_{0}^{1}p_{1}(s)ds]$ (28)

で与えられる. したがって,

$t$l$arrow+\infty \mathrm{i}\mathrm{m}\int_{0}’p(s)ds=-$o(29)

のとき, 指数的に 0に収束し,

$x_{1}+x2=0$ (30)
となる. これは Case III の場合に相当し, 解の
メンバーシップ関数の曲線は x2=-x[の直線に
漸近する. 一方, Case IV では (29)の左辺の積
分は有限値を持つため $x_{2}=-x_{1}$ の直線に漸近す
ることはない. このようなファジイ微分方程式
の解の漸近挙動については, より一般的な議論
によってもここでの議論と同様な結論が得られ
て $\mathrm{A}\backslash$ る $16^{)}$ .

5. おわりに
ファジイ微分方程式の具体的問題として指数

減衰モデルの初期値問題を取り上げ, その数値
解を求めファジイ微分方程式の解の挙動を議論

$\mathrm{I}_{\vee}arrow.$ .
ファジイ数とファジイ関数のパラメータ表示

により, 単独のファジイ微分方程式は複数の連
立常微分方程式で表され, 常微分方程式の良く
知られた通常の計算方法を利用することができ
た. また, ファジイ数やファジイ関数およびフ
ァジイ微分方程式の解をパラメータ平面の曲線
として図示することにより, 議論や計算結果の
見通しのよい可視化表現が可能であった.
本論文では扱わなかったが, 係数 $p$のファジ
イ数のセンターが $p_{m}>0$である指数発散モデル

のファジイ微分方程式を解くと, ファジイ数の
センターはもちろんファジイ数全体が指数的に
発散する. ところが, 本論文で議論したように,
指数減衰モデルのファジイ微分方程式ては, フ

ァジイ数のセンターは確かに指数的に減衰し 0
に収束するが, センター以外のファジイ数は初
期の減衰過程の後に発散過程に移行し, 最終的
に $X,$ $arrow-,$ $x_{2}arrow+\infty$へと発散する. ファジイ数

のセンターとそれ以外では異なった挙動を示す.
これは, 拡張原理によるとファジイ数の四則演
算にはその演算を行うたびに曖昧さが拡大する

性質があることによる. このような曖昧性の無
限の蓄積については, ファジイ微分方程式の具
体的な応用のためにも, 今後もっと多くの議論
が必要である.
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