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左辺が一致するオーバレイ性を持つ左線形TRS の
正規化戦略

水野健一 (Ken’ichi MIZUNO)\dagger 、 草刈圭一朗 (Keiichiro KUSAKARI)I、
酒井正彦 (Masahiko SAKAI)\ddagger 、 坂部俊樹 (Toshiki SAKABE)\ddagger

\dagger 名古屋大学工学部 (School of Eng., Nagoya Univ)
\ddagger 名古屋大学大学院情報科学研究科 ( $\mathrm{G}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{d}$ . School of Info. Sci., Nagoya Univ)

1 はじめに

無限リストを扱う計算のように計算の順序により、計算結果が得られたり得られなかったりする
ことがある。 このとき、 との計算から行うべきかを指定するものを計算戦略と呼ぶ。例えば、次の
単純な項書換え系を考える。

$R=\{$

$natListarrow$ gen(0)
gen(n)\rightarrow cons(n, gen(n +1))
take(nil, $m$) $arrow nil$

take(xs, $0$ ) $arrow nil$

take(cons(n, $8), $m+1$) $arrow$ cons(n, take(xs, $m)$ )

ここて、natList は 0 から始まる無限のリストを表す計算の停止しない関数てある。これを、リストの
先頭から $m$個の要素を取り出す関数 ta $ke$ に与えて計算することを考える。例えば、ta$ke$ (natList, 3)
の計算ては、 $\mathrm{M}\mathrm{L}$ や $\mathrm{C}$ 言語が実行するように gen の計算ばかり続けてしまうと計算が停止しない
が、 haskell のように計算する箇所をうまく選んて計算を行うことにより、計算結果を得ることが
てきる。 このように無限リストの概念を持つプログラムは、 一般にはバックトラックが必要な計算
を分かりやすく記述することがてきるので、 計算戦略の研究は重要なものとなる。
計算結果が存在するならばそれが必す求められる戦略てある正規化戦略について、左線形かっ

重なりのない規則をもつクラスてある直交な項書換え系に対して盛んに研究が続けられて来た
[6, 14, 10, 3, 4]。 また、 それ以外のクラスについてもいくっかの研究が行われている [8, 16, 1] が、
これらはいすれも計算結果が一意なクラスについての結果てある。一方、我々は最内書換えが停止
すると言う強い制限の下てはあるが計算結果が一意てないクラスにおいて、最内書換え戦略がすべ
ての計算結果を見付けることができると言う完全な戦略であることを示した [15]。
本論文は、直交な項書換え系に対する正規化戦略である並列最外戦略、 強逐次戦略、 $\mathrm{N}\mathrm{V}$ 逐次戦

略のそれそれに対して、左辺が一致するオーバレイ性を持っ項書換え形に対しても完全てある、 す
なわち、すぺての正規形が発見てきるための条件を示す。

2 準備
項書換え形の基本的概念を述べる。詳細については文献 $[2, 9]$ を参照されたい。 シグネチャは、
関数記号の集合 $F$ てある。 それぞれの関数は固有のアリティ (引数の数) を持つ。 $F$ と変数の加算
無限集合 $X$ から構成される項の集合を $T$(F, $X$ ) て表す。変数を持たない項の集合 $T$(F, $\emptyset$ ) を $T(F)$

と表す。項 $s$ と $t$ が同一てあることを $s\equiv t$ と書く。 $t$ に現れる変数の集合を $Var$ (t) て表す。 同一
変数が $2F$所以上現れない項を線形という。
項の位置は正整数の列を用いて表される。空列を $\epsilon$ て、 列 $p$ と $q$ の連接を $p\cdot q$ て表すとき、

項 $t$ のすべての位置の集合 $Pos(t)$ は次のように定義される。 $(1)t$ が変数のとき、 $Pos(t)=\{\epsilon\}_{\text{。}}$

$(2)t\equiv f$(t1, . . ., $t_{n}$ ) のとき、 $Pos(t)=\{\epsilon\}\cup$ { $i\cdot p|1\leq i<n$ ,p\in Pos(ti)}。位置 $p$ 1)S位置 $q$ の

上にある ($p\preceq q$ と書く) とは、 $p\cdot r=q$ を満たす位置 $r$ が $\text{存^{}-}\text{在}$することをいう。 また、 $p\prec q$ ても
$p[succeq] q$ てもな $\mathrm{A}\mathrm{a}$ とき、 $p$ と $q$ は並列てあるとい v‘ $p||q$ と書く。 $p\in Pos$ (t) のとき、 $t$ の位置 $p$ にお
ける部分項を $t|p$ て、 $t$ の位置 $p$ を項 $s$ て置き換えて得られる項を $t$ [’]p と表す。 また、 この記法を
複数の位置 [こ拡張して $t[s1). . ., s_{n}]_{p_{1},\ldots,p_{n}}$ のよう [こも用いる。 $x_{\dot{*}}\sigma\equiv u:(1\leq i\leq n)$ を満たす代入
$\sigma$ を { $x_{1}\vdash+u_{1,)}\ldots x$ n $|arrow u_{n}$ } のように記述する。
書換え規貝火 \rightarrow r}2、 変数てない項 $l$ と項 $r$ の対 $(l, r)$ てある。書換え規則の集合を項書換え

系 (Term Rewriting System, 略して TRS) という。 TRS $R$ に対して、項上の書換え関係 $arrow R$ は次
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のように定義される。 $s\prec_{R}t$ となる必要十分条件は、 $s|p\equiv l\sigma$ と $t\equiv s[r\sigma]_{p}$ を満たす書換え規則
l\rightarrow r、位置 p、代入 $\sigma$ が存在することてある。 このとき、 $sarrow t$ のよう}こ規貝 $1\mathrm{J}$ $e=larrow r$や位置

$(p,e)$

$p$ を明記したり、 $R$ を省賂することもある。 $l\sigma$ をリデックスと呼ぶ。
リデックスを持たない項を正規形という。すべての正規形の集合を $NF_{arrow R}$ もしくは $NF_{R}$ て

表す。 \rightarrow の反射的推移的閉包を毒て、推移的閉包を轟と書く。 $n$ ステップの書換えを $arrow n$ と書
く。 二つの書換え系列 $A$ : $tarrow*s$ と $B$ : $sarrow^{*}u$ を連接して得られる書換え系夕$\mathrm{I}\mathrm{J}$ $t$ $4sarrow u*$ を
$A;B$ で表す。 $sarrow t*\in NF$R のとき、 $s$ は正規形を持つといい、 $t$ を $s$ の正規形という。 TRS $R$ が
$arrow*$ . $arrow^{*}\subseteqarrow^{*}\cdotarrow^{*}$ を溝たすとき、 $R$ は合流性を持つという。
書換え規則 $larrow r$ は、 $l$ が線形のとき左線形、 $r$ が線形のとき右線形、 $l$ と $r$ が両方とも線形の
とき線形という。TRS $R$ のとの書換え規則も左線形 (それそれ、右線形、線形) のとき、 $R$ は左
線形 (右線形、線形) てあるという。書換え規貝火 \rightarrow r と $l’arrow r’$ が重なりを持っとは、 $s\not\in X$ と
$l\sigma\equiv s\sigma’$ を満たす $l’$ の変数てない部分項 $s$ と代入 $\sigma_{\text{、}}\sigma$’が存在することをいう。特に、 $s\equiv l’$ のと
き、根で重なるという。TRS のとの規則同士も根でない重なりを持たないとき、その TRS はオー
バレイてあるという。

$t$ の位置 $p$ のリデックスの、書換え $A:tarrow s$ に関する子孫 $p/A$ は、 以下のように定義され
$(q,larrow r)$

る [6]。

$p/A=\{$

$\{p\}$ $p||q$ or $p<q$ のとき

$\emptyset\{qp_{3}p_{2}|l_{1p1}\equiv r_{1\mathrm{p}_{3}}\}$

$\exists p_{1},p_{2}(p=qp_{1}p_{2}\wedge p_{1}\in \mathcal{V}Pos(l))$ のとき
それ以外

これはリデックスの位置の集合や書換え系列に対しても自然に拡張てきる。 $P/A= \bigcup_{q\in P}$ q/A。 書
換え系列 $B$ について、 $P/(A;B)=(P/A)/B$ て与えられる。

定義 1 $R$ を $TRS$ とするとき、次の二っの性質を満たす関係 \rightarrow 。を $R$ の戦略と呼ぷ。

$(a)arrow\circ\subseteqarrow R$

(b)NFR=NF\rightarrow 。

戦略 \rightarrow 。が、次の性質をもつとき、 これを完全な戦略という。

(c) $t\prec_{R}u*$ \in NFR ならば $tarrow \mathrm{c}*$ u。

3 (強) オーバレイ $\mathrm{T}\mathrm{R}S$ の性質
本論文ては一般には合流性を持たないオーバレイ TRS について議論するのて、 リデックスに適
用てきる規則が複数存在して異なる項が得られる可能性がある。そこて、子孫の概念を位置だけて
なく、 リデックスの位置と書換え規則の対についても自然に拡張する。 すなわち、 リデックスの
位置と書換え規則の対の集合 $D$ について、 $D/A=$ { $(q,$ $e$ ) $|q\in p/A,$ $($p, $e)\in D$} と定義する。
以下て用いる概念てある、並列書換えを準備する。 $s$ の互いに並列な位置にある (0個以上の) リ

デックスを書換えて $t$ が得られるとき、 $s$ は $t$ に並列書換えされるといい、 $s-\mathrm{N}arrow t$ と書く。特に、書
換えたリデックスの位置と書換えに用いた規則を $D=$ {(p1, $e_{1}$ ), $\ldots,$

$($pn’ $e_{n})$ } のように明示して、
$s-*t$ と書く。

直交な TRS てはよく知られている並列書換えの補題 (Parallel Moves Lemma[6] の補題 2.4) は、
オーバレイ TRS に対して拡張できる。

補題 2 $R$ を左線形オーバレイ $TRS$ とする。 書換え系列 $A_{1}$ :
$s-\mapsto t_{1\text{、}}D_{1}$ A2: $s-\mapsto tD_{2}$2 とする。 こ

のとき、任意の $(p, e_{1})\in D_{1}$ と ($p$ , e2) $\in D_{2}$ について $e_{1}=\mathrm{e}_{2}$ てあるならば、項 $u$ が存在して
$t_{1}\dashv\mapsto uD_{2}/A_{1}$

かつ t2D\dashv l\vdash /A2u。
次に、 強オーバレイ TRS を定義しその性質を述べる。
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図 1: 並列書換えの補題

定義 3 $TRSR$ のどの二つの書換え規則も、重なりがあるならば左辺が変数の名前替えのもとで等
しいとき、 その $R$ は強オーバレイ性を持つという。

強オーバレイ TRS は、 明らかに次の性質を持つ。

補題 4 $R$ を強オーバレイ $TRS_{\text{、}}larrow f\in R$ とし、 書換え系列 $A:C[u]_{p}arrow C’[*l\sigma]_{q}$ を考える。 こ

のとき、 $u$ がリデックスて、 かつ、 $q\in p/A$ ならば、 $u\equiv l\theta$ を満たす代入 $\theta$ が存在する。

4 並列最外戦略の完全性
項 $t$ 中のリデックス $t|p$ は、 $p$ より上にリデックスを持たないとき、最外リデックスてあるとい
う。項中のすべての最外リデックスを一度に書換える戦略を並列最外戦略といい、$arrow PO$ と書く。
本節ては、並列最外戦略の完全性について述べる。

補題 5 $R$ を線形なオーバーレイ $TRS_{\text{、}}t$ 1p をリデックスとし、書換え系列 $A$ : $tarrow sn$ \in N $F_{\text{、}}$

$B:tt\vec{(p,\mathrm{e})}$’を考える。 このとき、 次の (1) と (2) が成立する

(1) 書換え系列 $A$ 中て $p$ の子孫が $e$ て書換えられているならば、書換え系列 $A’$ : $t^{\prime<}arrow^{n}s$ が存在
する。

(2) 書換え系列 $A$ 中て $p$ の子孫が書換えられていないならば、 書換え系列 $A’$ : $t’arrow s<n$ が存在
する。

証明 $n$ (\geq 1) に関する帰納法により示す。 $A_{1}$ : $tarrow u_{\backslash }C$ : $u^{n}arrow^{-1}s$ と書ける。補題 2 より、
$(q,d)$

$A_{1}’$ :
$t’-\{\}+u_{\text{、}^{}\prime}D_{A_{1}},B$

’ :
$uarrow+D_{B},$

$u$’てある。 ここて、 $D_{A_{1}’}=(q, d)/B_{\text{、}}DB’=$ ($p$, e)/A1。右線形性より、

$D_{A_{1}’}$ と $D_{B’}$ の要素数はそれそれ高々 1 てある。

(1) $D_{B’}=0$ のとき、 $p=q$ かつ $e=d$ てあり、 DA’l=\emptyset 。 すなわち、 $t’$ \equiv u\equiv u’。 よって、 $A’$

として $C$ を取ることにより題意が成り立つ。

そうでないとき、 $B’$ :
$u,u\vec{(p,\mathrm{e})}$

’と書け、 $p’$ の子孫は $C$ 中て書換えられている。 また、 $u$ は

正規形てないのて、 $n>1$ てある。 よって、帰納法の仮定により $C’$ : $u^{r<}arrow^{n-1}s$ が得られる。
よって、 $A’$ として $A_{1}’$ ; $C$’と取ることにより題意が成り立つ。

(2) $D_{B’}=0$ のとき、 $A’$ として $A_{1}’$ ; $C$ を取ることにより、題意が威り立つ。

そうてないとき、 $B’$ : $uu\vec{\prime}$ ’と書け、 $p’$ の子孫は $C$ 中て書換えられていない。 また、 $u$

$(p,\mathrm{e})$

は正規形てないのて、 $n>1$ てある。 よって、 帰納法の仮定により $C’$ : $u’s\underline{<n-1}$ が得られ
る。 よって、 $A$’として $A_{1}’$ ; $C$’と取ることにより題意が成り立つ。 口
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定理 6 $R$ を線形な強オーバレイ $TRS$ とするとき、 並列最外戦略は完全な戦略てある。

証明 $A:tarrow sn$ \in NF ならば $tarrow PO*s$ てあることを、 $n$ に関する帰納法て証明する。
$t$ が正規形ならば明らかに成立するのて、 正規形てない場合を考え、 $t$ 中のすべての最外リデッ
クスを明示して $t\equiv t[t1, . . .,t_{m}]_{p_{1},\ldots,p_{m}}$ と書く $\circ$

$s$ が正規形てあることから、 $p_{1}$ から $p_{m}$ の子孫のうち少なくとも一つは $A$ 中て書換えられてい
る。 これを $pk$ とする。 書換え系列 $A$ 中て $pk$ の子孫が $e$ を用いて書換えられたとすると、補題 4
より同じ規則が $t_{k}$ に適用でき、 $tt\vec{(p_{k},e)}[. . . , tk-1, t_{k}’, tk+1, \ldots]_{p_{1},\ldots,p-}$ と書換えられる。補題 $5(1)$

より、 $t[. . . , t_{k-1}, t_{k}’, t_{k+1}, \ldots]_{p_{1}}$
,...’p

$marrow^{<n}s$ が得られる o

つ
$\mathrm{A}\mathrm{a}\text{て}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}\check{}\text{れ}\}’$

.
$\text{より}$ \Phi ‘\check \supset \mbox{\boldmath $\tau$}\llcorner 適 fflb n\mbox{\boldmath $\tau$}66*\sim \check ‘ $F| \int|’.\supset\mathrm{A}^{\mathrm{a}_{\text{、}}て_{、}}\Pi-\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{t}’\llcorner \text{補題}4\text{と補題}5(1)\text{と}\}_{\llcorner}’\text{よ}\mathfrak{y}tarrow POt[t_{1}’,\ldots, t_{m}’]_{p_{1},\ldots,p_{m}}’arrow sl^{\mathrm{a}’}’\ovalbox{\tt\small REJECT}\zeta_{n}^{2)\text{を}\xi i}$ b(l*\iota \leq る。$\leq m\text{帰納}$’法 $\text{の仮定}k$

) $|_{\llcorner}^{}$

より $t[t_{1l}’$ . . ., $t_{m}’]_{\mathrm{p}_{1},\ldots,p_{m}}arrow PO*s$ てあることから、定理が示された。 ロ

5 必須戦略の完全性
本節ては、強逐次戦略 [6] の拡張てある強必須戦略 [4] と、 $\mathrm{N}\mathrm{V}$ 逐次戦略 [14] を拡張した $\mathrm{N}\mathrm{V}$ 必

須戦略 [4] の完全性を与える。
TRS の必須リデックスの概念は、オーバレイの場合にもそのまま定義てきる。以下の必須リデッ
クスの定義は、文献 [4] に基つくものてある。 ます、 特別な関数記号・を導入する。以下ては、 シ

グネチャ$F$ には・が含まれていないとし、特に表示しない限り TRS や項は・を含まないとして話
を進める。 $R$. $=R\cup\{\cdotarrow.\}$ は、 $F\cup\{\cdot\}$ 上の TRS てある。 このとき、 $NF_{R}$. $=NF_{R}\cap T(F)$ て
ある。

定義 7 $R$ を $F$ 上の $TRS$ とし、 $t|p$ がリデックスである $T$(F) 項 $t$ を考える。 このとき、 $t[\cdot]_{p}*arrow_{R}s$

となる $s\in NF$R. を持たないとき、 ${}^{t}\mathrm{I}p$ を R-必須リデックスという。

定義より明らかに次の命題が成り立つ。

命題 8([4]) $R$ を $F$ 上の $TRS$ とし、 $T$ (F) 項 $t$ の $R$-必須リデックスが $t[p$ とする。 このとき、 $t$ か

ら正規形に至るいかなる書換え系夕 $1$」 $t$ $arrow_{R}s*$ \in NFR についても、 その中で $p$ の子孫が書換えられ
ている。

定義 9 $R$ と $S$ を $TRS$ とする。 このとき、 $arrow R**\subseteqarrow s$ かつ $NF_{R}=NF_{S}$ ならば、 $S$ は $R$ の近似
TRS てあるという。

定義 10 $R$ を $TRS$ とする。

(a) $R$ の各々の書換え規則の右辺をその左辺に出現しない変数に置き換えて得られる $TRS$ を強近
似 $TRS$ といい、 $R_{s}$ と書く。 R,。必須リデックスを書換える戦略を強必須戦略 $arrow ss$ という。

(b) $R$ の各々の書換え規則の右辺中の変数を、それそれその左辺に出現しない相異なる変数に置
き換えて得られる $TRS$ を NV近似 $TRS$ といい、 $R_{nv}$ と書く。 R、l必須リデックスを書換え
る戦略を $NV$必須戦略 \rightarrow N$vs$ という。

定義より明らかに次の命題が成り立つ。

命題 11 $R_{s}$ -必須リデックスは、R、$v^{-}$ リデックスてある。 また、亀 $v^{-}$ リデックスは、R- リデックス
てある。

補題 12 $R$ を左線形オーバレイ $TRS_{\text{、}}A$ : $t\prec_{R}^{\mathrm{r}}s\in NF$R とするとき、 $t$ の Rl-必須リデックス
は $A$ 中てコピーされない。
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証明 $t$ の $R_{nv^{-}}$必須リデックス $t|p$ が $A:tarrow R*s$ 中でコピーされると仮定する。 $R_{nv}$ では書換え

規則の右辺の変数は左辺に現れないことから、 $t[\cdot]_{p}*arrow R_{nv}s$ となり、 $t|p$ が Rl-必須リデックスて
あることに矛盾する。 口

命題 11 より、 補題 12 は R,-必須リデックスについても成立する。
次に、本論文中て帰納法に用いるための、二つの並列書換え系列の間の無限減少列のない測度を

定義する。

$A$ : $s_{0}\dashv\vdash s_{1}\dashv\vdash D_{1}D_{2}$ $\ldots- \mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}^{n}s_{n}D$ , $B$ : $t_{0^{-++t_{1^{-\dashv\vdash*}}}}^{E_{1}E_{2}}$ . . $.\dashv\vdash+t_{m}B_{n}$

とする。 このとき、 $n>m$ てあるか、 あるいは、 $n=m$ かつ次の条件が成り立つ $j(1\leq j\leq n)$ が
存在するとき、 $|A|>M|$B| てある.

$|Dj|>|Bj$ 1、 かつ $\text{、}$ すべての $k(j<k\leq n)$ について $|D_{k}|=|Ek|$

補題 13 $R$ を左線形なオーバーレイ $TRS_{\text{、}}t$ 1p を $R_{nv^{-}}$リデックスとし、書換え系列 $A:t\dashv$}$arrow s\in*$

$NF_{\text{、}}B$ : $tarrow t’$ を考える。 このとき、書換え系列 $A$ 中て $p$ の子孫が $e$ て書換えられているなら
$(p,\mathrm{e})$

ば、 $|A|>M|$A’| を満たす書換え系列 $A’$ : $t’arrow+s*$ が存在する。

証明 $tarrow*sn$ のステップ数 $n$ (\geq 1) に関する帰納法により示す。 $A_{1}$ :
$t\dashv\vdash uD_{A_{1}}$

‘
$C:u^{n-1}\dashv$}$arrow s$ と書け

る。補題 2 より、 $A_{1}’$ :
$t’-*u_{\text{、}^{}\prime}D_{A_{1}},B$

’ :
$u\dashv\mapsto uD_{B}$,

’てある。 ここて、 $D_{A_{1}’}=D_{A_{1}}/B_{\text{、}}DB’=(p, e)/A_{1\text{。}}$

補題 12 より、 $D_{B’}$ の要素数は高々 1 てある。
$D_{B^{r}}=\emptyset$ のとき、 $(p, e)\in D_{A_{1}}$ てあるので、 $D_{A_{1}’}=D_{A_{1}}-$ ($p$ , e)。 よって、 $A’$ として $A_{1}’$ ; $C$ をと
ることにより題意が成り立つ。
そうてないとき、 $B’$ : $u\vec,$ $u$ ’と書け、 $p’$ の子孫は $C$ 中て書換えられている。また、 $u$ は正規

$(p\prime \mathrm{e})$

形てないので、 $n>1$ てある。 よって、帰納法の仮定から $|C|>M|$C’| を満たす $C’$ : $u’\dashv\vdash sn-1$ が得

られる。 よって、 $A’$ として $A_{1}’$ ; $C$’と取ることにより題意が成り立つ。 口

定理 14 $R$ を左線形な強オーバレイ $TRS$ とする。 このとき次の (a) と (b) が成り立っ。

(a) $R$ が強必須系ならば、強必須戦略 $arrow ss$ は完全てある。

(b) $R$ が $NV$必須系ならば、 NV必須戦略 \rightarrow N $VS$ は完全てある。

証明 (a) についてのみ証明を与えるが、 (b) の証明も全く同様に行える。 $A:t\dashv\vdash s*\in NF$ なら

ば $tarrow^{*}sss$ てあることを、 >M を用いた帰納法て証明する。
$t$ が正規形ならば明らかに成立するのて、正規形てない場合を考える。$R$ は強必須系なのて、 $t$ 中
に強必須リデックス $t|p$ が存在する。また、命題 8 と命題 11 より、 $p$ の子孫は $A$ 中て書換えられて
いる。補題 4 より同じ規則が $t|p$ に適用てき、 $tarrow t’$ と書換えられる。補題 13 より、 $|A|>M|A’|$

$(p,e)$

を満たす $A’$ : $t’\neg\vdash*s$ が得られる。

帰納法の仮定より $t’arrow^{\mathrm{B}}sss$ てあることから、 定理が示された。 口
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