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概要

Papadimitriou ら (1990) は, タスク複製を許す通
信遅延のあるスケジューリング問題が $\mathrm{N}\mathrm{P}$完全であ
ることを示すとともに, 近似精度 2 のアルゴリズ
ムを与えた. 坂上ら (2001) $\#\mathrm{h}$ , 最適解の下界とし
て Papadimitriou らが提案した -value を用い, 与
えられたタスクの依存関係を表す DAG の高さを
$L(L\geq 3)$ としたときに, 近似精度 2–1止- を持
つ近似アルゴリズムを示した. また, 片柳ら (2003)
は -value による下界よりも正確な下界 low-value
を定義すると共に, 通信遅延時間 $\tau(7^{-}\geq 99)$ にお
いて近似精度を $2- \frac{1}{3\mathrm{c}}$ に改善したアルゴリズムが存
在することを示した. ここで, $c= \lfloor\frac{tow-vatue}{\tau+1}$」て
あり, $c\leq L$ を満たす.
本研究では通信遅延時間 $\tau\geq 1$ において片柳らの

結果を改善し, $c=1$ においては近似精度 $\frac{14}{9},$ $c$ \geq 2

においては近似精度 $2- \frac{1}{2\mathrm{c}}$ であるアルゴリズムを
T’-‘す,

1 はじめに

並列処理システ $\text{ム}$では, タスクのプロセッサ上で
の実際の処理時間の他に, 異なるプロセッサに割り
当てられたタスク間の通信において通信遅廻が発生
する. システムの性能を最大限に発揮し, タスク全
体の処理時間の短縮を図るためには, このような通
信遅延を考慮に入れた良いタスクスケジューリング
アルゴリズムが必要である. しかし, 通信遅延を考
慮したタスクスケジューリング問題は一般に $\mathrm{N}\mathrm{P}$完
全 [1] てあり, 従って, 効率の良い近似アルゴリズ
ムが求められている.

[1] ては, タスクの複製を許したときに, この問題
の $\mathrm{N}\mathrm{P}$ 完全性と近似精度 2 を持つ近似アルゴリズム
を示しているが, 2未満の近似精度を持つアルゴリズ
ムが存在するかどうかを未解決問題としていた. こ

こて, 近似アルゴリズムの近似精度を釦
$\backslash$

$\hslash$ と定義
する. [2] ては与えられた DAG の高さを $L(L\geq 3)$

としたときに, 近似精度 $2-\overline{3\cdot 2}^{E\mathrm{T}-}1$ を持つ近似ア
ルゴリズムを示している. また, [3] ては [1], [2] と
同じ条件の下て, タスクの DAG から再構成される
二部グラフの最大マッチングの辺の本数に着目する
ことにより, 従来の $\mathrm{e}$-value を改善した最適解の下
界 low-value を新たに定義すると共に通信遅延時間
$\tau(\tau\geq 99)$ において, [2] の結果を改善した, 近似
精度 $2- \frac{1}{3c}$ を持つ近似アルゴリズ $\text{ム}$を示した. こ

こで, $c= \lfloor\frac{low-value}{\tau+1}$」であり, $c\leq L$ を満たす.
本研究ては [1], [2], [3] と同じ条件の下て, タスク

の DAG から再構成される二部グラフにおいて多対
一の最大マッチングを利用し, 通信遅延時間 $\tau\geq 1$

において近似精度 $2- \frac{1}{2\mathrm{c}}(c\geq 2)$ の近似アルゴリズ
ムヘ改善した.

2 準備
有向非循環グラフ (DAG) $G=(V, E)$ に対して,

$(u, v)\in E$ となる頂点 $u$ が存在しないとき, $v$ を $G$

の根という. $v\in V$ のレベルとは $G$ の根から $v$ へ

の最大パス長て, level(v) と表記し, DAG の高さ
を $\max\{level(u)|u\in V\}$ と定義する. 本研究ては,

(1) 等しい機能を持つプロセッサを無限個使用て
きる

(2) 各タスクの実行時間は 1
(3) 各プロセッサ間の通信遅延時間は整定数 $\tau(\tau\geq$

1)
(4) タスクの複製を許す

という [1], [2], [3] と同じ条件を前提としている.
この前提の下で, 高さ $L$ の DAG $G=$ $(V, E)$ を

スケジューリングの対象とする. ここて, $V$ はタス
クの集合, $E$ はタスク間の依存関係を表す有向辺の
集合てある. このとき $(1)(4)$ より, レベル $L$ の頂
点はただ一つとしても一般性を失わす, その頂点を
$v^{*}$ とする.

定義 1 $v\in V$ の最適スケジュール時刻を $\varphi t$ (v) と
表記する.
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定義 2 $(f\mathit{2}f)$

$v\in V$ のスケジューノレ時刻の下界 $e$ -value $e$ (v) を
次のように定義する.

(1) $v$ が根であるとき, $e(v)=0$ とする.

(2) $v$ が根でないとき, $v$ のすべての先祖 $u$ を
$e$ (u) の降順にソートし, $e$ (u1) $\geq e$ (u2) $\geq$

$\ldots\geq e$ (up(v)) とする. ここで $p(v)$ は, $v$ の

先祖の数. $k$ (v) $= \min(p(v\mathrm{k}\tau+1)$ として,

$e(v)=1 \leq i\leq k(v)\max(e(u_{i})+i)$ とする.

$e$ (v) がスケジュール時刻の下界, 即ち, $e$ (v) $\leq$

$\varphi t$ (v) であることは $flf$ の証明と同様に証明でき
る ($f\mathit{2}f$ 参照).

4 多対–の最大マッチング
二部グラフ $f_{G}(V_{2}\cross V_{1})$ において, $V_{1}$ 中の各頂
点が高々 $s$ 回, $V_{2}$ 中の各頂点が高々 1 回マッチン
グに使用され, かつ $V_{2}$ 中でマッチングに使用され
る頂点の数が最大となるマッチングを多対一 $(s:1)$
の最大マッチング $\mathrm{A}4_{s}\subseteq V_{2}\mathrm{x}V_{1}$ という.
以降, 特に明記しない場合, $U_{1},$ $U_{2}$ を以下のもの
として扱う. $v^{*}$ のすべての先祖を $\mathrm{e}$-value の降順に
ソートしたものを $u_{1},$ $u_{2},$ $\cdots,$ $u_{p(v\cdot)}$ とする. すべて
の $i( \frac{5}{13}k\leq i<0.8k\Lambda i\in N)$ (N: 自然数の集合)
とすべての $x( \frac{5}{9}(k+i)\leq x\leq k-1\Lambda x\in N)$ に対
して $a= \lceil\frac{14}{9}(k+i)-2k\rceil$ とし, $U_{1},$ $U_{2}$ を以下のも
のとする. (補題 6, 7)

定義 3 タスク $u$ の先祖の集合 pred(u) を次のよ
うに定義する.
pred$(u)=\{_{\cup}^{\phi\beta evel(u)}(u’,u)\in E$(pred$(u’)\cup\{u’\}$)

$(\epsilon^{\overline{-}0\emptyset \mathrm{R}\hat{-}J}\circ \mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}\emptysethat{-}J$

$U_{1}=\{u_{1}, \cdots, u_{x}\},$ $U_{2}=\{u_{x+1}, \cdots, u_{\mathrm{p}(v)}.\}$

また $s\geq 1$ とし, $s$ : 1 の最大マッチングにおい
て関数 $mpred_{S}$ を以下のように定義する.

また, タスクの集合 $U$ $\subseteq$ $V$ に対し,
pred(U) $= \bigcup_{u\in U}pred$ (u) とする.

定義 4 $V_{1},$ $V_{2}\subseteq V\backslash \{v^{*}\}$ かつ $V_{1}\cap V_{2}=\phi$ とする.
そのとき, 二部グラフ $fc(V_{2}\mathrm{x}. V_{1})=(V’, E’)$ を次
のように定義する.
$V’=V_{1}\cup V_{2},$ $E’=\{(u, u’)$ $|(u, u’)\in V_{2}\mathrm{x}V_{1}\Lambda u\in$

$pred(u’)\}$

3 T界 $low(v)$

$v\in V$ に対して, 下界 $l\sigma w(v)$ を以下のように定
義する. ($p(v),$ $k($v) については定義 2 を参照). $p(v)\leq\tau+1$ のとき, low(v) $=e$ (v) $(=p(v))$

$\bullet$ $p(v)>\tau+1$ のとき, $k(v)=\tau+1$ で,

mpred, $(u)=\{u’|(u’, u)\in \mathrm{A}\mathrm{t},\}$

さらに $\mathcal{M}_{\mathit{8}}$ を二部グラフ $f_{G}$ (U2 $\mathrm{x}(U_{1}\backslash$

$\{u_{1}, \cdots,u_{a}\}))$ [こおける $s:1$ の最大マッチングと
する.

$M_{s}=\{u|(u,u’)\in \mathcal{M}_{s}\}$

$M_{\theta}’=$ { $u’|u’\in U_{1}\Lambda|$mpred$s(u’)|=s$}

$m_{s}=|M_{s}|,$ $N_{s}=U_{1}\backslash (\{u_{1}, \cdots, u_{a}\}\cup M_{s}’)$

このとき, $m_{s}$ はマッチング数てある. そして, す
べての $u\in pred$(N,) に対して $u\not\in M_{s}$’となるよう
に, 必要なら $N_{s}$ と $M$(の要素を入れ換えることに
より, $pred(N_{s})\subseteq M_{s}\cup N_{s}$ とする.
また, $s:1$ の最大マッチングにおける $1\leq i\leq s$

に対して集合 $B_{\mathrm{i}}’$ を以下のように定義する.

- $k(v)\leq e(v)<1.8k$ (v) のとき, low(v) は 8
節て述べるスケジューリングアルゴリズ\Delta か
ら求められ, $e(v)\leq low(v)\leq e(v)+0.8k(v)$

を満たす.
- $1.8k(v)\leq e(v)<2k(v)$ のとき, low(v) =

$e(v)$

- $e(v)\geq 2k$ (v) のとき, $v$ のすべての先祖 $u$

を $l\sigma w(u)$ の降順にソートし, $l\sigma w(u_{1})\geq$

$low(u_{2})$ $\geq$ ... $\geq$ め $(u_{\mathrm{p}}(v))$ として,
low(v) $=$ $\max$ (l $\sigma w(u:)+i$ ) とする.

$1\leq:\leq k(v)$

$B_{i}’=$ { $u|u\in U_{1}\Lambda|$mpred$s$ (u) $|=i$ }

ここで, $B$(は $i$ 個のマッチング相手を持つ $U_{1}$ 中
の頂点の集合てある.
さらに, $\sigma$ : $M_{s}arrow$ $\{1,2, \cdots, s\}$ をすべての

$u’\in U_{1}\backslash \{u1, \cdot. . , u_{a}\}$ に対して, $mpred_{s}(u’)$ と

{1, 2, $\cdots,$ $|mpred_{s}$ (u’)|} を 1:1 に対応付ける関数
とする. そして, $1\leq j\leq s$ に対して

$B_{j}=\{u|\sigma(u)=j\Lambda u\in M_{s}\}$

$k(v)\leq$. $e(v)<1.8k$ (v) $\text{のとき}$ , $l\sigma w(v)\mathrm{t}\mathrm{h}v$ の最
適スケジュール時刻の下界てあることを 8 節て示す
従って, low(v) $\leq\varphi t$ (v) てあることは, [1] の証明
と同様に証明できる. $e(v)\leq low$ (v) より, $l\sigma w(v)$

は $e(v)$ より良い下界を与える. $e$ (v) を下界として
用いた場合の近似精度の限界は $\frac{3}{2}$ てある ([2] 参照)
が, この下界を用いることて高さ 2 の DAG に対し
-34+\epsilon (但し, $\epsilon$ は任意の正の値) の近似精度を持つ
スケジューリングカ呵能になることから, $e$ (v) より
も真に良い下界を与えるものてある.

とする. ここて, $B_{j}$ は関数 $\sigma$ によって番号 $j$ が
割り振られた $U_{2}$ 中。頂点。集合、あ’, $M_{\mathit{8}}=$

$\bigcup_{1\leq j\leq s}B$j てある. (図 1)

5 最大フロー
二部グラ 7 $f_{G}(V_{2}\mathrm{x}V_{1})$ に対応するフローグラ’

$G_{s}$ を以下のように定義する.. $G_{\mathit{8}}$ の頂点集合は $V_{1}\cup V_{2}\cup$ {$source$ , sink}.
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ここで, $E’$ は二部グラフにおける辺の集合であ
り, $\mathrm{A}4_{s}$ は $s$ : 1 の最大マッチングである. また,
Alternating Path 上の辺にお t)てマッチングに使用
されていない辺はマッチングに使用されている辺よ
りも 1 本多い.

$f$ $\acute{2}M_{2}$

$U_{2}$
$v’$ $v’$ $v’$

$||$. $G_{s}$ の辺の集合は source から $V_{1}$ の各頂点への
辺 (容量 $s$ ), 二部グラフの辺 (容量 1), $V_{2}$ の

各頂点から sink への辺 (容量 1) からなる.

$U_{1}u_{1},\cdot\cdot$
., $v_{1}$ $v_{3}$

2: $s=2$
$N\wedge$

$\mathrm{A}\mathrm{l}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}I$ Path $v1,$ $v’$ 1, $v2,$ $v’2,v3,$ ”3

また, 本研究における各フロー $F$ は非負整数とす
る. ここて, フローグラフ $G_{s}$ における最大フロー
を $MF(G_{s})$ とする.

補題 2 $N_{s}$ の任意の頂点 $v_{1}$ を始点とする Altemat-
in9 Path $v_{1},$ $v\mathfrak{b}\cdots,$ $v$r’

$v_{r}’,$
$\cdots,$ $v$q’

$v_{q}’$ は存在しない.

補題 1 二部グラフ $f_{G}$ (U2 $\mathrm{x}$ ( $U_{1}\backslash (\{u_{1},$ $\cdots,$ $u$a})) に
対する $s:1$ の最大マッチングにおけるマッチング
数 $m_{e}$ は, 対応するフローグラフ $G_{s}$ における最大
フロー $MF(G,)$ と同じ値となる.

証明). $MF(G_{s})\geq m_{\mathit{8}}$ の証明
$s:1$ の最大マッチングにおいて, $U_{1}$ の各頂点
は高々 $s$ 回, $U_{2}$ の各頂点は高々 1 回しかマッ
チングに使用されないので, $s:1$ の最大マッチ
ングがとれれば, マッチングに用いた $U_{1},$ $U_{2}$ 間
の辺にフローを流すことにより $MF(G_{s})\geq m_{s}$

が得られる.. $MF(G,)\leq m_{s}$ の証明
$U_{1},$ $U_{2}$ 間の辺のフローは 0 または 1 であり,
$U_{1}$ 中の頂点からフロー 1 が流れ $U_{2}$ 中の頂点
は高々 $s$ 個である. したがって, 最大フロー
$MF(G_{s})$ がとれれば, 最大フローにおいて使用
された $U_{1},$ $U_{2}$ 間の辺をマッチングとすること
で, マッチング数 $MF(G_{s})\leq m_{s}$ が得られる.

よって補題は成立する. 口

証明) $q$ の場合分けにより証明する.. $q=1$ のとき, Alternating Path $v_{1},$ $v_{1}’$ が存在
すると仮定すると, マッチング $(v\mathrm{i},v_{1})$ が存在
し, $s:1$ の最大マッチングに矛盾する.. $q\geq 2$ のとき, Alternating Path $v_{1},$ $v_{1}’,$ $\cdots$ ,

$v_{r},$ $v_{r}’,$ $\cdots,$ $v$q’ $v_{q}$’が存在すると仮定すると, $2\leq$

$r\leq q$ に対しマッチングに使用されている辺
($v_{r-1}’,$ $v$r) とマッチングに使用されていない辺
($v_{r}’$ , v\rightarrow とを交換することて $v_{r}$ は $s:1$ のマッ
チングを保存している. さらに, マッチング
$(v_{1}’, v1)$ が存在することになりマッチング数が
1 増えるので, $s$ : 1 の最大マッチングに矛盾
する.

よって補題は成立する. 口

7 Zigzag 法
Zigzag 法は $s$ : 1 の最大マッチング $\mathcal{M}_{s}$ におい

て, $N_{s}\neq\phi$ である場合に以下の処理により全体か
ら独立してスケジュールてきる頂点を求める方法て
ある. Zigzag 法は次のように定義される.

系 1 $s:1$ の最大マッチングの時間計算量は $O(|V|^{3})$

てある.

証明) 補題 1 より, カラザノフのアルゴリズムを
利用する. $f\mathit{5}f$

6 Alternating Path
二部グラフ $f_{G}$ (U2 $\mathrm{x}$ ( $U_{1}\backslash \{u_{1},$

$\cdots,$ $u$a})) 上の以
下の条件を満たす路 $v_{1},v\mathrm{i},$ $\cdots,v_{r},v_{r}’$ , $\cdot$ . ., $v_{q},v_{q}’$ を
Alternating Path1 と定義する.

$1\leq r\leq q$ に対して,

$L_{0}:=\emptyset$, $L_{\mathrm{O}}’:=N_{t}$ , $q:=0$

repeat
$q:=q+1$

$L_{q}:=\{u|u\in pred(L_{q-1}’)\cap U_{2}\}-\cup L_{j}j\leq q-1$

$L_{q}’:=\{u’|(u,u’)\in \mathcal{M}, \Lambda u\in L_{q}\}$

until $L_{q}=\phi$

$L:=\cup L_{j}j\leq q’ L’:=\cup j\leq qL_{j}’$

ここて $L_{q}\subseteq V$ より, この処理は高々 $|V|$ 回の
繰り返して停止する.. $v_{1}\in N_{s}\Lambda v_{q}’\in U_{2}\backslash M_{s}\Lambda v_{r}\in M_{s}’\Lambda v_{r}’\in U_{2}$. $(v_{\mathrm{r}-1}’, v_{r})\in \mathcal{M}$, $\Lambda(v_{r}’, v_{r})\in E’-\mathcal{M}_{\mathit{8}}$

$\overline{\mathrm{l}\mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{g}\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}}$Path[6]

性質 1 任意の $v\in L$ に対してある $v’\in N_{\epsilon}$ が存在
して, $v$ と $v’$ を結ぶマッチングに含まれない辺と
含まれる辺を交互に辿る路が存在する.
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$\ovalbox{\tt\small REJECT}^{\iota_{t}},\mathrm{I}l_{2}hl_{1}’ t_{\acute{0}_{1}}\Lambda h\Lambda’1|\mathrm{I}$

図 の最 マノチノグこおける 法

証明) 任意の $v_{r}\in L$ に対して $v_{r}\in L_{r}$ となる $L_{r}$

が存在する. $v_{r}$ に対し $L_{r}$ の定義からある $v_{r-1}’\in$

$L_{r-1}’$ が存在し, $(v_{r},v_{r-1}’)\in E’-\mathcal{M}_{s}$ てある. さら
に, $v_{r-1}’$ に対し $L_{r-1}’$ の定義からある $v_{r-1}\in L_{r-1}$

が存在し, $(v_{r-1}, v_{r-1}’)\in \mathcal{M}_{s}$ である. 同様の議論
を繰り返すことにより, $v_{r}$ から $N_{s}$ に含まれる頂
点への条件を満たす路が存在する. よって, 補題は
成立する. $\square$

補題 5 $k\leq e(v)<1.8k$ のとき, すべての $i$ $(0\leq$

$i< \frac{5}{13}k\Lambda i\in N)$ とすべての $x( \frac{5}{9}(k+i)\leq x\leq k-$

$1\Lambda x\in N)$ に対して, $opt\geq k+i$ かっ $e(u_{x})\geq i+1$

ならば, 次のいすれかが成立する.

(i). $e(u_{x+1})\geq i+1$

(ii). $opt\geq k+i+1$

(iii). 近似精度 $\frac{14}{9}$ でスケジュール可能. (このとき,
low(v) $= \max$( $e$ (v), $k+i$ ) と定義する. )

証明) $f\mathit{3}f$ とほぼ同様の手法により証明可能.

補題 6 $k\leq e(v)<1.8k$ のとき, すべての $i( \frac{5}{13}k\leq$

$i< \frac{1}{2}k\Lambda i\in N)$ とすべての $x( \frac{5}{9}(k+i)\leq x\leq k-$

$1\Lambda x\in N)$ に対して, $opt\geq k+i$ かつ $e(u_{x})\geq i+1$

ならば, 次のいすれかが成立する.

また, このとき Zigzag法で求めた頂点が $U_{2}\backslash M_{s}$

に存在しない事を証明する.

補題 3 $s$ : 1 の最大マッチングにおいて, $N_{s}\neq\phi$

のとき Zigzag 法により求められた集合 $L$ に対し
$L\cap(U_{2}\backslash M_{s})=\phi$ てある.

(i). $e(u_{x+1})\geq i+1$

(ii). $opt\geq k+i+1$

(iii). 近似精度 $\frac{14}{9}$ でスケジュール可能. (このとき
low(v) $= \max$ ($e(v),$ $k$ +i) と定義する. )

証明) $L\cap(U_{2}\backslash M_{s})\neq\phi$ とすると, ある $v\in$

$L\cap(U_{2}\backslash M_{\epsilon})$ が存在する. このとき, $v\in L$ より性
質 1 が成立し, かつ $v\in U_{2}\backslash M_{s}$ てあるので, $N_{e}$

から $v$ への Alternating Path が存在する.
よって, 補題 2 より $s:1$ の最大マッチングに矛

盾するので, 補題は成立する. 口

8 近似アルゴリズ\Delta

本節ては近似精度 $2- \frac{1}{2c}$ の近似アルゴリズムを
示す
タスク $v^{*}$ をスケジュールするプロセッサをメイン

プロセッサ, それ以外のプロセッサを外部プロセッ
サと呼ぶ. 以下では, タスクの集合 $X$ をプロセッ
サにスケジュールするとは, $X$ の全ての要素を下界
low-� lue の値の小さい順にプロセッサにスケジュ–
ルすることを表す.

補題 4 (flf)

証明) (i) が成立しない場合, (ii) または (iii) が
成立することを示す. $y=x+1\leq k,$ $a= \lceil\frac{14}{9}(k+$

$i)-2k\rceil<k$ とし,. e(u。+l) $<k$ のとき, $u\text{。}+1$ 以降を外部プロセッ
サてスケジュールし, 通信後残りの $a$ 個をメイ
ンプロセッサにスケジューノレすることて, (iii)
が成立する.. e(u。+l) $\geq k$ のときの証明を以下に示す、

1:1 の最大マッチングを $\mathcal{M}_{1}$ とする.. $m_{1}\leq k-i-1$ のとき, 以下のように $fSf$ と同
様の手法てスケジュールを行う. $u_{y}$ 以降のタス
クを外部プロセッサにスケジュールし, メイン
プロセッサ [こは時刻 0 から $pred(N_{1})\cup N_{1}$ をス
ケジュールし, 通信を待って $M_{1}’,$ {u1, $\cdot$ . ., u。}
をスケジュールすれば, $v$ のスケジュール時刻
の上界は $e(u_{y})+k+m_{1}+a< \frac{14}{9}\varphi t$ となり,
(iii) が成立する.. $m_{1}>k-i-1$ のとき,

(1) $p(v^{*})\leq\tau+1$ ならば, $v^{*}$ }よ時刻 $p(v^{*})$ てスケ
ジュールてき, 最適スケジュールとなる.

(Z) $e(v^{*})<\tau+1$ ならば, v*lよ時刻 $e(v^{*})$ てスケ
ジュールてき, 最適スケジュールとなる.

従って, 以下ては $p(v^{*})>\tau+1$ の場合について考
える. このとき $k(v^{*})=\tau+1$ てある. また opt(v*) \geq
$k(v^{*})$ てある. また, $v^{*},p(v^{*}),$ $k(v^{*})$ , opt(v*) を以下
ては単に $v,p,$ $k$ ,学と表記する. $v$ のすべての先祖
を -value の降順 [こソートしたものを $u_{1},$ $u_{2},$ $\cdots,$ $u_{p}$

とする.
補題 5, 6, 7 ては opt が下界 low(v) 以上てある
事を利用し段階的に opt の範囲を解析する.

- $N_{1}\neq\phi$ のとき, $N_{1}$ を始点とし Zigzag 法て
$L,$ $L’$ を求める.
$*|L\cup L’|>k+i$ ならば, $U_{2}\backslash L$ を外部プロ
セッサにスケジュールし時刻 $k+i$ まてに通
信する. $L,$ $U_{1}$ はメインプロセッサに時刻
0 からスケジューノレする. $L<x-a$ なの
て, $v$ のスケジューノレの上界は $|L\cup U_{1}|=$

$(x-a)+x< \frac{14}{9}o$pt より (iii) が成立す
る. $\mathfrak{G}\mathit{4}$)

$*|L\cup L’|\leq k+i$ ならば, $U_{2}\backslash L$ を外部プロ
セッサにスケジュールし時刻 $k+i$ まてに通
信する. $L,$ $L$’はメインプロセッサに時刻 0
からスケジューノレし, $U_{1}\backslash L$’は時刻 $k+i$ 以
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$\mathfrak{Y}$

$\epsilon \mathrm{l}\mathrm{b}\mathrm{l}\mathrm{g}\mathrm{z}\mathrm{a}\mathrm{g}\epsilon n_{1},\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\sqrt \mathrm{n}\triangleright}^{\wedge\cdot \mathrm{t}}k\epsilon \mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}4\mathrm{X}\Psi\wedgemathrm{y}\mathrm{t}\nu \mathrm{v}_{l}\mathrm{A}_{1u_{u}}2^{\cdot}’ 2$

降にスケジューノレする. $e(u_{x})\geq i+1$ より
$|L|>i$ なのて $|L’|>i$ であり, $v$ のスケジ
ュール時刻の上界は $k+i+(m_{1}-|L’|)+a<$

$k+i+((k-1-a)-i)+a \leq\frac{14}{9}\varphi t$ より
(iii) が成立する. $(\mathrm{H}\mathit{5})$

図

$*u*$

$\mathrm{g}\mathrm{z}\mathrm{a}\mathrm{g}\mathfrak{F}\mathrm{g}_{\mathrm{V}\backslash r\lambda\Psi j\mathrm{n}}mt_{l}*-.’\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\triangleright}^{\mathrm{r}}\mathrm{x}\tau\circ \mathrm{t}$}

$\iota_{14}\wedge \mathrm{y}\mathrm{n}\mathrm{t},/4l’ u$

,

- $N_{1}=\phi$ のとき,
$*x>\underline{k}4\underline{2\dot{l}}2$ ならば,

$\{u_{1}, \cdots,u_{x}\}$ のうち 1 個以上のタスクを
外部プロセッサにスケジュールすると,
$v$ のスケジューノレ時刻は $e(u_{x})\geq i+1$

より $e(u_{x})+k\geq k+i+1$ 以降となる.
$\{u_{1}, \cdots, u_{x}\}$ を全てメインプロセッサに
スケジュールする場合を考える.
$\circ B_{1}$ のうち $|B_{1}|-(i-a)$ 個未満のタ
スクをメインプロセッサにスケジュ–
ルすると, 通信を待って $B_{1}’$ の要素
$(i-a)+1$ 個以上をメインプロセッサ
にスケジュールすることになるのて,
$v$ のスケジューノレ時刻は $k+(i-a)+$
$1+a=k+i+1$ 以降となる.

$\circ B_{1}$ のうち $|B_{1}|-(i-a)$ 個以上のタ
スクをメインプロセッサにスケジュ–
ルすると, メインプロセッサにスケジ
ュールするタスクの個数が $|B_{1}|-(i-$

$a)+x$ 以上となり, $|B_{1}|-(i-a)+x=$

$(x-a)-i+a+x>k+i$ より $v$ の

スケジュール時刻は $k+i+1$ 以降と
なる.

$*x\leq-k\simeq_{2}\underline{2_{\dot{l}}}$ のときの証明を以下に示す.

2:1 の最大マッチングを $\Lambda 4_{2}$ とする.. $m_{2}>- \frac{1}{9}k+\frac{17}{9}i-2a+x$ ならば,

- $\{u_{1}, \cdots , u_{x}\}$ のうち 1 個以上のタスクを外部
プロセッサにスケジュールすると, $v$ のスケ
ジューノレ時刻は $e(u_{x})\geq i+1$ より $e(u_{x})+k\geq$

$k+i+1$ 以降となる
-{u1, $\cdot$ . . , $u_{x}$ } を全てメインプロセッサにスケ
ジュールすると,
$*B_{1}$ のうち $|B_{1}|-(i-a)$ 個未満または $B_{2}$

のうち $|B_{2}|-(i-a)$ 個未満のタスクをメ
インプロセッサにスケジュールすると, 通
信を待って $\bigcup_{j\geq 1}B_{j}’$ の要素 $(i-a)+1$ 個
以上または $\bigcup_{j>2}B_{j}’$ の要素 $(i-a)+1$ 個
以上をメインブロセッサにスケジュールす
ることになるので, $v$ のスケジュール時刻
は $k+(i-a)+1+a=k+i+1$ 以降と
なる.

$*B_{1}$ のうち $|B_{1}|-(i-a)$ 個以上かつ $B_{2}$

のうち $|B_{2}|-(i-a)$ 個以上のタスクをメ
インプロセッサにスケジュールすると, メ
インプロセッサにスケジュールするタスク
の個数が $|B_{1}|+|B_{2}|-2(i-a)+x$ 以上
となり $|B_{1}|+|B_{2}|-2(i-a)+x=m_{2}-$
$2(i-a)+x>k+i$ より $v$ のスケジュ–
ル時刻は $k+i+1$ 以降となる.. $m_{2} \leq-\frac{1}{9}k+\frac{17}{9}i-2a+x$ ならば, $N_{2}$ を始点と

し hgzag 法て $L,$ $L’$ を求める. $e(u_{x})\geq i+1$

$\mathrm{E}\text{し},m_{2}\leq-\frac{1}{9}k+\frac{\frac 1i\mathrm{q}_{7}}{9}i-\cdot 2a+x\text{より}|L|>i,|L’|>\text{て}b\text{る}$

.
のとき $m_{2}<$

$2(x-a)$ より, $\frac{13}{5}k\leq i<\frac{1}{2}k$ のとき $N_{2}$ は常
に存在する.
- $|L|> \frac{4}{\mathfrak{g}}k+\frac{22}{9}i-2a$ のとき

$*\{u_{1}, \cdots, u_{x}\}$ のうち 1 個以上のタスクを
外部プロセッサにスケジュールすると, $v$

のスケジュ– $\mathrm{K}\mathrm{s}$時刻は $e(u_{x})\geq i+1$ より
$e(u_{x})+k\geq k+i+1$ 以降となる.

$*\{u_{1}, \cdots, u_{x}\}$ を全てメインプロセツサにス
ケジュールし,

$L$ のうち $|L|-2(i-a)$ 個未満のタスク
をメインプロセッサにスケジュールする
と, $L$ のうち $2(i-a)+1$ 個以上のタスク
を外部プロセッサのみにスケジュールす
ることになり, 通信を待って $L’$ の要素
$(i-a)+1$ 個以上をメインプロセツサに
スケジューノレすることになるのて, $v$ の

スケジューノレ時刻は $k+(i-a)+1+a=$
$k+i+1$ 以降となる.
$L$ のうち $|L|-2(i-a)$ 個以上のタスク
をメインプロセッサにスケジュールする
と, メインプロセッサにスケジュールす
るタスクの個数が $|L|-2(i_{1}-a)+x$ 以上
となり, $|L|-2(i-a)+x> \frac{4}{9}k+\frac{22}{9}i$ -

$2a-2i+2a+ \frac{5}{9}(k+i)=k+i$ より $v$

のスケジュール時刻は $k+i+1$ 以降と
なる.

- $|L| \leq\frac{4}{9}k+\frac{22}{9}i-2a$ のとき,

$*|L|+|L’|>k+i$ のとき, $U_{2}\backslash L$ を外部プロ
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セッサにスケジュールし時刻 $k+i$ までに通
信する. $L,$ $U_{1}$ はメインプロセッサに時刻 0
からスケジュールする. $v$ のスケジュールの
上界は $|L \cup U_{1}|\leq\frac{4}{9}k+\frac{22}{9}i-2a+x\leq\frac{14}{9}o$pt
となり, (iii) が成立する.

$*|L|+|L’|\leq k+i$ のとき, $U_{2}\backslash L$ を外部
プロセッサにスケジューノレし時刻 $k+i$ ま
でに通信する. $L,$ $L’$ はメインプロセッサ
に時刻 0 からスケジュールし, $U_{1}\backslash L’$ は
時刻 $k+i$ 以降にスケジュールすると $v$ の

スケジューノレの上界は $k+i+|U_{1}\backslash L’|\leq$

$k+i+-kA^{\underline{2i}}2- \frac{1}{2}i<\frac{14}{9}o$pt となり, (iii) が
成立する.

よって補題は戒立する. 口

$e(u_{k})\geq 1$ のときは, どのようにスケジューノレ
したとしても $v$ のスケジュール時刻が $k+1$ 以
降になることを以下に示す 即ち, $opt>k+1$
が成立する.

-{u1, $\cdot$ . . , $u_{k}$ } のうち 1 個以上のタスクを外部
プロセッサにスケジュールすると, $v$ のスケ
ジュール時刻は $k+1$ 以降となる.

-{u1, $\cdot$ . . , $u_{k}$ } を全てメインプロセッサにスケ
ジュールすると, 時刻 1 以降にメインプロ
セッサにスケジュールするタスクの個数が $k$

以上になるので, $v$ のスケジュール時刻は
$k+1$ 以降となる.

一般に $opt\geq k+i,$ $x= \lceil\frac{5}{9}(k+i)\rceil$ の場合を考え
る. ただし, $1\leq i<0.8k$ .

補題 7 は $\frac{1}{2}k\leq i<\frac{11}{16}k$ と $\frac{11}{16}k\leq i<0.8k$ の 2
部で構成されている. ただし, 証明方法が同じなの
で 1 つの補題としてまとめた.

補題 7 $k\leq e(v)<1.8k$ のとき, すべての $i( \frac{1}{2}k$ \leq

$i<0.8k\Lambda i\in N)$ とすべての $x( \frac{5}{9}(k+i)\leq x\leq k-$

$1\Lambda x\in N)$ に対して, $opt\geq k+i$ かつ $e(u_{x})\geq i+1$

ならば, 次のいすれかが成立する.

(i). $e(u_{x+1})\geq i+1$

(ii). $opt\geq k+i+1$

(iii). 近似精度 $\frac{14}{9}$ でスケジュール可能. (このとき
low(v) $= \max$( $e$ (v), $k+i$ ) と定義する. )

証明) 補題 6 と同様の手法で証明可能. ただし,

$\frac{\frac{1}{?1}k1}{6}k\leq i<.8k\mathfrak{l}^{}..\text{関し^{}-}\mathrm{C}\mathfrak{l}\mathrm{h}\leq i<\frac{11}{16,0}k\mathfrak{l}^{}\text{関し^{}-}\mathrm{C}\mathfrak{l}\mathrm{J}3$

:
$1\text{の最大マ_{}j}\backslash \backslash 1\text{の最大^{}\vee}\tau\backslash \backslash y\text{チ}y\text{グチ_{\sqrt[\backslash ]{}}\text{グ_{}\ovalbox{\tt\small REJECT}}$

まて利用する.

補題 8 は補題 5, 6, 7 を使用して証明する.

補題 8 $k\leq e(v)<1.8k$ かつ $opt\geq k$ のとき, 以
下のいすれかが成立する.

$opt\geq 1.8k$

近似精度 $\frac{14}{9}$ でスケジュール可能.

証明) $x= \lceil\frac{5}{9}k$ \rceil とする.

. $e$ (ux) $\leq i$ のとき, $u_{x}$ 以降のタスクは時刻
$e$ (ux) でスケジュ–)できるのて, $u_{x}$ 以降の
タスクを外部プロセッサにスケジュールし, 通
信を待って残りの x–l 個のタスクをメイン
プロセッサにスケジュールすることで近似精度
$\frac{14}{9}$ のスケジュールとなる.

$e(u_{x})+k+(x-1)$ $\leq$ $\lceil\frac{14}{9}(k+i)\rceil-1$

$<$ $\frac{14}{9}$ り $t$. $e(u_{x})\geq i+1$ のとき, 補題 5, 6, 7の $(i)\sim(iii)$

のいすれかが成立する. (i) が成立する場合に
は, $x$ の値を 1 増やして補題 5, $\theta,$ $7$ を繰り返
し適用することにより, $e(uk)\geq i+1,$ $(ii),$ $(iii)$

のいすれかが成立する. $e(uk)\geq i+1$ のとき
は, どのようにスケジュールしたとしても $v$ の

スケジュール時刻が $k+i+1$ 以降になるので
(ii) が成立する.

よって, $i=\lceil 0.8k\rceil$ のとき, $opt\geq 1.8k$ または近
似精度 $\frac{14}{9}$ のスケジュールが得られる. $\square$

補題 9 $1.8k\leq low(v)<2k$ のとき, 近似精度 $\frac{14}{9}$

でスケジュール可能.

証明) $fSf$ とほぼ同様の手法により証明可能.

系 2 $k\leq low(v)<2k$ のとき, 近似精度 $\frac{14}{9}$ てスケ
ジュール可能.. $e(u_{x})=0$ のとき, $u_{x}$ 以降のタスクを外部プ

ロセッサにスケジュールし, 通信を待って残り
の x-l 個のタスクをメインプロセッサ [こスケ
ジュールすることで近似精度 $\frac{14}{9}$ のスケジュ–
ルとなる.

$e(u_{x})+k+(x-1)$ $\leq$ $\lceil\frac{14}{9}$k$\rceil-1$

$<$ $\frac{14}{9}\varphi$t. $e(u_{x})\geq 1$ のとき, 補題 5 が適用できるので
$(i=0)$ , 補題 5 の $(i)\sim(iii)$ のいすれかが成
立する. (i) が成立する場合には, $x$ の値を 1
増やして補題 5 を繰り返し適用することによ
り, $e(u_{k})\geq 1,$ $(ii),$ (iii) のいすれかが成立する.

補題 10 $2k \leq low(v)<\frac{7}{3}k$ のとき, 近似精度 $\frac{7}{4}$ て
スケジュール可能.

証明) 定義より $l\sigma w(u_{k})+$ k $\leq$ low(v) なのて
$low(u_{k})< \frac{4}{3}k$ である. $k\leq$ ん w(vk) $< \frac{4}{3}k$ [こつ

いて補題 5 と同様の手法て近似精度 $\frac{3}{2}$ て証明可能.
外部プロセッサに $u_{k+1}$ 以降をスケジュールした

後通信し, 残りの $k$ 個のタスクをメインプロセッサ
上にスケジュールするとことで, 近似精度 $\frac{7}{4}$ のス

ケジューリングが可能.

$\frac{3}{2}low(u_{k})+k+k$ $\leq$ $\frac{3}{2}(low(u_{k})+k)+\frac{1}{2}k$

$<$ 4l\epsilon rbひ (v)
口
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補題 11 $\frac{7}{3}k\leq low(v)<3k$ のとき, 近似精度 $\frac{7}{4}$ での場合, 各タスクのスケジュールでは二部グラフの構
スケジュール可能. 成・最大マッチング.Zigzag 法を高々 $k^{2}$ 回行うので

$k\leq e(v)<1.8k$ のすべてのタスクをスケジューノレす
証明) $k\leq low(v_{k})<2k$ について系 2 から近似精 る計算量は高々 $O$ ( k2|V|4) となる. $1.8k\leq e$ (v) の
度 $\frac{14}{9}$ でスケジュール可能であり, 補題 10 と同様 場合, すべてのタスクを 10w-value の降順にソート
の手法で証明可能. ロした後, タスク $v$ をスケジューノレする. $1.8k\leq e(v)$

の各タスクは $O$ (k) でスケジュールできるので, 合
系 3 $2k\leq low(v)<3k$ のとき, 近似精度 $\frac{7}{4}$ でス 計で $O$ (k|V|) となる.
ケジュール可能. よって, 本手法の計算量は全体て $O$ (k2|V|4) と

定理 1 すべての自然数 $c\geq 2$ について $ck\leq$
なる.

low(v) $<(c+1)k$ , 即ち $c=\lfloor 5\rfloor$ のとき, 近似
10 おわりに精度 $2- \frac{1}{2\mathrm{c}}$ でスケジュール可能.

本研究では, 通信遅延を考慮したタスクスケジュ–証明) $c$ に関する帰納法で証明する.
リング問題に対して, 多対一の最大マッチングを利. $c=2$ のとき, 即ち $2k\leq low(v)<3k$ のとき 用した Zigzag 法による新たな手法を提案し, $c=1$

については, 系 3 より成立する. $( \frac{7}{4}=2-\frac{1}{2\cdot 2})$ における近似精度を改善するとともに, $c\geq 2$ にお. $c\geq 3$ のとき, 定義より $k+low(u_{k})\leq low$ (v), いて近似精度 $2- \frac{1}{2\mathrm{c}}$ のアルゴリズムを与えた. ま

即ち low(uk)<ck. 帰納法の仮定により, $u_{k}$ た, 通信遅延による制約を除去した.
以降のタスクは $2_{\frac{2c-11}{}\mathrm{I}}-l\mathrm{o}v\sim(uO$ てスケジュー なお, 証明等の詳細は [4] を参照されたい.
ル可能である. $uk+1$ 以降のタスクを外部プロ
セッサにスケジュールし, 通信を待って残りの 謝辞
$k$ 個のタスクをメインプロセッサ [こスケジュ–

この研究の一部は栢森情報科学振興財団の助成をルすると, $v$ のスケジュール時刻の上界は以下
受けて遂行された.のようになり, 定理 1 が成立する. (図 $\theta$)
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