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1 はじめに

一般に, ある母数を持つ母集団分布から得られた無作為標本に基つく統計量を考え, そこに含ま
れるその母数に関する情報量を考えることは, その統計量の良さを知る上て非常に有用てある. た

とえば, 十分統計量は情報無損失てあるという特徴付けを行うことがてきる. 最近, 独立に同一の

連続型分布に従う確率変数から得られる記録値と記録時刻に含まれる情報量を調べることが盛ん
に行われている, たとえば, 母集団分布からの大きさ $n$ の無作為標本に含まれる情報量と $n$個の記

録値に含まれる情報量の比較が行われている (Ahmadi and Arghami $[\mathrm{A}\mathrm{h}\mathrm{A}\mathrm{r}01],$ [AhAr03]). また,

記録値の予測問題についても論じられている ( $[\mathrm{A}\mathrm{r}\mathrm{n}\mathrm{B}\mathrm{N}98],$ $[\mathrm{A}\mathrm{w}\mathrm{R}00],$ [HiAk02]).
本論では, 第 3節において, $[\mathrm{A}\mathrm{h}\mathrm{A}\mathrm{r}01]$ に従って, $n$個の記録値のもつ Fisher情報量と独立同分布

に従う $n$個の確率変数のもつ Fisher情報量の比較を行う. そして第 4節において, Hofmann and

Nagaraja [HON03] に従って, 連続型分布から得られた無作為標本に基つく上位 (下位) の記録値,

記録時刻, 最大 (最小) の記録値のもつ Fisher情報量について論じる. その上て, 第 42節において,

[HON03] では論じられていないガンマ分布 $G(\alpha, 1/\beta)$ の場合に, 実際に Fisher情報量の値を数値
的に求める. 第 5節において, 2 つの分布間の違いを評価できる Kullback-Leibler情報量を用いて,

記録値が含む情報量についても論じる ([YA03]). さらに, 第 6節において, 実際に降水量データに

基ついて記録値のもつ情報量についても検討する.

2 設定

確率変数 $X$ の (ルベーグ測度に関する) 確率密度関数 (p.d.f.) を $f$ (x, $\theta$ ) とする. ただし $\theta\in\Theta$ と

し, $\Theta$ を $R^{1}$ の開区間とする. また, $F$(x, $\theta$ ) を $f$ (x, $\theta$) の累積分布関数 (c.d.f.) とする. このとき, $X$

のもつ $\theta$ に関する Fisher(F) 情報量を

$I_{X}(\theta):=E_{\theta}\{$ $\{\frac{\partial}{\partial\theta}\log f(X,\theta)\}^{2}$

によって定義する. ここて, 積分の記号 Tで, $\theta$ に関して 2 回偏微分可能ならば, この Fisher情報量
は $I_{X}=E_{\theta}$ [ $-(\partial^{2}/\partial\theta^{2})\log f$ (X, $\theta)$ ] になり, 以後, この条件は満たされるものとする.
次に, $\theta_{1},$ $\theta_{2}\in\Theta$ について, $f($ ., $\theta_{2})$ に対する $f($ . , $\theta_{1})$ の識別をするために, Kullback-Leibler

(K-L) fflEt
$I( \theta_{1} : \theta_{2})=\int_{-\infty}^{\infty}f(x, \theta_{1})\log\frac{f(x,\theta_{1})}{f(x,\theta_{2})}dx$

を考える.
いま, $X_{1},$ $\cdots,$

$X_{n}$ をたがいに独立にいすれも p.d.f. $f$ (x, $\theta$), c.d.f. $F$(x, $\theta$ ) をもつ分布に従う確率

変数とする. 上位の記録時刻 (upper record time) $T_{m}$ , 上位の記録値 (upper record .value) $R_{m}$ を

$T_{1}:=1$ , $T_{m}:= \min\{j|j>T_{m-1,j}X>X\tau_{m-1}\}$ $(m=2, \cdots, n)$ ,
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$R_{m}:=X_{T_{m}}$ $(m=1, \cdots, n)$

と定義する. さらに, 下位の (lower) 記録時刻, 記録値も同様に,

$T_{1}:=1$ , $T_{m}:= \min\{j|j>T_{m-1},Xj<X_{T_{m-1}}\}$ $(m=2, \cdots, n)$ ,
R、$:=X_{T_{m}}$ $(m=1, \cdots, n)$

と定義される.

3 記録データの Fisher情報量
本節では, 第 2節の設定の下で [HON03] に従って, 記録値等に関する Fisher情報量を求める. そ
のために次の表記を用いる.

(i) $I_{RT}^{U}$ (n): 大きさ $n$ の無作為標本から得られた記録数を $N_{n}$ とし, 上位の記録値 $R:=(R_{1},$ $\ldots$ ,
$R_{N_{n}})$ と上位の記録時刻 $T:=(\eta, \cdots, T_{N_{n}})$ の組 $(R, T)$ のもっ $\theta$ に関する Fisher情報量

(ii) $I_{R}^{U}$ (n): 大きさ $n$ の無作為標本から得られた上位の記録値 $R$ のもっ $\theta$ に関する Fisher情報量

(iii) $I_{M}^{U}(n)$ : 大きさ $n$ の無作為標本から得られた最後 (最大) の記録値R、のもっ $\theta$ に関する Fisher
情輪量

また, 下位の記録値等に関しても, 同様の表記 $I_{HT}^{L}$ (n), $I_{R}^{L}$ (n), $I_{M}^{L}$ (n) を用いる.

注意 3.1 [HON03] においては言及されていないが, $X:=$ ($X_{1},$ $\cdots,$ $X$n) のもっ $\theta$ に関する $\mathrm{F}$ 情報量
を $I\mathrm{x}$ (\mbox{\boldmath $\theta$}) とするとき, $I_{X}-I_{RT}^{U}$ (n) を $(R, T)$ の情報量損失という. これは, $(R, T)$ が全標本 $X$ と比較
して, どれだけ情報を失うかを示す (非負値) 量と考えられる. 他の $I_{R}^{U}$ (n), $I_{M}^{U}$ (n), $I_{RT}^{L}$ (n), $I_{R}^{L}$ (n), $I_{M}^{L}(n)$

についても同様である.

3.1 Fisher情報量

ます, $X_{1},$ $\cdots,$ $Xn$ をたがいに独立にいすれも $\mathrm{p}.\mathrm{d}\cdot \mathrm{f}$ . $f$ (x, $\theta$), c.d.f. $F$ (x, $\theta$ ) をもっ分布に従う確率
変数とする. このとき, 最大の記録値 R、は順序統計量を用いれば, $Rm= \max 1\leq i\leq nXi=:X$(n) と
なるから, その $\mathrm{p}.\mathrm{d}.\mathrm{f}$. は,

$f_{Rm}(x, \theta)=nF(x$ , の $n-1f(x, \theta.)$

になる. ここて,
$\log fRm$ (x, $\theta$ ) $=1\circ \mathrm{g}n+\log f(x, \theta)+(n-1)1$og $F$ (x, $\theta$)

てあるから, 第 2節の $\mathrm{F}$ 情報量の定義より, 最大の記録値 R、のもっ $\mathrm{F}$ 情報量は,

$I_{M}^{U}(n)$ $=E_{\theta}[- \frac{\partial^{2}}{\partial\theta^{2}}1\mathrm{o}$ g $f_{R_{m}}(X, \theta)]$

$= \int_{-\infty}^{\infty}\{-\frac{\partial^{2}}{\partial\theta^{2}}\log f(x,\theta)-(n-1)\frac{\partial^{2}}{\partial\theta^{2}}\log F(x,\theta)$ } $nF^{n-1}(x,\theta)f(x, \theta)dx$ (3.1)

となる. 最小の記録値のもっ $\mathrm{F}$ 情報量 $I_{M}^{L}$ (n) につぃては, (3.1) において $F$ (x, $\theta$) を $1-F$ (x, $\theta$) と
すればよい.



次に, 記録値 $R$ , 記録時刻 $T$ の j.p.d工は

$f_{R,T}(r, t, \theta)=\prod_{i=1}^{m}f(r_{i}, \theta)\prod_{i=1}^{m}F^{\delta:}(r_{i}, \theta)$ (3.2)

と表される. ただし, $r_{1}<\cdots<fm’$ $t_{1}=1<t_{2}<\cdots<t_{m}\leq n,$ $m$ =1, $\cdot$ . . , $n,$ $\delta_{i}=t_{i+1i}-t-$

$1,$ $t_{m+1}=n+1$ とする. このとき, 上位の記録値と記録時刻の組 $(R,T)$ のもつ $\theta$ に関する $\mathrm{F}$ 情報

量は,

$I_{RT}^{U}(n)= \sum_{i=0}^{n-1}\int_{-\infty}^{\infty}\{-\frac{\partial^{2}}{\partial\theta^{2}}\log f(x,\theta)-i\frac{\partial^{2}}{\partial\theta^{2}}\log F(x, \theta)\}F^{i}(x, \theta)f(x, \theta)$ dx (3.3)

となる $([\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{N}03])$ . また, 下位の記録のもつ $\mathrm{F}$ 情報量 $I_{RT}^{L}(n)$ については, (3.3) において $F$ (x, $\theta$) を

$1-F$ (x, $\theta$) におきかえればよい.

注意 3.2(3.1), (3.3) より

I $\mathit{4}\tau(n)=\sum_{\dot{l}=1}^{n}\frac{1}{i}I_{M}^{U}(i)$ (3.4)

を得る. 下位の記録値等のもつ $\mathrm{F}$ 情報量に関しても, (3.4) と同様の関係式が成り立つ. これより,

上位 (下位) の記録値と記録時刻の組の $\mathrm{F}$ 情報量を求めたいときには, (3.3) を直接計算しなくても
よく, それぞれ, 最大 (最小) の記録値のみの $\mathrm{F}$ 情報量を考慮すれば (3.4) から求められるというこ
とになる.

記録値 $R$ の周辺確率密度関数 (m.p.d.f.) は, (3.2) において記録時刻 $T$ に関する周辺密度を考え
ることにより得られる. すなわち, 各記録時刻間の間隔である $\delta(m)$ を $\Delta(m)$ の中て動かすことに

より得られるのて,

$f_{R}(r)= \prod_{i=1}^{m}f(r_{j}, \theta)\sum_{\delta(m)\in\Delta(m)}\prod_{i=1}^{m}F^{\delta}:(r_{i},\theta)$ (3.5)

になる. ただし, $r_{1}<\cdots<r.m’$ $m=1,$ $\cdots,$ $n$ , $\delta(m):=$ ( $\delta_{1},$

$\cdots,$
$\delta$m), $\Delta(m):=\{(\delta_{1}, \cdots, \delta_{m})|$

$\sum_{i=1}^{m}\delta_{i}=n-m,$ $\delta$

b. .. , $\delta_{m}$ : 非負の整数} とする. これより, 上位の記録値 $R$ に含まれる $\mathrm{F}$ 情報

量 $I_{R}^{U}(n)$ は

$I_{R}^{U}(n)=E_{\theta}[\{$
$., \frac{\sum_{1=1}^{N_{n}}\ovalbox{\tt\small REJECT}_{i}\sum_{\delta(N_{n})\in\Delta(N_{n})}\Delta_{\dot{\mathrm{G}}}\prod_{j-1}^{N_{n}}-\partial F(R_{i},\theta)F^{\Delta_{\mathrm{j}}}(R_{j},\theta)}{\sum_{\delta(N_{n})\in\Delta(N_{n})}\prod_{i=1}^{N_{n}}F^{\Delta_{j}}(R,\theta)}.+\sum_{i=1}^{N_{n}}\frac{\partial}{\partial\theta}\log f(R_{1}., \theta)\}^{2}]$

(3.6)

となるが, これ以上の簡素化は難しい. そこて, 母数を位置, 尺度, 形状の場合に分けて考えると,

シミュレーションによって数値計算がてきる ([HON03]).
いま, 確率変数 $X$ の c.d.f. $F$ が次の形て表される場合に, それぞれの分布族の母数を $\theta$ とする.

(i) $F(x,\theta)=F_{0}(x-\theta)$ $(\theta\in R^{1})$ (位置母数),

(ii) $F(x,\theta)=F_{0}$ (h) $(\theta>0)$ (尺度母数),

(iii) $F(x,\theta)=F_{0}(x^{\theta})$ $(\theta\in R^{1})$ (形状母数).



このとき, 上位の記録値 $R$ のもつ $\theta$ に関する $\mathrm{F}$ 情報量は

$I_{R}^{U}(n)=h_{1}( \theta)E_{\theta}[\{\frac{A(\mathrm{Y}_{1},\cdots,\mathrm{Y}_{N_{n}})}{E(\mathrm{Y}_{1},\cdots,\mathrm{Y}_{N_{n}})}+C(\mathrm{Y}_{1}$ , $\cdot$ .. , $\mathrm{Y}_{N_{n}})\}^{2}]$ (3.7)

になる ([HON03]). ただし, $\mathrm{Y}_{1},$ $\cdot\cdot\tau$ , $\mathrm{Y}_{N_{n}}$ は分布 $F\mathit{0}$ から得られた記録値とし,

$A(y_{1}, \cdot\cdot. , y_{m})=$ coefficient of $s^{n-m-1}$ in $( \sum_{i=1}^{m}\frac{f_{0}(y_{i})h_{2}(y_{1})}{1-F_{0}(y_{1})s}.\cdot)(\prod_{i=1}^{m}\frac{1}{1-F_{0}(y_{i})s})$ ,

$B(y_{1}, \cdots,y_{m})=$ coefficient of $s^{n-m}$ i $\mathrm{n}$ $( \prod_{i=1}^{m}\frac{1}{1-F_{0}(y_{i})s})$

とする. また, $C,$ $h_{1},$ $h\mathrm{z}$ は位置母数, 尺度母数, 形状母数のそれそれの場合に対して,

$(\mathrm{i}’)$ C(y『. , $y_{m}$ ) $= \sum_{j=1}^{m}-\frac{f’’(y_{i})}{f_{0}(y_{1})}.’ h_{1}(\theta)=1,$ $h_{2}(y:)=-1$ ,

$( \mathrm{i}\mathrm{i}’)C(y_{1}, \cdots, y_{m})=m+.\sum_{1=1}^{m}\frac{yf_{0}’(y_{i})}{\mathrm{o}(y_{1})}j.’ h_{1}(\theta)=\frac{1}{\theta^{2}},$ $h_{2}(y_{1}.)=y_{1}.$ ,

$( \mathrm{i}\mathrm{i}\mathrm{i}’)C(y_{1}, \cdots, y_{m})=m+\sum_{i=1}^{m}(1+\frac{y_{\dot{*}}f_{0}’(y_{1})}{f_{0}(y_{i})}.)\log y:,$ $h_{1}( \theta)=\frac{1}{\theta^{2}},$ $h_{2}(y_{1}.)=y:\log y$:

とする. なお, T位の記録値 $R$のもつ $\theta$ に関する $\mathrm{F}$情報量 $I_{R}^{L}(n)$ については, (3.7) において $F$ (x, $\theta$ )
を $1-F$(x, $\theta$) に, $A$ を一 $A$ におきかえればよい.

3.2 ガンマ分布の堝合の記録データの Fisher情報量

第 3.1節において得られた記録値等の $\mathrm{F}$ 情報量の例として, [HON03] において指数分布の尺度母
数の場合が論じられている. しかし, この場合には情報量の計算が簡単てあるが, 特殊過ぎるため,
たとえば, T位の最小記録の情報量 $I_{M}^{L}$ は $n$ に関して一定となり, 標本の大きさが増えても変わら
ない. そこて, 本論において, 指数分布を憫 1りな場合として含むガンマ分布の場合に, 記録値等に含
まれる尺度母数に関する $\mathrm{F}$ 情報量を計算する. ます, $X_{1},$ $\cdots,$ $X_{n}$ をたがいに独立にいすれも p.d.f.

$f(x,\beta)=\{$
$\neq_{\Gamma\alpha}^{\alpha}x^{\alpha-1}e^{-\beta x}$ $(x>0)$ ,

0 $(x\leq 0)$

をもつガンマ分布 $G(\alpha, 1/\beta)$ に従う確率変数とする. ただし, $\alpha>0,$ $\beta$ \succ 0 とし $\alpha$ は既知とする.
ここて, $\alpha=1$ とすれば指数分布となることに注意. ます, 最大の記録値, 最小の記録値のもっ $\beta$ に
関する $\mathrm{F}$ 情報量をそれそれ求める. $\log f$(x, $\beta$) を $\beta$ で 2 回偏微分すると,

$\frac{\partial^{2}}{\partial\beta^{2}}\log f(x,\beta)=-\frac{\alpha}{\beta^{2}}$

であり, $\log F$(x, $\beta$), $\log$ ($1-F$(x, $\beta$)) の 2 回偏微分を求めるために, $F(x,\beta),$ $1-F$(x, $\beta$) を変形す
ると,

$F(x, \beta)=\int_{0}^{x}\frac{\beta^{\alpha}}{\Gamma(\alpha)}t^{\alpha-1}e^{-\beta t}dt=\frac{1}{\Gamma(\alpha)}\int_{0}^{\beta x}s^{\alpha-1}e^{-s}ds=:\frac{1}{\Gamma(\alpha)}\gamma$($\alpha$ , $\beta$x),
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$1-F(x, \beta)=\int_{x}^{\infty}\frac{\beta^{\alpha}}{\Gamma(\alpha)}t^{\alpha-1}e^{-\beta}tdt=\frac{1}{\Gamma(\alpha)}\int_{\beta x}^{\infty}s^{\alpha-1}e^{-s}ds=:\frac{1}{\Gamma(\alpha)}\Gamma$ ( $\alpha,\beta$x)

となる. ただし, $t>0$ について $\gamma(\alpha, t)$ , $\Gamma(\alpha, t)$ は

$\gamma$ (a, $t$ ) $= \int_{0}^{t}x’-1e^{-x}$dx, $\Gamma(\alpha, t)=\int_{t}^{\infty}x^{\alpha-1}e^{-x}dx$

て, それそれ第 1 種, 第 2種不完全ガンマ関数と呼ばれている. よって,

$\frac{\partial^{2}}{\partial\beta^{2}}\log F(x,\beta)=\frac{1}{\gamma(\alpha,\beta x)^{2}}\{\gamma$ ( $\alpha$ , $\beta$ x) $\frac{\partial^{2}}{\partial\beta^{2}}\gamma(\alpha, \beta x)-(\frac{\partial}{\partial\beta}\gamma$( $\alpha,\beta$x)) $2\}$

$\frac{\partial^{2}}{\partial\beta^{2}}\log(1-F(x,\beta))=\frac{1}{\Gamma(\alpha,\beta x)^{2}}\{\Gamma$ ( $\alpha,\beta$x) $\frac{\partial^{2}}{\partial\beta^{2}}\Gamma$ ($\alpha$ , $\beta$x)–($\frac{\partial}{\partial\beta}\Gamma$ ($\alpha,\beta$x)) $2\}$

となる. ここで,

$\frac{\partial}{\partial\beta}\gamma(\alpha,\beta x)=\beta^{\alpha-1}$x$\alpha-e\beta$x, $\frac{\partial}{\partial\beta}\Gamma(\alpha,\beta x)=-\beta^{\alpha-1}x^{\alpha}e^{-\beta x}$,

$\frac{\partial^{2}}{\partial\beta^{2}}\gamma(\alpha, \beta x)=\beta^{\alpha-2}x^{\alpha}e^{-\beta x}$($\alpha-\beta$x–1), $\frac{\partial^{2}}{\partial\beta^{2}}\Gamma(\alpha, \beta x)=-\beta^{\alpha-2}x^{\alpha}e^{-\beta x}$ ( $\alpha-\beta$x–1),

であるから,

$\frac{\partial^{2}}{\partial\beta^{2}}\log F(x,\beta)=\frac{1}{\gamma(\alpha,\beta x)^{2}}\beta^{\alpha-2}x^{\alpha}e^{-\beta x}\{\gamma(\alpha,\beta x)(\alpha-\beta x-1)-\beta^{\alpha}x^{\alpha}e^{-\beta x}\}$ ,

$\frac{\partial^{2}}{\partial\beta^{2}}\log(1-F(x,\beta))=-\frac{1}{\Gamma(\alpha,\beta x)^{2}}\beta^{\alpha-2}x^{\alpha}e^{-\beta x}\{\Gamma(\alpha,\beta x)(\alpha-\beta x-1)+\beta^{\alpha}x^{\alpha}e^{-\beta x}\}$

を得る. よって, (3.1) より

$I_{M}^{U}(n)= \int_{0}^{\infty}[\frac{\alpha}{\beta^{2}}-\frac{n-1}{\gamma(\alpha,\beta x)^{2}}\beta^{\alpha-2}x^{\alpha}e^{-\beta x}\{\gamma(\alpha,\beta x)(\alpha-\beta x-1)-\beta^{\alpha}x^{\alpha}e^{-\beta x}\}]$

. $n( \frac{\gamma(\alpha,\beta x)}{\Gamma(\alpha)})^{n-1}\frac{\beta^{\alpha}}{\Gamma(\alpha)}x^{\alpha-1}e^{-\beta x}dx$

$= \frac{\alpha}{\beta^{2}}-\frac{n(n-1)}{\beta^{2}\Gamma(\alpha)^{n}}\int_{0}^{\infty}\beta(\beta x)^{2\alpha-1}e^{-2\beta x}\gamma(\alpha,\beta x)^{n-3}\{\gamma(\alpha,\beta x)(\alpha-\beta x-1)-(\beta x)^{\alpha}e^{-\beta x}\}dx$

$= \frac{\alpha}{\beta^{2}}-\frac{n(n-1)}{\beta^{2}\Gamma(\alpha)^{n}}\int_{0}^{\infty}t^{2\alpha-1}e^{-2t}\gamma(\alpha,t)^{n-3}\{\gamma(\alpha,t)(\alpha-t-1)-t^{\alpha}e^{-t}\}d$t,

$I_{M}^{L}(n)= \int_{0}^{\infty}[\frac{\alpha}{\beta^{2}}+\frac{n-1}{\Gamma(\alpha,\beta x)^{2}}\beta^{\alpha-2}x^{\alpha}e^{-\beta x}\{\Gamma(\alpha,\beta x)(\alpha-\beta x-1)+\beta^{\alpha}x^{\alpha}e^{-\beta x}\}]$

$\downarrow n(\frac{\Gamma(\alpha,\beta x)}{\Gamma(\alpha)})^{n-1}\frac{\beta^{\alpha}}{\Gamma(\alpha)}x^{\alpha-1}e^{-\beta x}dx$

$= \frac{\alpha}{\beta^{2}}+\frac{n(n-1)}{\beta^{2}\Gamma(\alpha)^{n}}\int_{0}^{\infty}\beta(\beta x)^{2\alpha-1}e^{-2\beta x}\Gamma(\alpha,\beta x)^{n-3}\{\Gamma(\alpha,\beta x)(\alpha-\beta x-1)+\cdot(\beta x)^{\alpha}e^{-\beta x}\}dx$

$= \frac{\alpha}{\beta^{2}}+\frac{n(n-1)}{\beta^{2}\Gamma(\alpha)^{n}}\int_{0}$

oo
$t^{2\alpha-1}e^{-2t}\Gamma(\alpha,t)^{n-3}\{\Gamma(\alpha,t)(\alpha-t-1)+t^{\alpha}e^{-t}\}d$t



となる. すなわち,

$\beta^{2}I_{M}^{U}(n)=\alpha-\frac{n(n-1)}{\Gamma(\alpha)^{n}}\int_{0}^{\infty}t^{2\alpha-1}e^{-2t}\gamma(\alpha, t)^{n-3}\{\gamma(\alpha, t)(\alpha-t-1)-t^{\alpha}e^{-t}\}dt$,

$\beta^{2}I_{M}^{L}(n)=\alpha+\frac{n(n-1)}{\Gamma(\alpha)^{n}}\int_{0}^{\infty}t^{2\alpha-1}e^{-2t}\Gamma(\alpha,t)^{n-3}\{\Gamma(\alpha, t)(\alpha-t-1)+t^{\alpha}e^{-t}\}dt$ (3.8)

になる. 次に, (3.4) より記録値と記録時刻の組 $(R,T)$ については,

$\beta^{2}$ IH$T(n)= \sum_{i=1}^{n}\frac{1}{i}I_{M}^{U}(i)$

$= \alpha\sum_{i=1}^{n}\frac{1}{i}-\sum_{\dot{\iota}=1}^{n}\frac{i-1}{\Gamma(\alpha)^{i}}\int_{0}^{\infty}t^{2\alpha-1}e^{-2t}\gamma(\alpha,t)^{i-3}\{\gamma(\alpha,t)(\alpha-t-1)-t^{\alpha}e^{-t}\}dt$

$= \alpha.\sum_{1=1}^{n}\frac{1}{i}-\frac{1}{\Gamma(\alpha)^{3}}\int_{0}^{\infty}t^{2\alpha-1}e^{-2t}\{\gamma(0, t)(\alpha-t-1)-t^{\alpha}e^{-t}\}$

‘ $\{\sum_{\dot{l}=1}^{n}(i-1)\gamma^{*}(\alpha,t)|.-3\}dt$ (3.9)

となる. ただし, $\gamma^{*}(\alpha,t)=\gamma(\alpha, t)/\Gamma(\alpha)$ とする. (3.9) の最下行の $\{\cdots\}$ の和は, 等差数列と等比数
列の積の和として考えられるので, $S:=\{$ ... $\}$ とおけば,

$(1-\gamma^{*}(\alpha,t))s=\gamma(*\alpha,t)^{-1}+1+\gamma^{*}(\alpha,t)+\cdots+\gamma^{*}(\alpha,t)^{n-3}-(n-1)\gamma^{*}(\alpha,t)^{n-2}$

$= \frac{1-n\gamma^{*}(\alpha,t)^{n-1}+(n-1)\gamma^{*}(\alpha,t)^{n}}{\gamma^{*}(\alpha,t)(1-\gamma^{*}(\alpha,t))}$

となる. ここて, $\Gamma^{*}(\alpha, t):=\Gamma(\alpha,t)/\Gamma(\alpha)$ とすれば,

$\Gamma^{*}(\alpha, t)=\frac{1}{\Gamma(\alpha)}\int_{t}^{\infty}s^{\alpha-}\sim-tds=1-\frac{1}{\Gamma(\alpha)}\int_{0}^{t}s^{\alpha-1}e^{-t}ds=1-\gamma$’(o, $t$ )

てあるから,

$S= \frac{1-n\gamma^{*}(\alpha,t)^{n-1}+(n-1)\gamma^{*}(\alpha,t)^{n}}{\gamma^{*}(\alpha,t)\Gamma^{*}(\alpha,t)^{2}}$

となる. よって,

$\beta^{2}I_{RT}^{U}(n)=\alpha\sum_{\dot{\iota}=1}^{n}\frac{1}{i}-\frac{1}{\Gamma(\alpha)^{3}}\int_{0}^{\infty}t^{2\alpha-1}e^{-2t}\{\gamma(\alpha,t)(\alpha-t-1)-t^{\alpha}e^{-t}\}$

. $\frac{1-n\gamma^{*}(\alpha,t)^{n-1}+(n-1)\gamma^{*}(\alpha,t)^{n}}{\gamma^{*}(\alpha,t)\Gamma^{*}(\alpha,t)^{2}}dt$ (3.10)

を得る. 下位の記録値と記録時刻の組のもっ $\beta$ に関する $\mathrm{F}$ 情報量 $I_{RT}^{L}(n)$ も同様に,

$\beta^{2}$ IL$T(n)=. \sum_{1=1}^{n}\frac{1}{i}IG(i)$

$= \alpha.\sum_{1=1}^{n}\frac{1}{i}+.\sum_{1=1}^{n}\frac{i-1}{\Gamma(\alpha)^{i}}\int_{0}^{\infty}t^{2\alpha-1}e^{-2t}\Gamma(\alpha,t)^{i-3}\{\Gamma(\alpha,t)(\alpha-t-1)+t^{\alpha}e^{-1}\}dt$



$= \alpha\sum_{i=1}^{n}\frac{1}{i}+\frac{1}{\Gamma(\alpha)^{3}}\int_{0}^{\infty}t^{2\alpha-1}e^{-2t}\{\Gamma(\alpha, t)(\alpha-t-1)+t^{\alpha}e^{-t}\}$

. $\{\sum_{i=1}^{n}(i-1)\Gamma^{*}(\alpha,t):-3\}dt$

$=\alpha$ \iota 嫁 $+ \frac{1}{\Gamma(\alpha)^{3}}\int_{0}^{\infty}t^{2\alpha-1}e^{-2t}\{\Gamma(\alpha,t)(\alpha-t-1)+t^{\alpha}e^{-t}\}$

. $\frac{1-n\Gamma^{*}(\alpha,t)^{n-1}+(n-1)\Gamma^{*}(\alpha,t)^{n}}{\Gamma^{*}(\alpha,t)\gamma^{*}(\alpha,t)^{2}}dt$ (3.11)

となる. 最後に, $I_{R}^{U}$ (n) は $\beta$ が尺度母数てあるから (3.7) により与えられる. ただし, $\mathrm{Y}_{1},$ $\cdots$ , $\mathrm{Y}_{m}$ は

$G$ (\mbox{\boldmath $\alpha$}, 1), すなわち, $F_{0}(x)=\gamma^{*}(\alpha, x)$ をもつような分布から得られた記録値とし,

$A(y_{1}, \cdots,y_{m})=$ coefficient of $s^{n-m-1}$ in $(. \sum_{1=1}^{m}\frac{y_{i}^{\alpha}e^{-y}}{\Gamma(\alpha)(1-\gamma^{*}(\alpha,y_{1})s)}.\cdot.)(.\prod_{1=1}^{m}\frac{1}{1-\gamma^{*}(\alpha,y_{i})s})$ ,

$B(y_{1}, \cdot\cdot. , y_{m})=$ coefficient of $s^{n-m}$ in $( \prod_{i=1}^{m}\frac{1}{1-\gamma^{*}(\alpha,y)s})$

とする. さらに, $f\mathrm{o}(x)=(1/\Gamma(\alpha))x^{\alpha-1}e^{-x}$であり,

$f_{0}’(x)$ $= \frac{1}{\Gamma(\alpha)}x^{\alpha-2}e^{-x}(\alpha-x-1)$

となるから,

$C(y_{1}, \cdots, y_{m})=m+\dot{.}\sum_{=1}^{m}(\alpha-y_{i}-1)=\alpha m-\sum_{i=1}^{m}y$:

とすればよい. これらより,

$\beta^{2}$ IK(n) $=E_{\theta}[ \{\frac{A(\mathrm{Y}_{1},\cdots,\mathrm{Y}_{N_{n}})}{B(\mathrm{Y}_{1},\cdots,\mathrm{Y}_{N_{n}})}+\alpha$ N$n- \sum_{i=1}^{N_{n}}\mathrm{Y}_{i}\}^{2}$] (3.12)

となり, ここからシミュレーションによる数値計算により情報量の値が得られる. また, $I_{R}^{L}$ (n) に

ついても同様に,

$A(y_{1}, \cdot\cdot. , y_{m})=$ coefficient of $s^{n-m-1}$ in $( \sum_{i=1}^{m}\frac{y_{i}^{\alpha}e^{-yi}}{\Gamma(\alpha)(1-\Gamma^{*}(\alpha,y_{1})s)}.)(.\prod_{1=1}^{m}\frac{1}{1-\Gamma^{*}(\alpha,y_{1})s}.)$ ,

$B(y_{1}, \cdots, y_{m})=\mathrm{c}\mathrm{o}$efficient of $s^{n-m}$ in $(. \prod_{1=1}^{m}\frac{1}{1-\Gamma^{*}(\alpha,y_{\dot{*}})s})$

として,

$\beta^{2}$ IK(n) $=E_{\theta}[ \{-\frac{A(\mathrm{Y}_{1},\cdots,\mathrm{Y}_{N_{n}})}{B(\mathrm{Y}_{1},\cdots,\mathrm{Y}_{N_{\hslash}})}+\alpha N_{n}-\sum_{=1}^{N_{\hslash}}\mathrm{Y}_{i}\}^{2}$] (3.13)
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より, $\backslash ’\backslash \backslash \backslash$ ユレーションを用いて情報量の値を得る.
ガンマ分布 $G(\alpha, 1/\beta)$ は, $\alphaarrow\infty$ のとき, 正規分布に収束する. すなわち, 確率変数 $X$ が

$G(\alpha, 1/\beta)$ に従うとき, 規準化した $\{X-(\alpha/\beta)\}/(\sqrt{\alpha}/\beta)$ は標準正規分布 $N(0,1)$ に従う確率変数
に法則収束する.
ガンマ分布 $G(\alpha, 1/\beta)$ から得られた上位の最大の記録値に含まれる $\beta$ に関する $\mathrm{F}$ 情報量 $I_{M}^{U}(n)$

の値, 下位の最小の記録値に含まれる $\beta$ に関する $\mathrm{F}$ 情報量の値 $I_{M}^{L}$ (n) をそれぞれ求める (表 1, 2
参照). いま, ガンマ分布は \mbox{\boldmath $\alpha$}\rightarrow �のとき, 対称な正規分布に収束するから, $I_{M}^{U}$ (n) と $I_{M}^{L}$ (n) の相
対差は小さくなる (表 3 参照). これは指数分布, すなわち $\alpha=1$ の場合と著しく異なる点である.
また, $G(\alpha, 1/\beta)$ から得られた記録値と記録時間の組 $(R,T)$ に含まれる $\beta$ に関する情報量 $I_{RT}^{U}(n)$

およひ $I_{RT}^{L}(n)$ についても同様の傾向が見られる (表 4-6 参照). さらに, $G(\alpha, 1/\beta)$ から得られた
上位およひ下位の記録値に含まれる $\beta$ に関する情報量 $I_{R}^{U}$ (n) およひ $I_{R}^{L}(n)$ を繰り返し回数 200000
回のシミュレーションによって求め, その相対差を考察する (表 7-9 参照). これについても, シミュ
レーションの誤差のため若干のばらつきはあるが同様の傾向が見られる. さて, 記録時刻 $T$ の分布
は $\theta$ に依存しない, すなわち, $T$ は補助統計量てあることが知られているが, 表 4 と表 7, 表 5 と表
8 を比べると, シミュレーションによる誤差はあるものの記録値と記録時刻の組の $\mathrm{F}$ 情報量の値の
方が, 記録値のみの $\mathrm{F}$ 情報量の値よりもほとんどの場合で大きくなっていることが読みとれる. こ
のことに対し, 相対差をとったものを上位の場合, 下位の場合についてそれぞれ示す (表 10, 11 参
照). 表 10, 11 より, 記録時刻を含めることによる $\mathrm{F}$ 情報量への影響は, 標本の大きさ $n$ が大きく
なるほど大きくなることがわかる. また, 表 10 より, 上位の場合は $\alpha$ を大きくすると, 記録時刻を
含める影響が大きくなる傾向があるのに対し, 表 11 の下位の場合ては逆に影響が小さくなってい
く傾向があることが読みとれた.

$n$
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表 2: $G(\alpha, 1/\beta)$ から得られた最小の記録値に対する $\beta^{2}I_{M}^{L}$ (n) の値

$n$

表 3: $(I_{M}^{U}(n)-I_{M}^{L}(n))/I_{M}^{U}(n)$ の値

$\ovalbox{\tt\small REJECT}_{355}^{333}33553555535353355553335$

表 4: $G(\alpha, 1/\beta)$ から得られた記録値と記録時刻の組に対する $\beta^{2}I_{RT}^{U}(n)$ の値

$n$
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$n$

$n$

$n$
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表 8: $G(\alpha, 1/\beta)$ から得られた記録値に対する $\beta^{2}I_{R}^{L}(n)$ の値

$n\ovalbox{\tt\small REJECT}_{533}^{53333}3555355553533533555$

表 9: $(I_{R}^{U}(n)-I_{R}^{L}(n))/I_{R}^{U}$ (n) の値

$\ovalbox{\tt\small REJECT}_{555}^{5}535355043535553556$

表 10: $(I_{HT}^{U}(n)-I_{R}^{U}(n))/I_{R}^{U}$ (n) の値

$\ovalbox{\tt\small REJECT}_{3333}^{33}5335516655333533533335$
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表 11: $(I_{RT}^{L}(n)-I_{R}^{L}(n))/I_{R}^{L}$ (n) の値

$n$

4 記録データの Kullback-Leibler情報量
この節ては, 前節の $\mathrm{F}$ 情報量と同様にして, 母数 $\theta_{2}$ をもっ分布に対する母数 $\theta_{1}$ を持っ分布の EI」を

するために, 記録値等に関する K-L情報量 $I_{RT}^{U}$ (n; $\theta_{1},$ $\theta_{2}$ ), $I_{R}^{U}$ (n; $\theta_{1},$ $\theta_{2}$), $I_{M}^{U}$ (n; $\theta_{1},$
$\theta$2), $I_{HT}^{L}$ (n; $\theta_{1},$ $\theta_{2}$),

$I_{R}^{L}$ (n; $\theta_{1},$ $\theta_{2}$ ), $I_{M}^{L}$ (n; $\theta_{1},$ $\theta_{2}$) を用いて考察する ([YA03]).

4.1 Kullback-Leibler情報量

最大の記録値 R、は得られた無作為標本 $X_{1},$ $\cdots,$ $X_{n}$ の最大値てあり, 順序統計量 $X(1)\leq\cdots\leq$

$X(n)$ を用いれば $R_{m}=X(n)$ になる. このとき, その p.d.f. は

$f_{R_{m}}(x)=nF^{n-1}(x, \theta)f(x, \theta)$

であるから, 第 2 節の K-L 情報量の定義より, $R_{m}$ のもっK-L 情報量は,

$I_{M}^{U}(n; \theta_{1},\theta_{2})=\int_{-\infty}^{\infty}\{\log\frac{f(X_{1}\theta_{1})}{f(x,\theta_{2})}+$ (n-1) $\log\frac{F(x,\theta_{1})}{F(x,\theta_{2})}\}nF^{n-1}(x,\theta_{1})f(x, \theta_{1})dx$ (4.1)

になる. T位の記録値については $F$ を 1–F に変えればよい.
また, $(R, T)$ のもつ K-L 情報量は

$I_{RT}^{U}(n; \theta 1, \theta_{2})=E_{\theta_{1}}[\log\frac{f(R,T,\theta_{1})}{f(R,T,\theta_{2})}]$

$=E_{\theta_{1}}[. \sum_{*=1}^{N_{n}}\log\frac{f(R_{i},\theta_{1})}{f(R_{1},\theta_{2})}.]+E_{\theta_{1}}[\sum_{\dot{l}=1}^{N_{n}}\Delta$i $\log\frac{F(R,\theta_{1})}{F(R,\theta_{2})}..]$

$=:E_{1}+E_{2}$ (4.2)

となる. ここて,

$E_{1}= \sum_{m=1}^{n}E_{1}(m)$
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とし, 各 $m=1,$ $\cdots,$ $n$ について,

$E_{1}(m)= \int$ ... $\int_{r_{1}<\cdots<r_{m}}\sum_{\delta(m)\in\Delta(m)}\{\sum_{i=1}^{m}\log\frac{f(r_{i},\theta_{1})}{f(r_{i},\theta_{2})}\}\prod_{j=1}^{m}f(r_{j}, \theta 1)$ $\prod_{k=1}^{m}F^{\delta_{k}}(r_{k},\theta_{1})$ dr1.. $dr_{m}$

とする. このとき, E、(m) を計算すると,

$E_{1}(m)= \int$ ... $\int_{\Gamma 1}<\cdots<r_{m}\{\sum_{\dot{\iota}=1}^{m}\log\frac{f(r_{1},\theta_{1})}{f(r_{1},\theta_{2})}.\cdot\}\prod_{j=1}^{m}f(r_{j}, \theta 1)$$\sum_{\delta(m)\in\Delta(m)}\prod_{k=1}^{m}F^{\delta_{k}}(r_{k}, \theta_{1})$ dr1. . $dr_{m}$

となる. ここて, 十分小さい $s$ に対して,

$\sum$ $\prod F^{\delta_{k}}$

$(r_{k}, \theta m)=$ coefficient of $s^{n-m}$ in $\prod_{k=1}^{m}\frac{1}{1-F(r_{k},\theta)s}$ (4.3)
$\delta(m)\in\Delta$ (m) $k=1$

となるから,

$E_{1}(m)=\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{e}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}$ of $s^{n-m}$ in $\int$ ... $\int_{r_{1}<\cdots<r_{m}}\{.\sum_{1=1}^{m}\log\frac{f(r_{},\theta_{1})}{f(r\cdot,\theta_{2})}.\}\prod_{j=1}^{m}\frac{f(r_{j},\theta_{1})}{1-F(r_{j},\theta_{1})s}d$ r1.. $dr_{m}$

となる. さらに, この式の係数の項は,

$\int\cdots\int_{t1}<\cdots<t_{m}\{.\sum_{1=1}^{m}\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}.\frac{f(r_{i},\theta_{1})}{f(r_{i},\theta_{2})}\}\prod_{j=1}^{m}\frac{f(r_{j},\theta_{1})}{1-F(r_{j},\theta_{1})s}dr_{1}\cdots dr_{m}$

$= \frac{1}{m!}\int_{-\infty}^{\infty}\cdots\int_{-\infty}^{\infty}\{\sum_{i=1}^{m}\log\frac{f(r_{i},\theta_{1})}{f(r_{i},\theta_{2})}\}\prod_{j=1}^{m}\frac{f(r\cdot,\theta_{1})}{1-F(r_{j},\theta_{1})s}$

, d$r_{1}\cdots dr_{m}$

$= \frac{1}{(m-1)!}\int_{-\infty}^{\infty}(\log\frac{f(x,\theta_{1})}{f(x,\theta_{2})})\frac{f(x,\theta_{1})}{1-F(x,\theta_{1})s}dx\cdot(\int_{-\infty}^{\infty}\frac{f(y,\theta_{1})}{1-F(y,\theta_{1})s}dy)^{m-1}$

$= \frac{1}{(m-1)!}(-\frac{1}{s}\log(1-s))^{m-1}\int_{-\infty}^{\infty}(\log\frac{f(x,\theta_{1})}{f(x,\theta_{2})})(\sum_{i=0}^{\infty}F^{:}(x,\theta_{1})$ s$i)f(x, \theta_{1})$dx

となる. よって,

$E_{1}(m)=$ p $\frac{1}{(m-1)!}\int_{-\infty}^{\infty}(\log\frac{f(x,\theta_{1})}{f(x,\theta_{2})})F^{i}$(x, $\theta_{1}$ ) $f(x, \theta_{1})$ dx

.coefficient of $s^{n-:-1}$ in $(-\log(1-s))^{m-1}$

となるから,

$E_{1}= \sum_{m=1}^{n}E_{1}(m)$

$= \sum_{\dot{l}=0}^{n-1}\int_{-\infty}^{\infty}(\log\frac{f(x,\theta_{1})}{f(x,\theta_{2})})F^{i}(x,\theta_{1})f(x,\theta_{1})dx$

.coefficient of $s^{n-:-1}$ in $\sum_{m=1}^{n-\dot{l}}\frac{1}{(m-1)!}(-\log(1-s))^{m-1}$
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となる. ここで上式において, その係数部分は,

coefficient of $s”-1$ i$\mathrm{n}$ $\sum_{m=1}^{n-i}\frac{1}{(m-1)!}(-\log(1-s))^{m-1}$

$=$ coefficient of $s^{n-i-1}$ i $\mathrm{n}$ $\sum_{m=1}^{\infty}\frac{1}{(m-1)!}(-\log(1-s))^{m-1}$

$=$ coefficient of $s^{n-i-1}$ in $\exp(-\log(1-s))$

$=\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{e}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}$ of $s^{n-j-1}$ in $\frac{1}{1-s}$

$=1$ (4.4)

となる. よって,

$E_{1}= \sum_{i=0}^{n-1}\int_{-\infty}^{\infty}(\log\frac{f(x,\theta_{1})}{f(x,\theta_{2})})F^{i}(x, \theta_{1})f(x, \theta_{1})$ dx (4.5)

を得る. また, 同様にして,

$E_{2}= \sum_{m=1}^{n}E_{2}(m)$

と表すと,

$E_{2}(m)= \int$ . $.. \int_{r_{1}<\cdots<r_{m}}\sum_{\delta(m)\in\Delta(m)}\{.\sum_{*=1}^{m}\delta_{i}\log\frac{F(r_{i},\theta_{1})}{F(r_{i},\theta_{2})}\}\prod_{j=1}^{m}f(r_{j}, \theta 1)$ $\prod_{k=1}^{m}F^{\delta_{k}}(r_{k}, \theta_{1})$dr1.. $dr_{m}$

$= \int$ ... $\int_{r_{1}<\cdots<r_{m}}\{\sum_{i=1}^{m}\log\frac{F(\mathrm{r}i,\theta_{1})}{F(r\cdot,\theta_{2})}.\}\prod_{j=1}^{m}f(\Gamma j, \theta 1)$
$\sum_{\delta(m)\in\Delta(m)}\delta_{1}.\prod_{k=1}^{m}F^{\delta_{k}}(r_{k}, \theta_{1})$dr1.. $dr_{m}$

となる. ここて, 十分小さい $s$ に対して,

$\sum_{\delta(m)\in\Delta(m)}\delta_{i}\prod_{k=1}^{m}F^{\delta_{k}}(\mathrm{r}k, \theta)=\sum_{\delta(m)\in\Delta(m)}\frac{F(r_{i},\theta)}{f(r_{i},\theta)}\frac{\partial}{\partial r:}\prod_{k=1}^{m}F^{\delta_{k}}(r_{k}, \theta)$

$= \frac{F(r_{i},\theta)}{f(r_{\dot{l}},\theta)}\frac{\partial}{\partial r_{}}[\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{e}$fficient of $s^{n-m}$ in $\prod_{k=1}^{m}\frac{1}{1-F(r_{k},\theta)s}]$

$=\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{e}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}$ of $s^{n-m}$ i $\mathrm{n}$ $\frac{F(r_{1},\theta)s}{1-F(r_{\dot{\iota}},\theta)s}\prod_{k=1}^{m}\frac{1}{1-F(r_{k},\theta)s}$ (4.6)

てあるから,

E2 $(m)=$ coefficient of $s^{n-m}$ in

$\int\cdots\int_{1}r<\cdots<r_{m}\{\sum_{i=1}^{m}\log\frac{F(r_{i},\theta_{1})}{F(r_{j},\theta_{2})}\}\frac{F(r_{i},\theta_{1})s}{1-F(r_{i},\theta_{1})s}\prod_{j=1}^{m}f(r_{j}, \theta 1)$ $\prod_{k=1}^{m}\frac{1}{1-F(r_{k},\theta_{1})s}dr_{1}\cdots dr_{m}$

となる. さらに, この下行の項は,

$\int\cdots\int_{r<\cdots<r_{m}}1\{.\sum_{1=1}^{m}\log\frac{F(r_{i},\theta_{1})}{F(r_{i},\theta_{2})}\}\frac{F(r_{\dot{l}},\theta_{1})s}{1-F(r_{1},\theta_{1})s}.\prod_{j=1}^{m}f(r_{j}, \theta 1)$ $\prod_{k=1}^{m}\frac{1}{1-F(r_{k},\theta_{1})s}dr_{1}$ ... $dr_{m}$
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$= \frac{s}{m!}\int_{-\infty}^{\infty}\cdots\int_{-\infty}^{\infty}\{\sum_{i=1}^{m}\log\frac{F(r_{i},\theta_{1})}{F(r_{i},\theta_{2})}\}\frac{F(r_{i},\theta)}{1-F(r_{i},\theta)s}\prod_{j=1}^{m}\frac{f(r_{j},\theta_{1})}{1-F(r_{j},\theta_{1})s}dr_{1}\cdots dr_{m}$

$= \frac{s}{(m-1)!}\int_{-\infty}^{\infty}(\log\frac{F(x,\theta_{1})}{F(x,\theta_{2})})\frac{f(x,\theta_{1})F(x,\theta_{1})}{(1-F(x,\theta_{1})s)^{2}}dx$ $( \int_{-\infty}^{\infty}\frac{f(y,\theta_{1})}{1-F(y,\theta_{1})s}dy)^{m-1}$

$= \frac{s}{(m-1)!}(-\frac{1}{s}\log(1-s))^{m-1}\int_{-\infty}^{\infty}(\log\frac{F(x,\theta_{1})}{F(x,\theta_{2})})(\sum_{i=1}^{\infty}iF^{i}(x, \theta_{1})s^{i-1})f(x, \theta_{1})dx$

となり, この $i$ に関する和は 1 から $n-m$ まで考えれば十分てあるから,

$E_{2}(m)$ $= \sum_{i=0}^{n-m}\frac{i}{(m-1)!}\int_{-\infty}^{\infty}(1$og $\frac{F(x,\theta_{1})}{F(x,\theta_{2})})F^{i}(x, \theta 1)f(x,\theta_{1})$ dx

. coefficient of $s^{n-j-1}$ i $\mathrm{n}$ ( $-\log$ (1-s))$m-1$

となる. これより,

$E_{2}= \sum_{m=1}^{n}E_{2}(m)$

$= \sum_{i=0}^{n-1}i\int_{-\infty}^{\infty}$ (1Og $\frac{F(x,\theta_{1})}{F(x,\theta_{2})}$) $F^{i}(x, \theta_{1})f(x, \theta_{1})$ dx

.coefficient of $s^{n-i-1}$ in $\sum_{m=1}^{n-i}\frac{1}{(m-1)!}(-\log(1-s))^{m-1}$

$=. \sum_{1=0}^{n-1}i\int_{-\infty}^{\infty}(\log\frac{F(x,\theta_{1})}{F(x,\theta_{2})})F^{1}.(x, \theta_{1})f(x,\theta_{1})$dx (4.7)

となるから, (4.5) と (4.7) より,

$I_{RT}^{U}(n; \theta 1, \theta_{2})=\sum_{i=0}^{n-1}\int_{-\infty}^{\infty}\{\log\frac{f(x,\theta_{1})}{f(x,\theta_{2})}+i$$\log\frac{F(x,\theta_{1})}{F(x,\theta_{2})}\}F^{i}(x,\theta_{1})f(x, \theta_{1})$ dx (4.8)

を得る.

注意 4.3 (4.8) を $I_{M}^{U}(. ; \theta_{1}, \theta_{2})$ を用いれは

$I_{RT}^{U}(n; \theta 1, \theta_{2})=\sum_{\dot{*}=0}^{n-1}\iota$71 $\int_{-\infty}^{\infty}\{\log\frac{f(x,\theta_{1})}{f(x,\theta_{2})}+i\log\frac{F(x,\theta_{1})}{F(x,\theta_{2})}\}(i+1)F^{i}(x,\theta_{1})f(x, \theta_{1})dx$

$= \sum_{i=0}^{n-1}\frac{1}{i+1}I_{M}^{U}$ ($i+1;\theta$b $\theta_{2}$ )

$= \sum_{i=1}^{n}\frac{1}{i}I4(i;\theta 1, \theta_{2})$ (4.9)

になる.
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さらに $R$ のもつ K-L 情報量を考えると, $R$ の m.p.d.f. (3.5) を用いて,

Il$R(Un; \theta 1, \theta_{2})=E_{\theta_{1}}[\log\frac{f((R,\theta_{1})}{fR,\theta_{2})}]$

$=E_{\theta_{1}}[ \log\frac{\prod_{i=1}^{N_{n}}f((R_{i},\theta_{1})\sum_{\mathit{5}(N_{n})\in\Delta(N_{n})}\prod_{i=1}^{N_{n}}F^{\Delta_{i}}(R_{i},\theta_{1})}{\prod_{j=1}^{N_{n}}fR_{i},\theta_{2})\sum_{\delta(N_{n})\in\Delta(N_{n})}\prod_{i=1}^{N_{n}}F^{\Delta}\dot{\cdot}(R_{1},\theta_{2})}.]$

$=E_{\theta_{1}}[ \sum_{i=1}^{N_{n}}\log\frac{f((R,\theta_{1})}{fR_{1},\theta_{2})}.\cdot]+E_{\theta_{1}}[\log\frac{\sum_{\delta(N_{n})\in\Delta(N_{n})}\prod_{\dot{\iota}=1}^{N_{n}}F^{\Delta}\cdot(R_{i},\theta_{1})}{\sum_{\delta(N_{n})\in\Delta(N_{n})}\prod_{=1}^{N_{n}}F^{\Delta_{1}}(R_{\dot{*}},\theta_{2})}.\cdot.\cdot]$ (4.10)

になる. ここで, (4.10) の最後の行の右辺の第 1 項は (4.2) より $E_{1}$ に等しいのて (4.5) にょって求
まり, 第 2項は十分小さい $s$ に対して (4.3) と同様に考えれば,

$I_{R}^{U}(n; \theta 1, \theta_{2})=E_{1}^{U}+E_{\theta_{1}}[\log\frac{A^{U}(R)}{B^{U}(R)}]$ (4.11)

と表せる. ただし,

$E_{1}^{U}= \sum_{\dot{\iota}=0}^{n-1}\int_{-\infty}^{\infty}$ ($1o \mathrm{g}\frac{f(x,\theta_{1})}{f(x,\theta_{2})}$ ) $F^{i}$ ( $x,\theta$l) $f(x, \theta,)$dx,

$A^{U}(\mathrm{r})=$ coefficient of $s^{n-m} \mathrm{i}\mathrm{n}.\cdot\prod_{=1}^{m}\frac{1}{1-F(r_{\dot{2}},\theta_{1})s}$ ,

$B^{U}(\mathrm{r})=\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{e}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}$ of $s^{n-m}$ in $j \prod_{=1}^{m}\frac{1}{1-F(r_{\dot{l}},\theta_{2})s}$

とする. T位の記録値については, $E_{1}^{L},$ $A^{L}$ (r), $B^{L}$ (r) として $F$ を 1–F とおきかえたものを用い
ればよい. ここから, 情報量の値をシミュレーションによる数値計算にょって求めることができる.

4.2 指数分布の場合の記録データの K-L 情報量

いま, $X_{1},$ $\cdots,$ $X_{n}$ をたがいに独立にいすれも p.d.f.

$f(x, \theta)=\{$

$\theta e^{-\theta x}$ $(x>0)$ ,

0 $(x\leq 0)$

をもつ指数分布 $\mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{p}(1/\theta)$ に従う確率変数とする. ただし, $\theta>0$ とする. このとき,

1Og $\frac{f(x,\theta_{1})}{f(x,\theta_{2})}=\log\frac{\theta_{1}e^{-\theta_{1}x}}{\theta_{2}e^{-\theta_{2}x}}=-$ log $\frac{\theta_{2}}{\theta_{1}}-$ $(\theta_{1}-\theta_{2})$x,

$\log\frac{1-F(x,\theta_{1})}{1-F(x,\theta_{2})}=\log\frac{e^{-\theta_{1^{l}}}}{e^{-\theta_{2}x}}=-(\theta_{1}-\theta_{2})$x

となるので, (4.1) より最小の記録値のもつ K-L 情報量は,

$I_{M}^{L}$ ( $n;\theta$ l, $\theta_{2}$ ) $= \int_{0}^{\infty}\{-$ log $\frac{\theta_{2}}{\theta_{1}}-$ $(\theta_{1}-\theta 2)$x–(n-1) $(\theta_{1}-\theta_{2})x\}ne^{-(n-1)\theta_{1}x}\theta_{1}e^{-\theta_{1}x}dx$
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$=-$ log $\frac{\theta_{2}}{\theta_{1}}-(\theta_{1}-\theta_{2})\int_{0}^{\infty}n^{2}\theta_{1}xe-n\theta_{1}x$dx

$=-$ log $\frac{\theta_{2}}{\theta_{1}}-$ $( \theta_{1}-\theta 2)\cdot\frac{1}{\theta_{1}}$

$=:-$ log $\lambda-$ $(1-\lambda)$ $(4.12)$

となる. ただし, $\lambda:=\theta_{2}/\theta_{1}$ とする. また, (4.9) より, T位の記録値と記録時刻の組に対する K-L
情報量は,

$I_{HT}^{L}(n; \lambda)=\sum_{\dot{l}=1}^{n}\frac{1}{i}I_{M}^{L}(i;\lambda)$

$=$ $(- \log\lambda-(1-\lambda))\sum_{\dot{l}=1}^{n}\frac{1}{i}$ (4.13)

となる. 次に, 上位の場合の K-L 情報量について考察すると,

I 6 $(n; \theta 1, \theta_{2})=\int_{0}^{\infty}\{-\log\frac{\theta_{2}}{\theta_{1}}-(\theta_{1}-\theta_{2})x-(n-1)\log\frac{1-e^{-\theta_{1}x}}{1-e^{-\theta_{2}x}}\}n(1-e^{-\theta_{1}x})^{n-1}\theta 1e-\theta_{1}oe_{dx}$

$=-$ log $\frac{\theta_{2}}{\theta_{1}}-$ $( \theta_{1}-\theta_{2})\int_{0}$

”

$x\cdot n(1-e^{-\theta_{1}x})^{n-1}\theta$, $e^{-\theta_{1}x}$ dx

$-(n-1) \int_{0}^{\infty}$ (-log(1-e $-\theta_{1}x$ )) -$(1–\theta_{1}x)n-1\theta_{1}e-\theta_{1}x_{dx}$

$+$ (n-1) $\int_{0}^{\infty}$ (-log $(1-e^{-\theta_{2}x})$ ) $\cdot n(1-e^{-\theta_{1}x})^{n-1}\theta_{1}e^{-}01x$ dx

$=-$ 10g $\frac{\theta_{2}}{\theta_{1}}-$ $( \theta_{1}-\theta_{2})\int_{0}^{1}(-\frac{1}{\theta_{1}}\log(1-t))\cdot nt^{n-1}dt-(n-1)\int_{0}^{1}(-\log t)\cdot nt^{n-1}dt$

$+(n -1)$ $\int_{0}^{1}$ ( $-\log$(1-t$\theta_{2}$ /E1)). $n(1-t)^{n-1}dt$

となる. この第 2, 3, 4項の積分はそれぞれ,

$\int_{0}^{1}(-\frac{1}{\theta_{1}}\log(1-t))\cdot nt^{n-1}dt=\frac{n}{\theta_{1}}\sum_{i=1}^{\infty}\frac{1}{i}\int$o1 $t^{n+*-1}.dt$

$=$ $\frac{n}{\theta_{1}}\lim_{karrow\infty}\{\frac{1}{1(n+1)}+\frac{1}{2(n+2)}+\cdot$ . . $+ \frac{1}{k(n+k)}\}$

$= \frac{1}{\theta_{1}}\lim_{karrow\infty}\{\frac{1}{1}+\frac{1}{2}+\cdots+\frac{1}{n}-\frac{1}{k+1}-\frac{1}{k+2}-\cdots-\frac{1}{n+k}\}$

$= \frac{1}{\theta_{1}}\sum_{j=1}^{n}\frac{1}{j}$ ,

$\int_{0}^{1}$ (-log $t$ ) $\cdot nt^{n-1}dt=[-t^{n}\log t]_{0}^{1}$ 十 $\int_{0}^{1}t^{n-1}dt$

$= \frac{1}{n}$ ,
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$\int_{0}^{1}$ ( $-\log$(1-t$\theta_{2}$ /e1)) . $n(1-t)^{n-1}dt= \sum_{k=1}^{\infty}\frac{1}{k}\int_{0}^{1}t^{(\theta_{2}/\theta_{1})k}\cdot n(1-t)^{n-1}dt$

$= \frac{\theta_{2}}{\theta_{1}}\sum_{k=1}^{\infty}\int_{0}^{1}t^{(\theta_{2}/\theta_{\mathit{1}})k-1}(1-t)^{n}dt$

$= \frac{\theta_{2}}{\theta_{1}}\sum_{k=1}^{\infty}B(\frac{k\theta_{2}}{\theta_{1}},$ $n+1)$

となる. ただし, $B$ (., $\cdot$ ) はベータ関数とする. これより $\lambda=\theta_{2}/\theta_{1}$ として,

$I_{M}^{U}(n;\lambda)=-1\mathrm{o}$g $\lambda-$
$(1- \lambda)\sum_{j=1}^{n}\frac{1}{j}-\frac{n-1}{n}+\lambda$ (n-1) $\sum_{k=1}^{\infty}B(k\lambda, n+1)$ (4.14)

となる. さらに (4.9) より,

$\wedge \mathit{4}_{T(n;\lambda})=.\sum_{1=1}^{n}\frac{1}{i}I_{M}^{U}(i;\lambda)$

$=-$ log $\lambda.\sum_{1=1}^{n}\frac{1}{i}-$ $(1- \lambda)\sum_{i=1}^{n}\frac{1}{i}\sum_{j=1}^{i}\frac{1}{j}-\sum_{=j1}^{n}\frac{i-1}{i^{2}}+\lambda\sum_{i=1}^{n}(i-1)\sum_{k=1}^{\infty}B(k\lambda, i+1)$

(4.15)

として上位の記録値と記録時刻の組 $(R,T)$ のもつ K-L 情報量が得られる.
最後に, 記録値 $R$ のもつ K-L 情報量は

$E_{1}^{L}= \sum_{i=0}^{n-1}\int_{0}"(-\log\frac{\theta_{2}}{\theta_{1}}-(\theta_{1}-\theta_{2})x$ ) $e^{-:\theta}$ 1 $x\theta\sim-\theta_{1}$l$x$

$= \sum_{i=1}^{n}\int_{0}^{\infty}(-\log\frac{\theta_{2}}{\theta_{1}}-(\theta_{1}-\theta_{2})x)\theta_{1}e^{-i\theta_{1}x}dx$

$= \sum_{i=1}^{n}\{-\frac{1}{i}\log\frac{\theta_{2}}{\theta_{1}}-\frac{1}{i^{2}\theta_{1}}$ $(\theta_{1}-\theta_{2})$ }
$=-$ 10g $\lambda\sum_{i=1}^{n}\frac{1}{i}-$ $(1- \lambda)\sum_{=j1}^{n}\frac{1}{i^{2}}$ ,

$E_{1}^{U}=. \sum_{1=0}^{n-1}\int_{0}^{\infty}(-\log\frac{\theta_{2}}{\theta_{1}}-(\theta_{1}-\theta_{2})x)(1-e^{-\theta_{1}x})^{i}\theta_{1}$e $-\theta_{1}x$dx

$= \sum_{i=1}^{n}\int_{0}^{1}(-\log\lambda-(1-\lambda)(-\log(1-t)))t^{:-1}dt$

$= \sum_{i=1}^{n}\{-\frac{1}{i}\log\lambda-(1-\lambda)\sum_{j=1}^{\infty}\frac{1}{j(i+j)}\}$

$=- \log\lambda\sum_{i=1}^{n}\frac{1}{i}-(1-\lambda)\sum_{i=1}^{n}\frac{1}{i}\sum_{j=1}^{\dot{l}}\frac{1}{j}$ (4.16)
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となることから,

$A^{L}(r)=\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{e}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}$ of $s^{n-m}$ in $. \prod_{1=1}^{m}\frac{1}{1-e^{-\theta_{1^{f}}}\cdot s}.$ ’

$B^{L}(r)=\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{e}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}$ of $s^{n-m}$ in $. \prod_{1=1}^{m}\frac{1}{1-e^{-\theta_{2}r}\cdot s}$.

$A^{U}(r)=\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{e}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}$ of $s^{n-m}$ in $\prod_{i=1}^{m}\frac{1}{1-(1-e^{-\theta_{1^{f}i}})s}$ ,

$B^{U}(r)=\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{e}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}$ of $s^{n-m}$ in $\prod_{i=1}^{m}\frac{1}{1-(1-e^{-\theta_{2^{f_{1}}}})s}$.

として, (4.11) からシミュレーションによりその情報量の値が得られる.
指数分布 $\mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{p}(1/\theta)$ から得られた上位の最大の記録値に含まれる $f$ (rm’ $\theta_{1}$ ) のもつ $f$ (rm’ $\theta_{2}$ ) に

関する K-L 情報量 $I_{M}^{U}$ (n; $\lambda$) の値, 同様に下位の最小の記録値に含まれる K-L情報量の値 $I_{M}^{L}$ (n; $\lambda$)
をそれぞれ示す (表 12, 13 参照). ただし, $\lambda:=\theta_{2}/\theta_{1}$ とする. また, 上位と下位それそれの記録値
と記録時刻の組のもつ K-L 情報量を繰り返し回数 200000 回によるシミュレーションにより求め
た値を示す (表 14, 15 参照). さらに, 上位と下位それぞれの記録値のもつ K-L 情報量の値を示す
(表 16, 17 参照). K-L 情報量の性質として, 標本の大きさ $n$ が大きくなると情報量は増加するこ

と, $\theta_{1}=\theta_{2}$ すなわち $\lambda=1$ のとき K-L 情報量は 0 となること, また, $\theta_{1}$ と $\theta_{2}$ に関して非対称てあ
ることが表から読みとれる. さらに, 表 14, 15 の記録値と記録時刻の組のもつ K-L 情報量の値は,
表 16, 17 の記録値の K-L 情報量よりもそれぞれ若干大きくなっていることがわかる. 記録時刻 $T$

の分布は母数 $\theta$ には依存しないことがわかつているが, 記録時刻を考慮した方が情報量の値が大き
くなるという結果を得た. このことについて, 表 14 と表 16 の相対差を求めたものを表 18 に示す.

表 18 から記録時刻を考慮することによる情報量への影響は, 標本の大きさ $n$ が大きくなるほど大

きく, また $\lambda$ の値が 1 に近いとき, すなわち 2つの分布が非常に接近しているときほど大きくなる
ことがわかる. また, 表 15 と表 17 の相対差を表 19 に示す, 上位のときと類似した結果が得られた
が, $\lambda>1$ のときには $\lambda$ の値を変えてもあまり変化がないという結果が得られた.
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5 結合分布の場合の記録データに関する K-L情報量
第 4節において, 2 つの分布の識別を記録値に関する K-L 情報量を用いて考察したが, もっと明

確にするために, 2 つの分布を結合させて考える. 本節ては指数分布と正規分布の結合分布に対す
る指数分布の識別をするために記録値に関する K-L情報量について検討する.
ます, 平均 1 の指数分布 $\mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{p}(1)$ の p.d.f. を $f_{1}$ とし, ある任意の正数 $c$ より小さい区間ては $\mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{p}(1)$

で, $c$以上の区間では正規分布 $N($\mu , $\sigma^{2})$ となるように結合させた分布の p.d.f. を $f_{2}$ , すなわち,

$f_{2}(x)=\{$

$e^{-x}$ $(0\leq x<c)$ ,

$\frac{1}{\sqrt{2\pi}\sigma}e^{-\llcorner x_{2\sigma}}-\not\in^{\mathrm{L}^{2}}$ $(x\geq c)$ ,

0 (その他)

を考える. ただし, $\mu,$ $\sigma$ は,

$\{$

$\frac{1}{\sigma}\phi(\frac{c-\mu}{\sigma})=e^{-c}$ ,

$\Phi(\frac{c-\mu}{\sigma})=1-e^{-\mathrm{c}}$

より $c$ の関数として定まるものとし, $\Phi,$ $\phi$ はそれぞれ $N(0,1)$ の c.d.f., p.d.f. とする. このとき, 結
合点 $c$ の値を変えながら記録データに関する K-L 情報量の挙動を調ぺる. そこで, $c$ が p.d.f. $f_{2}$ を
もつ分布の中央値になる場合, すなわち, $\mathrm{c}=\log 2$ の場合に, $f_{2}$ に対する五の記録データに関する
K-L 情報量を求める (図 1, 表 20 参照). 表 20 上り, 上位の記録データに関する K-L 情報量は標本
の大きさ $n$ が大きくなるにつれて増加し, その情・報量損失は小さいように見える. 一方, 最小の記
録値に関する K-L 情報量は $n$ が大きくなると著しく減少する傾向が読みとれ, このことは, $n$ が増
加すればするほど最小の記録値は $fi$ (x) と $f_{2}$ (x) の重複部分からデータが得られる可能性が高く ,
どちらの分布から得られたのか a1Jが困難になるためと考えられる. また, 下位の記録値と記録時
刻の組に関する K-L情報量は, (4.9) より, 最小の記録値の和の形て表されるため, 減少することは
ないが, 最小の記録値に関する K-L情報量が著しく減少してぃるため, $n$ が大きくなっても次第に
増加しなくなる傾向が見られた. さらに, 下位の記録値に関する K-L 情報量も $n$ が大きくなるにっ
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れて減少しているが, これは表 19 で見たように, $n$ が大きくなると記録時刻を含めて K-L 情報量
を考慮する影響が大きくなるということが表れていると考えられる.

図 1: $f1(x)$ (点線) と $f_{2}(x)$ (実線) $(c=\log 2^{\cdot}=. 0.693)$

次に, この $c$ の値を変えて同様の考察を行う. ます、 $f_{1}$ と $f_{2}$ の相異部分が多い $c=0.1$ の揚合に

ついて記録データのもつ K-L 情報量を求める (図 2, 表 21 参照). この場合にも, 表 20 と同様の傾
向がみられるが, 分布の相異部分が多いことから全体的に情報量の値は大きくなっている. また,

最小の記録値に関する K-L 情報量の減少のスピードも表 20 の場合に比べて遅くなっている.

図 2: $f1$ (x)(点線) と $f_{2}$ (x)(実線) $(c=0.1)$
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また, 五と $f_{2}$ の相異が比較的少ない $c=1$ の場合に, 同様の考察を行う (図 3, 表 22 参照). この
場合には, 2 つの分布の相異が比較的少ないため 2 っの分布の識別が難しくなることから, 全体的
に情報量の値が小さくなっている. そして, $f_{1}$ と $f_{2}$ の相異が上位の部分にしがないことがら, 上位
の記録値と記録時刻の組のもっK-L 情報量に対して, 最大の記録値のもっK-L情報量の情報量損
失は小さくなっている. さらに, 最小の記録値に関する K-L 情報量の減少のスピードは, 表 20 の
場合に比べて速くなっていることがわかる.

図 3: $f1(x)$ (点線) と $f_{2}(x)$ (実線) $(c=1)$
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さらに, 平均 $\lambda$ の指数分布 $\mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{p}(\lambda)$ の p.d.f. を五とし, ある正数 $c$ より小さい区間では $\mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{p}(\lambda)$ で

$c$ 以上の区間では正規分布 $N($\mu , $\sigma^{2})$ となるように結合させた分布の p.d.f. を $f_{2}$ とする, すなわち

$f_{2}(x)=\{$

$\frac{1}{\lambda}e^{-x/\lambda}$ $(0\leq x<c)$ ,

$\frac{1}{\sqrt{2\pi}\sigma}e^{-\llcorner-\#^{\llcorner^{2}}}x_{2\sigma}$ $(x\geq c)$ ,

0 (その他)

とする. このとき, $0<\alpha<1$ について

$\alpha=\int_{0}^{\mathrm{c}}f_{1}(x)dx=\int_{0}^{\mathrm{c}}\frac{1}{\lambda}e^{-x/\lambda}dx$

とすると, $c=-\lambda\log(1-\alpha)$ になり, $c$ は $\lambda$ に依存する. また, $k>0$ について

$k \alpha=\int_{\mathrm{c}}^{\infty}f_{2}(x)dx=\int_{c}^{\infty}\frac{1}{\sigma}\phi(\frac{x-\mu}{\sigma})dx=\Phi(\frac{\lambda\log(1-\alpha)+\mu}{\sigma}$ ) (5.1)

とし,

$f_{1}(-\lambda\log(1-\alpha))=f_{2}(-\lambda\log(1-\alpha))$

とすれば,

$\frac{1-\alpha}{\lambda}=\frac{1}{\sigma}\phi(\frac{\lambda\log(1-\alpha)+\mu}{\sigma})$ (5.2)$\cdot$

となる. ここて, (5.1), (5.2) をみたすように $\mu,$ $\sigma$ を定めると, これらは $\lambda$ に依存する. そこて, $\alpha,$
$k$

の値を予め定めて, $\lambda$ の値, すなわち $c$ の値をいろいろ動かしてみると, $f_{2}$ に対する $f1$ の記録デー
タに関する K-L情報量は数値的に変化しないことが分かる. このことは, その情報量が結合点 $c$ に

よって分割された $f_{2}$ の面積比に起因すると考えられ, 十分な解明が求められる.

6 応用例

この節では, 気象データを用いて実際に記録データから得られる情報量について数値的に考察を
行う. 気象庁ホームゝ– $\grave{{}^{\backslash }\grave{\grave{\sqrt}}}$

$(\mathrm{h}\mathrm{t}\mathrm{t}\mathrm{p}://\mathrm{w}\mathrm{w}\mathrm{w}.\mathrm{j}\mathrm{m}\mathrm{a}.\mathrm{g}\mathrm{o}.\mathrm{j}\mathrm{p}/)$による日別降水量データのヒストグラム{こつ
いて, 最尤推定量を用いた指数分布の当てはめがよいと思われる (図 4参照).

図 4: 東京の降水量データのヒストグラムと指数分布の当てはめ
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そこで, いま降水量データがたがいに独立にいすれも $\mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{p}(1/\theta)$ に従うと仮定し, そこから得られ
る記録データのもつ情報量の解析を行う. また, 指数分布 $\mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{p}(1/\theta)$ に従う確率変数 $X_{1},$ $\cdots,$ $X_{n}$ の

和 $X_{1}+\cdots+Xn$ はガンマ分布 $G$ (n, $1/\theta$ ) に従うことから, 月間降水量はガンマ分布への当てはめ
がよいと考えられる. 以上のことを前提として, 月間降水量データから得られる記録データの $\mathrm{F}$ 情
報量, 日別降水量データから得られる記録データのもっK-L 情報量について考察する.

6.1 月間降水量から得られる記録データのもつ $\mathrm{F}$ 情報量

次は, 札幌 (S), 東京 (T), 那覇 (N) の 3 地点を用いて, それぞれの観測開始年てある 1961年が
ら 2003年まての 6月の月間降水量のデータ (標本の大きさ $n=43$ , 単位: $\mathrm{m}\mathrm{m}$) てある.

$S=\{32.8,55.8,84.3$ ,158.6, 46.1, 96.3, 123.2, 38.0, 102.0, 95.5, 81.5, 87.0, 13.0, 101.5, 67.0,
78.5, 7.5, 91.5, 48.0, 125.5, 50.0, 52.5, 59.0, 38.0, 9.0, 23.5, 17.0, 79.5, 91.0, 37.5, 28.0, 25.5,
73.5, 5.5, 35.0, 29.0, 21.0, 83.0, 32.5, 50.5, 42.0, 64.5, 68.5},

$T=\{305.5$ ,244.5, 248.2, 139.9, 219.5, 510.2, 109.3, 175.0, 187.5, 218.0, 91.5, 107.0, 121.5, 204.5,
106.5, 186.0, 202.5, 104.0, 63.0, 172.5, 103.0, 224.5, 198.0, 202.0, 381.0, 138.0, 120.5, 198.0,
205.0, 68.0, 142.0, 237.0, 260.0, 144.5, 185.5, 36.0, 170.5, 150.5, 192.5, 232.0, 144.5, 151.5,
85.0},

$N=\{101.1,239.0,75.2$ ,439.3, 515.9, 355.0, 472.0, 256.5, 602.5, 211.5, 180.0, 340.5, 168.0, 240.0,
527.5, 188.0, 289.0, 250.0, 228.0, 20.0, 43.0, 269.0, 161.0, 97.5, 181.0, 120.5, 430.5, 162.5,
159.0, 310.0, 43.5, 292.0, 113.0, 139.0, 269.5, 103.0, 334.5, 379.5, 123.5, 186.5, 151.5, 290.5,
222.0}.

これらの観測値から得られる上位 (T位) の記録値およひ記録時刻は

$R_{s}^{U}=\{32.8,55.8,84.3,158.6\}$ , $T_{S}^{U}=\{1,2, 3, 4\}$ ,
$R^{L}s=\{32.8,13.0,7.5,5.5\}$ , $T_{S}^{L}=\{1,13, 17, 34\}$ ,
$R_{T}^{U}=$ {305.5, 510.2}, $T_{T}^{U}=\{1,6\}$ ,
$R_{T}^{L}=$ {305.5, 244.5, 139.9, 109.3, 91.5, 63.0, 36.0}, $T_{T}^{L}=\{1,2, 4, 7, 11, 19, 36\}$ ,

$R_{N}^{U}=$ {101.1, 239.0, 439.3, 515.9, 602.5}, $T_{N}^{U}=\{1,2, 4, 5, 9\}$ ,
$R_{N}^{L}=$ {101.1, 75.2, 20.0}, $T_{N}^{L}=\{1,3,20\}$

となる. ただし上から順に, 上位の札幌, 下位の札幌, 上位の東京, 下位の東京, 上位の那覇, 下位の
那覇の記録データてあり, 左側が記録値, 右側が記録時刻の値を示している.
さて, これらの記録データのもっ $\mathrm{F}$ 情報量の値を考察したい. いま, 月間降水量のデータは, た

がいに独立にいすれもガンマ分布 $G(\alpha, 1/\beta)$ に従うものとする. 確率変数 $X$ が $G(\alpha, 1/\beta)$ に従う
とき,

$E(X)= \frac{\alpha}{\beta}$ , $V(X)= \frac{\alpha}{\beta^{2}}$

より,

$\beta=\frac{E(X)}{V(X)}$ , $\alpha=\beta$E(X)
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となるので, $\beta,$ $\alpha$ のそれぞれの推定量として,

.
$= \frac{\overline{X}}{S^{2}}$ , $\cdot=\hat{\beta}\overline{X}$

をとる. ただし, $\overline{X}=(1/n)\sum_{1=1}^{n}.X_{i},$ $S^{2}=(1/(n-1)) \sum_{i=1}^{n}(X_{i}-\overline{X})^{2}$ とする. ここで $\alpha,\beta$ の代

わりに, それぞれ $\hat{\alpha},\beta$

^

を用いて, 月間降水量データのヒストグラムにガンマ分布の当てはめを行う
(図 5 参照).

図 5: 月間降水量のヒストグラムとガンマ分布の当てはめ (左: 札幌, 中央: 東京, 右: 那覇)

さらに, $\hat{\alpha}$ を用いて, $\alpha$ が既知のときの尺度母数 $\beta$ に関する記録データのもつ $\mathrm{F}$ 情報量を求める.
$G(\alpha, 1/\beta)$ に関する記録データのもつ $\mathrm{F}$ 情報量は, (3.8), (3.10)\sim (3.13) により得ちれていたから,

札幌, 東京, 那覇それぞれの記録データに関して数値計算を行うと表 23 が得られる.

さらに, 各地点の情報量を $\hat{\beta}$ を用いて, 数値的に比較すれば表 24 のようになり, これから上位およ

ひ下位の記録値の情報量損失 $Ix(\beta)-I^{U}$. (n), $Ix(\beta)-I^{L}$. (n) の近似値が得られ, 上位の方が下位
よりも記録値の情報量損失が少ないことがわかる.

する K-L 情報量による解析を行う.

6.2 日別降水量から得られる記録データのもつ K-L情報量

次に, 日別降水量のデータに関してその記録データのもつ K-L 情報量について考察する. 6.1 節
と同様に, 札幌 (S), 東京 (T), 那覇 (N) の 3 地点を選ひ, ここては特に 6 月 23 日から 6 月 25 $\text{日}$ の

3 日間の降水量データに注目し, そのデータの解析を行う. 1961 年から 2003 年まての降水量デー
タ (標本の大きさ $n=43$ , 単位: $\mathrm{m}\mathrm{m}$) は, ます, 6 月 23 田こ関しては,
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$S_{6/23}=\{0.1,0,0.1,0.5,2.6,0,0,0,1.0,0,0,0,0.5,0,0,15.0,0,0,1.5,0,1.5,0,0,0,0,0,0$ ,
0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 4.0, 0},

$T_{6/}23=${9.8,0.7, 0, 0, 0, 11.5, 2.0, 0, 4.5, 0, 0, 2.0, 8.5, 2.0, 2.5, 0, 3.5, 30.0, 0, 0, 7.5, 1.5, 0.5,
73.0, 0.5, 0, 0, 0, 41.5, 0, 11.5, 42.0, 37.0, 0, 11.5, 0, 1.0, 0, 0, 9.0, 0, 0.5, 0.5},

$N_{6/23}=\{0.1,6.2,0,0,24.5,0,0,1.5,61.5,0,0,0,0,39.0,0,0,17.0,0,3.5,0,0,1.0,0,0,0,0$,
33.0, 0.5, 63.5, 0, 15.0, 0, 8.5, 0, 0, 0, 0, 1.5, 0, 0, 0, 0, 0}

となり, ここから得られる記録データは,

$R_{S_{6/2\theta}}^{U}=\mathrm{f}0.1,0$ .5,2.6, 15.0}, $T_{S_{6/23}}^{U}=$ {1,4, 5, 16},
$R_{S_{6/23}}^{L}=\{0.1,0\}$ , $T_{S_{6/23}}^{L}=\{1,2\}$ ,
$R_{T_{6/23}}^{U}=$ {9.8,11.5, 30.0, 73.0}, $T_{T_{6/28}}^{U}=$ {1,6, 18, 24},
$R_{T_{6/28}}^{L}=\{9.8,0.7,0\}$ , $T_{T_{6/23}}^{L}=\{1,2,3\}$ ,

$R_{N_{6/2\theta}}^{U}=$ {0.1,6.2, 24.5, 61.5, 63.5}, $T_{N_{6/2\mathrm{S}}}^{U}=$ {1,2, 5, 9, 29},
$R_{N_{6/23}}^{L}=\{0.1,0\}$ , $T_{N_{6/23}}^{L}=\{1,3\}$

となる. さて, この 6 月 23 日という田ま平年の沖縄地方の梅雨明けの日である. しかし, 6 月とい
えども沖縄地方は台風の影響を受けることもある. 一方この時期は, 北海道地方は梅雨がないので
比較的晴れた日が多く , 対して関東地方は梅雨の真っ只中てある. そこて, 沖縄地方の降水量から
得られる記録データを識別するための札幌と東京の K-L 情報量につぃて考察する. いま, 日別降水
量データが $\mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{p}(1/\theta)$ に従うものと仮定する. このとき, 記録データの K-L情報量は未知母数 $\theta$ に

依存してしまうが, ここでは数値比較を行いたいため $\theta$ の最尤推定量てある $\hat{\theta}=(1/n)\sum_{i=1}^{n}X_{i}$ を
用い, そのときその K-L 情報量は (4.12)\sim (4.15), そして, (4.16) を用いた (4.11) にょり求めるこ
とができるので, 数値計算を行えば, 表 25 のようになる.

ただし, 札幌 \rightarrow 那覇ては, 札幌の降水量データの母数 $\theta s$ の最尤推定量 $\hat{\theta}s$ と那覇の降水量データ
の母数 $\theta_{N}$ の最尤推定量 $\hat{\theta}_{N}$ を用いて, $\hat{\lambda}:=\hat{\theta}N/\hat{\theta}_{S}$ として数値計算を行ってぃる. 東京 \rightarrow 那覇も
同様とする. この数値結果から, 6 月 23 日の那覇の降水量データから得られる記録データの分布
はいすれも東京の降水量データから得られる記録データの分布に酷似してぃることが読みとれる.
すなわち, 沖縄地方は 6 月 23 田こ平年では梅雨明けといえとも, まだまだ梅雨の気候に近いという
ことになる.

次に同様にして, 1 日後の 6 月 24 田こおける降水量データから得られる記録データの情報量解
析を行う. 6 月 24 日の降水量データ (単位: $\mathrm{m}\mathrm{m}$) は,

$S_{6/24}=\{6.\cdot 6,0.2,1.6,4.2,0.1,1.5,0,0,0,0,0,2.5,0,0,0,0,0,0,0,8.5,0,0\dot{0},0,0,0,0,0,0,0,0,0,10.0,0,0,0.5,0\},’ 1.0,0,0,0,0,0$
,
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$76/24=\{21.0$ , 21.3, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 17.5, 1.5, 29.5, 24.0, 9.0, 0, 4.5, 0, 23.0, 25.5, 0,
11.0, 0, 0, 16.5, 22.0, 0, 41.0, 52.0, 4.0, 0, 0, 4.0, 0, 0, 0.5, 38.0, 0,0,5.0},

$N_{6/24}=\{0.1,0,0.2,8.6,0.2,0,5.6,21.5,40.0,0,2.0,0,1.0,4.0,0,0,19.5,0,0,0,0,6.0,0,0.5$ ,
0, 0, 38.5, 2.0, 0, 0, 3.5, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1.5, 0, 0}

となり, ここから得られる記録データは,

$R_{S_{6/24}}^{U}=\{6.6,8.5,10.0\}$ , $T_{S_{6/24}}^{U}=\{1,20,39\}$ ,

$R_{S_{6/24}}^{L}=\{6.6,0.2,0.1,0\}$ , $T_{\mathrm{S}_{6/}}^{L}$,$4=\{1,2,5,7\}$ ,

$R_{T_{6/24}}^{U}=\{21.0,21.3,29.5,41.0,52.0\}$ , $T_{T_{6/24}}^{U}=\{1,2,16,31,32\}$ ,

$R_{T_{6/24}}^{L}=\{21.0,0\}$ , $T_{T_{6/24}}^{L}=\{1,3\}$ ,

$R_{N_{6/24}}^{U}=\{0.1,0.2,8.6,21.5,40.0\}$ , $T_{N_{6/24}}^{U}=\{1,3,4,8,9\}$ ,

$R_{N_{6/24}}^{L}=\{0.1,0\}$ , $T_{N_{6/24}}^{L}=\{1,2\}$

となる. これより, 記録データのもつ K-L 情報量は表 26 のように得られる.

表 26: 6 月 24 日の降水量データによる記録データの K-L 情報量 $(n=43)$

この表から, 6 月 23 日から 1 $\text{日}$変わるだけて降水量の分布は大きく変化し, 東京の分布に近かった
那覇の分布が札幌の分布に近ついていき, どちらの分布からみても, その識別のための情報量は大
差がなくなっていることが伺える. 一方, 1969年の那覇の降水量データを調べてみると, 沖縄地方

の梅雨明けは 6 月 29 日と遅く, また平年梅雨の期間の沖縄地方の降水量は $300\sim 500\mathrm{m}\mathrm{m}$ 程度がほ

とんどてあるが, この年の沖縄地方は 1122 $.5\mathrm{m}\mathrm{m}$ を記録している. これは, 6.1節て述べた月間降水
量データからも 1969年の那覇の雨量の多さが読みとれる. このことから, 上位の記録データに関
しては大雨が降ることがほとんどない札幌との識別がしやすくなり, 東京と比べてその情報量が大
きくなっている.
さらに同様にして, その 1 日後の 6 月 25 日こおける降水量データから得られる記録データの情

報量解析を行う. 6 月 25 日の降水量データ (単位: $\mathrm{m}\mathrm{m}$) は,

$S_{6/25}=\{3.8,0,0,0,0,5.2,0,0,0,0,1.0,0,2.5,0,0,0,0,0,0,0,0,4.0,9.5,0,0,0,0,0,2.0$,
5.5, 0, 0, 1.0, 0, 0, 0, 0, 0, 0.5, 0, 0, 0, 0},

$T_{6/25}=${26.1, 35.0, 0, 2.8, 0, 0, 4.0, 11.5, 9.0, 8.5, 0, 0, 0, 0, 4.5, 48.5, 47.5, 3.0, 0, 0, 1.0, 0, 2.5,

6.0, 28.0, 6.0, 0, 23.5, 0, 0, 0, 0, 0, 3.5, 5.0, 5.5, 0, 0.5, 16.5, 5.0, 0, 6.5, 20.0},

$N_{6/25}=\{1.4,8.6,0,0,0.3,0,0,0,0,0,0,0,3.0,12.5,0,1.0,16.0,0,0,0,0,0.5,0,0,0,0$ ,
20.5, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 2.0, 1.5, 0, 0, 0, 0, 0}
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となり, ここから得られる記録データは,

$R_{S_{6/25}}^{U}=\{3.8,5.2,9.5\}$ , $T_{S_{6/25}}^{U}=\{1,6,23\}$ ,

$R_{S_{6/25}}^{L}=\{3.8,0\}$ , $T_{S_{6}}^{L}\mathit{7}2\mathit{5}=\{1,2\}$ ,

$R_{T_{6/25}}^{U}=\{26.1,35.0,48.5\}$ , $T_{T_{6/25}}^{U}=\{1,2,16\}$ ,
$R_{T_{6/25}}^{L}=\{26.1,0\}$ , $T_{T_{6/25}}^{L}=\{1,3\}$ ,

$R_{N_{6/25}}^{U}=\{1.4,8.6,12.5,16.0,20.5\}$ , $T_{N_{6/25}}^{U}=\{1,2,14,17,28\}$ ,
$R_{N_{6/25}}^{L}=\{1.4,0\}$ , $T$

7’6/25 $=\{1,3\}$

となる. これより, 記録データのもつ K-L 情報量は表 27 のように得られる.

表 27: 6 月 25 日の降水量データによる記録データの K-L 情報量 $(n=43)$

この表からわかるように, 札幌の記録データのもつ那覇の記録データに関する K-L 情報量は小さ
くなり, 逆に東京のもつ那覇に関する情報量が大きくなっている. 表 25-27 から, 1 日変わるだけ
でもその降水量データの分布の変動は大きく, たった 2 日間て雨の多い地方 (東京) から雨の少な
い地方 (札幌) の分布へ近ついていることが K-L情報量を用いた解析により読みとれた
さて, ここまての例では, 各々の月日の札幌 \rightarrow 那覇, 東京 \rightarrow 那覇の情報量の大小関係が, 全標本

から得られる情報量, 上位の記録データから得られる情報量, 下位の記録データから得られる情報
量のそれぞれの項目て逆転することはなかったが, その関係が崩れる例を示す $\mathrm{r}$ 次は, 1961 年から
2002 年度まで (標本の大きさ $n=42$) の 12 月 11 日こおける降水量データから得られる記録デー
タである. ます, 各地の降水量データ (単位: $\mathrm{m}\mathrm{m}$ ) は,

$S_{12/11}=\{1.0,10.0,0.1,0.9,0,11.3,4.0,0,8.0,0,9.5,0,0,0.5,0,6.0,0.5,4.5,5.0,0,0,11.5$ ,
17.0, 0, 6.0, 3.0, 4.5, 11.0, 1.5, 26.5, 4.0, 9.0, 9.5, 0, 0, 0, 1.0, 7.5, 5.5, 0.5, 21.5, 0},

$T_{12/11}=\{0,0,0,0,7.0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,6.5,0,0,0,0,0,34.5,0,0,0,0,0,20.0$ ,
0, 0, 6.5, 2.0, 0, 5.0, 0, 0, 0, 0, 0, 0},

$N_{12/11}=$ {2.0, 0, 3.7, 1.1, 11.2, 0, 0.5, 7.0, 0, 3.0, 4.0, 0, 0.5, 17.5, 3.0, 0, 4.0, 0, 0, 0, 0, 40.0, 2.0,
0, 9.5, 0, 17.0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 2.0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0}

となり, ここから得られる記録データは,

$R_{S_{12/11}}^{U}=\{1.0,10.0,11.3,11.5,17.0,26.5\}$ , $T_{S_{12/11}}^{U}=\{1,2,6,22,23,30\}$ ,

$R^{L}s_{12/11}=\{1.0,0.1,0\}$ , $T_{S_{1211}}^{L},=\{1,3,5\}$ ,

$R_{T_{12/11}}^{U}=\{0,7.0,34.5\}$ , $T_{T_{12/11}}^{U}=\{1,5,24\}$ ,
$R_{T_{12/11}}^{L}=\{0\}$ , $T_{T_{12/11}}^{L}=\{1\}$ ,

$R_{N_{12/11}}^{U}=\{2.0,3.7,11.2,17.5,40.0\}$ , $T_{N_{12/11}}^{U}=\{1,3,5,14,22\}$ ,

$R_{N_{12/11}}^{L}=\{2.0,0\}$ , $T_{N_{12/11}}^{L}=\{1,2\}$

となる. これより, 記録データのもっK-L 情報量は表 28 のように得られる.
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表 28: 12 月 11 日の降水量データによる記録データの K-L 情報量 $(n=42)$

表 28 では, 全標本のもつ那覇に対する情報量は, 札幌の方が東京より多く , 下位の記録データのも
つ情報量も大小関係は変わらない. しかし, 上位の記録データのもつ情報量の一部ては, 東京の方
が札幌より大きくなっている. これは, 12月は札幌は雪が降るので比較的安定して降水量が多い季
節てあるが, 東京, 那覇はほとんど降ることがない. このことにより, 全標本による識別について

は, 札幌と那覇に比べ東京と那覇の方がしづらく, 下位の記録データについても東京と那覇はほと
んどのデータが 0 であるため, その情報量は小さい. しかし, 沖縄地方は 12月ても大雨が降ること
があり, このことが, 上位の記録データに関する札幌との識別を困難にし, 東京の方が情報量が上
回ることがある要因と考えることができる.

7 まとめ

本論では、記録データのもつ $\mathrm{F}$情報量, K-L 情報量について考察し, それぞれガンマ分布, 指数分
布についての適用例について述べた. 一般に, 記録データは未知母数 $\theta$ に対する十分統計量ではな

いのて, その $\theta$ に対する $\mathrm{F}$ 情報量は, 元の観測値のもつ $\theta$ に対する $\mathrm{F}$ 情報量よりも減少する. この

ことから, その情報量損失を考えることなどに意味はあるかもしれないが, 推定論, 検定論等の統
計的推測理論へのこの $\mathrm{F}$ 情報量の応用は難しいように思われる. 一方, 記録データのもつ K-L 情
報量は, 未知母数 $\theta_{1},$ $\theta_{2}$ をもつ分布からそれぞれ得ちれた記録データの分布の識別を表す情報量と
してとらえることがてきるのて, 有用性があると考えられる. 実際に本論では, 降水量データを用

いてその有用性を確かめた. なお, K-L 情報量の極限として $\mathrm{F}$ 情報量が表せるため, K-L 情報量を
考察する方がより一般的であると思われる. 今後は, 条件付分布等を用いた記録データの情報量を
考察することも考えられる. また, 本論では記録値のもつ $\mathrm{F}$ 情報量, K-L 情報量はシミュレーショ
ンにより求めたが, 精度があまりよくないように感じられたので, これらについての改良を考察す
る余地があると思われる.
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