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On a family of distributions attaining
the Bhattacharyya bound

筑波大・数理物質科学研究科 田中秀和 (Hidekazu Tanaka)
Graduate School of Pure and Applied Sciences, University of Tsukuba

1 はじめに

ある分布の母数の推定量のクラスを不偏推定量全体に制限して, その中で分散を最小にする不

偏推定量を考える. 特に分散を母数に関して一様に最小にする不偏推定量があれば, それを一

様最小分散不偏 (UMVU) 推定量といい, 統計的推定論では重要な概念の一つである. 適当な正

則条件の下で不偏推定量の分散の下限は Cram\’er-Rao(C-R) の不等式によって与えられている

(Rao [R45], Cram\’er [C46]). 従って C-R の下限を達成する分布族は関心の対象となり, それは

指数型分布族に限ることが良く知られている (Cram\’er [C46], Wijsman [W73], Joshi [J76]).

しかし UMVU 推定量であってもその分散が C-R の下限を達成するとは限らない. このような

時には C-R の不等式を精密化した Bhattacharyya の不等式が知られている (Bhattachar芹 a [B46],

Zacks [Z71] $)$ . ところが Bhattacharyya の下限を達成する分布族については C-R の場合のよう

には明確にはなっていない. Fend [F59] は Darmois-Koopman 型分布族で Bhattacharyya の下

限を達成する分布族は指数型分布族に限ることを示した. しかし, Bhattacharyya の下限を達成

するための必要十分条件として, 確率密度関数がある線形微分方程式を満たすことであることを

考慮すると, Bhattacharyya の下限を達成する分布族は必ずしも Fend の結果だけでは説明でき

ないように思われる.

最近 Tanaka and Akg市 ira [TA03], Tanaka $[\mathrm{T}03\mathrm{a}]$ は不偏推定量の分散が Bhattacharyya の下

限を達成する分布族と指数型分布族との混合分布族との関係について考察し, Bhattacharyya の下

限を達成する分布族を従来考えられていた分布族より広い分布族においても Bhattacharyya の下

限を達成することを示した. さらに, 指数型分布族の混合分布族でない分布族でも Bhattacharyya

の下限を達成することを示した. つまり [TA03], $[\mathrm{T}03\mathrm{a}]$ では Bhattacharyya の下限を達成する

分布族を特定するには至っていない. そこで, Tanaka $[\mathrm{T}03\mathrm{b}],$ [T03c] では特に位置母数族, 及び

尺度母数族で Bhattacharyya の下限を達成する分布族について考察し, 位置母数族においては

正規分布族と指数ガンマ分布族, 尺度母数族においては対数正規分布族と (拡張) ワイブル分布族

に限ることを示した.
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2 Bhattacharyya の不等式

本論では実母数の場合だけを扱うので, 実母数の場合の Bhattacharyya の不等式について説

明するが, 多母数の場合についても同様の結果が成り立つことが知られている. ます. $\mathcal{X}\subset \mathbb{R}^{1}$

に対して標本空間 $(\mathcal{X}, B)$ 上の確率分布族 $P=\{P\theta : \theta\in\Theta\}$ は, ある $\sigma$-有限測度 $\mu$ に関して絶

対連続とし, $\mu$ に関する確率密度関数を $f$ (x, $\theta$ ) $:=dP\theta/d\mu$ と表す. ただし, 母数空間 $\Theta$ は $\mathbb{R}^{1}$

の開区間とする. このとき, 確率空間 $(\mathcal{X}, B, P_{\theta})$ からの確率変数 $X$ に基ついて $\theta$ の実数値関数
$g(\theta)$ の推定問題を考える. 次の仮定を設ける.

(A1) すべての $x\in \mathcal{X}$ に対して, $f$ (x, $\theta$) は $\theta$ について $k$ 階微分可能である.

(A2) g(のは不偏推定可能, すなわち分散が有限である $g(\theta)$ の不偏推定量 $\hat{g}(X)$ が存在する.

(A3) 各 $i=1,$ $\ldots,$
$k$ に対して

$\frac{d^{i}}{d\theta^{1}}$. $\int_{X}f(x, \theta)$d$\mu(x)=\int_{\mathcal{X}}\frac{\partial^{i}}{\partial\theta^{i}}f(x, \theta)$ d$\mu$ (x),

$\frac{d^{i}}{d\theta^{i}}\int_{X}\hat{g}$(x) $f(x, \theta)$d$\mu(x)=\int_{\mathcal{X}}\hat{g}$ (x) $\frac{\partial^{i}}{\partial\theta^{i}}f(x, \theta)$ d$\mu$(x).

(A4) すべての $\theta\in\Theta$ , 各 $i,j=1,$ $\ldots,$
$k$ に対して

$\int_{X}|\frac{(\partial^{\dot{\iota}}/\partial\theta^{i})f(x,\theta)(\theta^{i}/\partial\theta^{j})f(x,\theta))}{f(x,\theta)}|d\mu(x)<\infty$.

(A5) $\mu-a.a.x\in \mathcal{X}$, すべての $\theta\in\Theta$ に対して $f$ (x, $\theta$ ) $>0$ .

このとき

$\phi_{i}(x, \theta):=\frac{(\partial^{i}/\partial\theta^{i})f(x,\theta)}{f(x,\theta)}$ , $\overline{\phi}_{k}(x, \theta):={}^{t}(\phi_{1}(x, \theta),$

$\ldots,$
$\phi_{k}(x, \theta))$ ,

$g^{(i)}( \theta):=\frac{d}{d\theta}g(\theta)$ , $g_{k}(\theta):={}^{t}(g^{(1)}(\theta),$ $\ldots,g^{(k)}$ (の)

と表し, $k$ 次 Fisher 情報量行列を

$I_{k}(\theta):=E_{\theta}$ [$\overline{\phi}_{k}(X,$ $\theta)^{t}\tilde{\phi}_{k}$ (X, $\theta)$ ]

によって定義する.

定理 1(Bhattacharyya[B46], Zacks [Z71]). 条件 $(\mathrm{A}1)\sim(\mathrm{A}5)$ の下で, 次の (i), (ii) が成り立っ.

(i) Ik(のが $\Theta$ で正則ならば, $g(\theta)$ の任意の不偏推定量 $\hat{g}(X)$ に対して

(2.1) $\mathrm{V}\mathrm{a}\mathrm{r}_{\theta}(\hat{g}(X))\geq t$gk $(\theta)$I$k(\theta)-1$gk $(\theta)=:B_{k}(\theta)$ $(\forall\theta\in\Theta)$
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が成り立つ. ここで, 右辺の $B_{k}$ (\mbox{\boldmath $\theta$}) は $k$ 次の Bhattacharyya の下限と呼ばれている. 特に $k=1$

のとき, $B_{1}$ (のは Cram\’er-Rao の下限である.

(ii) (2.1) で等号が成り立つための必要十分条件は, 適当な $\tilde{a}k(\theta):={}^{t}(ak1(\theta),$
$\ldots$ , akk(の) に対

して

(2.2) $\hat{g}(x)-g(\theta)=<\tilde{a}$k $(\theta)$ , $\tilde{\phi}$k(x, $\theta$ ) $>$ $(\mu- a.a.x\in \mathcal{X}, \forall\theta\in\Theta)$

が成り立つことである. ここでく: $>$ は $a={}^{t}(a_{1}, \ldots , a_{n}),$ $b=$ (b1, . . . , $b_{n}$ ) に対して

く $a,$ $b>:= \sum_{i=1}^{n}a_{i}b_{i}$

と定義する.

注意 1 $f(x$ ,のが確率密度関数であることから, $\tilde{a}k(\theta)=Ik(\theta)^{-1}gk$ (\mbox{\boldmath $\theta$}) となることが分かる. な

お, (i) だけを示すためには (A5) の代わりに (A5) より弱い条件

(A5)’ $f$ (x, $\theta$) の台 { $x\in \mathcal{X}|f($x, $\theta)>0$} は $\theta$ に依存しない.

を仮定すれば十分だが, (ii) が成り立つために (A5) を仮定する.

例 1(正規分布族). 確率変数 $X$ が正規分布 $N$ (\mbox{\boldmath $\theta$}, 1) $(\theta\in\Theta=\mathbb{R}^{1})$ に従っているとする. このと

き, 被推定関数を $g(\theta)=\theta^{2}$ とすると, $g(\theta)$ の UMVU 推定量は $\hat{g}(X)=X^{2}-1$ であり, その分

散は $\mathrm{V}\mathrm{a}\mathrm{r}_{\theta}(\hat{g}(X))=4\theta^{2}+2$ である. 一方, 1 次, 2次の Fisher 情報量行列 $I_{1}$ (\mbox{\boldmath $\theta$}), I2(のは

$I_{1}(\theta)=1$ , $I_{2}(\theta)=(\begin{array}{ll}1 00 2\end{array})$

であり, $B_{1}(\theta)=4\theta^{2},$ $B_{2}(\theta)=4\theta^{2}+2$ を得る. つまり, 1 次の下限は達成していないが, 2次の

下限を達成している. ちなみに (2.2) の a\tilde k(のは $(a_{21} (\theta), a_{22}(\theta))=(2\theta, 1)$ である.

例 2(指数分布族). 確率変数 $X$ が指数分布 $Exp(\theta)(\theta\in\Theta= (0, \infty))$ に従っているとする. こ

のとき, 被推定関数を $g(\theta)=\theta^{k}(k\in \mathrm{N})$ とすると, $g(\theta)$ の UMVU 推定量は $\hat{g}(X)=X^{k}/k!$ で

あり, その分散は $\mathrm{V}\mathrm{a}\mathrm{r}\theta(\hat{g}(X))=\theta^{2k}\{(2k)!/(k!)^{2}-1\}$ である. 一方, $k$ 次の Fisher 情報量行列

Ik(\mbox{\boldmath $\theta$})=(Iij(の) は

$I_{\dot{l}j}(\theta)=\{$

$( \frac{i!}{\theta^{*}})^{2}$ $(i=j)$

0 $(i\neq j)$

となる. また $k$ 次の Bhattachar芹 a の下限は, $B_{k}(\theta)=\theta^{2k}\{(2k)!/(k!)^{2}-1\}$ となり, $\hat{g}(X)$ の

分散と一致していることが分かる. ちなみに (2.2) の a\tilde k(のは $akj(\theta)=k!\theta^{k+:}/\{(k-i)!(i!)^{2}\}$

$(i=1, \ldots, k)$ である.
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例 3(二項分布族). 確率変数 $X$ が二項分布 $B$ (n; $\theta$ ) $(\theta\in\Theta= (0, 1))$ に従ってぃるとする. ただ
し $n\geq 2$ とする. このとき, 被推定関数を $g(\theta)=\theta(1-\theta)$ とすると, $g$ (\mbox{\boldmath $\theta$}) の UMVU 推定量は
$\hat{g}(X)=X(n-X)/\{n(n-1)\}$ になる. そして, その分散は

ぃ,(g^(え)) $= \frac{\theta(1-\theta)(1-2\theta)^{2}}{n}+\frac{2\theta^{2}(1-\theta)^{2}}{n(n-1)}$

である. 一方, 1 次, 2次の Fisher 情報量行列は

$I_{1}( \theta)=\frac{n}{\theta(1-\theta)}$ , $I_{2}( \theta)=(7\theta 1\neg\frac{n}{0}\theta$ $\mathrm{A}_{\theta(1-\theta)}^{2nn-1}40)$

となり, 1 次, 2次の Bhattacharyya の下限は

$B_{1}( \theta)=\frac{\theta(1-\theta)(1-2\theta)^{2}}{n}$ , $B_{2}( \theta)=\frac{\theta(1-\theta)(1-2\theta)^{2}}{n}+\frac{2\theta^{2}(1-\theta)^{2}}{n(n-1)}$

である. ちなみに (2.2) の $\tilde{a}k(\theta)$ は

$(a_{21}(\theta), a_{22}(\theta))$ $=( \frac{\theta(1-\theta)(1-2\theta)}{n},$ $- \frac{\theta^{2}(1-\theta)^{2}}{n(n-1)})$

である.

ここで, 次のような確率密度関数をもつ制約された指数型分布族を考える.

$f(x, \theta)=\exp\{t(x)\psi(\theta)+\varphi(\theta)\}$ $(x\in \mathcal{X}, \theta\in\Theta)$ .

ただし $\varphi’(\theta)/\psi’(\theta)=\theta$ であり, 1/\psi ’(のは $\theta$ の高々 2次多項式である. このとき Seth [S49] は

Fisher 情報量行列は対角行列となることを示した. また Shanbhag [S72] はこの制約付き指数型分
布族は適当な線形変換の下, 正規分布族, ガンマ分布族, ポアソン分布族, 二項分布族, 負の二項分
布族から構成されることを示した. この分布族は Fisher 情報量行列が対角行列となり, 多くの典
型的な分布族を含んでいるという意味で都合の良い分布族であり, Bhattacharyya の不等式を扱っ
た研究ではこの分布族を仮定していることがある. 例えば Blight and Rao [BR74], Khan [K84]
は, この分布族において Bhattachax芹 a の下限は UMVU 推定量の分散に収束することを示し
ている (Ishii [I76], Bartoszewicz [B80], Abdulghani et al. [AST97]). しがし Bhattacharyya の
下限を達成する分布族を考える上で, このような分布族は非常に狭いように感じられる. 実際,
後の定理 5, 定理 6 で得られる分布族の中にはこれらには含まれない分布族も存在する. なお,
Bhattacharyya の下限の収束性については, Bhght and Rao の結果より一般な形として Ghosh
and Sathe [GS87] の結果がある.
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定理 2(Gho8hand Sathe [GS87]). 確率変数 $X$ は指数型分布族に従っているものとする. この

とき $\hat{g}(X)$ を被推定関数 g(のの UMVU 推定量とすると, 各 $\theta\in\Theta$ に対して

$\lim_{karrow\infty}B$k $(\theta)=\mathrm{V}\mathrm{a}\mathrm{r}_{\theta}(\hat{g}(X))$

が成り立つ.

また, Bhattacharyya の下限を達成する分布族に関する結果としては, 次の定理が知られて

いる.

定理 3(Fend [F59]). (i) 確率変数 $X$ が Darmois-Koopman 型分布族, すなわち確率密度関数が

$f(x, \theta)=\exp\{\sum_{i=0}^{n}u^{\alpha:}(x)\kappa_{i}(\theta)+v(x)\}$ $(x\in \mathcal{X}, \theta\in\Theta)$

で与えられる分布に従うとする. ここで $0=\alpha_{0}<\alpha_{1}<\cdots<\alpha n’$ $\kappa_{n}’(\theta)\neq 0(\forall\theta\in\Theta),$ $u(x)>0$

$(\forall x\in \mathcal{X})$ である. このとき g(のの不偏推定量 $\hat{g}(X)$ の分散が ( $Bk$-,(のを達成せす) $B_{k}$ ( \mbox{\boldmath $\theta$}) を

達成すれば, $f$ (x, $\theta$ ) は

(2.3) $f(x, \theta)=\exp\{t(x)\kappa_{1}(\theta)+\kappa_{0}(\theta)+h(x)\}$

の形に限定され, $\hat{g}(x)\mathrm{F}$f $t$ (x) の $k$ 次多項式になる.

(ii) $X$ の分布が確率密度関数 (2.3) を持つとき, $t(x)$ の任意の $k$ 次多項式の分散は $B_{k}$ (\mbox{\boldmath $\theta$}) を達

成する.

Bhattach虹芹 $\mathrm{a}$ の下限を達成するための必要十分条件である (2.2) は, $\theta$ を変数とする $k$ 階線

形微分方程式であるので, Fend の結果は必すしも満足のいく結果ではない. 次節でこの点を改

良する.

3 指数型分布族の混合分布族との関係

本節では Bhattacharyya の下限を達成する分布族と指数型分布族の混合分布族との関係につ

いて考える. そこで, ます与えられた十分滑らかな関数 $\hat{g},$ $g$ , $aki$ に対して

$B$k $:=$ { $f(\cdot,$ $\cdot)|(2.2)$ is satisfied for $\mu-$a. $a.x\in \mathcal{X}$ , all $\theta\in\Theta$ }

について考える. ただし, $\hat{g},$ $g$ は定数関数てはないとする. そして, $C_{k}:=$ (C1, ... , $C_{k}$ ) $(Cj\in \mathbb{R}^{k}$

$(C_{k}\neq 0),$ $C_{0}\in \mathbb{R}^{1}$ と $t_{k}:=$ (t, $t^{2},$ $\ldots,t$k) に対して, $x$ を定数と見なした $t$ の $k$ 次方程式

(3.1) $\hat{g}(x)=<Ck,$ $t_{k}>+C_{0}$
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の解を $t_{l}(x)(l=1, \ldots, k)$ とする, さらに $fi$ (x,のは

$f_{l}(x, \theta):=\exp\{t_{l} (x)\psi(\theta)+\varphi(\theta)\}$

の形で表され,

$\mathcal{X}M\sim=$ { $x\in \mathcal{X}|$tl1 $(x)\neq t\iota_{2}(x)$ for all $l_{1},$ $l_{2}=1,$ $\ldots$ , $k(l_{1}\neq l2)$ }

と定義する. 次の条件 $(\mathrm{B}1)\sim(\mathrm{B}3)$ を仮定する.

(B1) $\psi(\theta),$ $\varphi(\theta)$ は $\Theta$ で $k$ 階微分可能な実数値関数であり, $\psi’(\theta)\neq 0(\forall\theta\in\Theta)$ .

(B2) $\mu(\mathcal{X}_{M_{\mathrm{k}}}^{c})=0$.

(B3) $\#\{t\iota(x)|x\in \mathcal{X}\}\geq k+1$ $(l=1, ...,k)$ .

また, 次の記号を導入する.

$\phi_{il}(x, \theta):=\frac{(\dot{\theta}/\partial\theta^{i})f_{l}(x,\theta)}{f_{l}(x,\theta)}$ , $\overline{\phi}_{kl}(x, \theta):={}^{t}(\phi_{l1}(x, \theta),$

$\ldots,$
$\phi_{lk}(x, \theta))$ ,

$t_{kl}(x):={}^{t}(t_{l}(x), \cdots, t_{l}^{k}(x))$.

補題 1 条件 (B1) の下で, 各 $l=1,2$, . . . , $k$ に対して

$\tilde{\phi}$

kl $(x, \theta)=U_{k}(\theta)t_{kl}(x)+u_{k}(\theta)$ $(\forall x\in \mathcal{X},\forall\theta\in\Theta)$

を満たす $x,$ $l$ に依存しない $k$ 次正方行列 $U_{k}$ (\mbox{\boldmath $\theta$}), 及び $k$ 次列ベクトル uk(のが存在する.

補題 2 条件 (B1), (B3) の下で, $f_{1}\in B_{k}$ であれば, $f_{l}\in B_{k}(l=1, \ldots, k)$ となる.

補題 3 条件 $(\mathrm{B}1)\sim(\mathrm{B}3)$ の下で, $f_{l}$ (x, $\theta$ ) $(l=1, \ldots, k)$ は $\mu- a.a$.x に対して線形独立である.

補題 2, 3 から次の定理を得る.

定理 4(Tanaka $[\mathrm{T}03\mathrm{a}]$ ). 条件 $(\mathrm{B}1)\sim(\mathrm{B}3)$ を仮定する. このとき $f_{1}\in B_{k}$ であれば, $f\in B_{k}$ は

$f(x$ ,の $= \sum_{l=1}^{k}A_{l}(x)fi(x, \theta)$

の形になる. ただし $A_{l}(x)(l=1, \ldots, k)$ は任意の可測関数である. 特に $f(x$ ,のが確率密度関数
であれば, この分布族は $k$ 次の Bhattacharyya の下限を達成する分布族となる.

特に $k=2$ の時, $\tilde{\phi}21$ (x, $\theta$ ) を具体的に計算することにょり, 次の系を得る.
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系 1 (Tanaka and Akahira [TA03]). 条件 $(\mathrm{B}1)\sim(\mathrm{B}3)$ を仮定する. このとき $f\in \mathcal{B}_{2}$ が

$f(x, \theta)=\sum_{l=1}^{2}A_{l}(x)fi(x, \theta)$

の形となるための必要条件は, $C_{0},$ $C_{1},$ $C_{2},$ $g$ (\mbox{\boldmath $\theta$}), $a21$ (\mbox{\boldmath $\theta$}), $a_{22}$ (のの間に

$g( \theta)=\frac{a_{21}^{2}(\theta)}{4a_{22}(\theta)}-\frac{a_{21}(\theta)a_{22}’(\theta)}{2a_{22}(\theta)}+\frac{a_{21}’(\theta)}{2}-,\frac{a_{22}’(\theta)}{4}+\frac{3a_{22}^{\prime 2}(\theta)}{16a_{22}(\theta)}+C_{0}-\frac{C_{1}^{2}}{4C_{2}}$ $(\forall\theta\in\ominus)$

なる関係を満たしていることである.

4 例

本節では指数型分布族の混合分布族で Bhattacharyya の下限を達成する分布族の例として, 混

合正規分布族, 両側指数分布族, 混合二項分布族をあげる. また非指数型分布族で Bhattacharyya

の下限を達成する分布族の例もあける.

例 1(混合正規分布族 (続)). 確率変数 $X$ が正規分布 $N$ (\mbox{\boldmath $\theta$}, 1) $(\theta\in\Theta=\mathbb{R}^{1})$ に従っているとき,

$g(\theta)=\theta^{2}$ の UMVU 推定量は $\hat{g}(X)=X^{2}-1$ であり, 2 次の Bhattacharyya の下限を達成し

ていた. つまり, $f_{1}$ (x, $\theta$ ) $=\phi(x-\theta)\in B_{2}$ である. ただし, $\phi(\cdot)$ は標準正規分布の確率密度関数

である. 定理 4 により $f\in B_{2}$ は

$f$ (x, $\theta$ ) $=p(x)\phi(x-$ の十 $q(x)\phi(x+$ の

の形となることが分かる. ここで $f(x$ ,のが確率密度関数となるための $p(\cdot),$ $q(\cdot)$ に関する必要十

分条件は, 正規分布族の完備性を使うと

(4.1) $p(x)+q(-x)=1$ , $0\leq p(x)\leq 1$ $(\mu- a.a.x\in \mathbb{R}^{1})$

となることが分かる. つまり, (4.1) を満足する $f$ (x, $\theta$ ) は 2次の Bhattachar狩$\mathrm{a}$ の下限を達成す

る分布族となっている. 実際 $\xi(x, \theta):=p(x)\phi(x-\theta)-q(x)\phi(x+$のとし,

$K( \theta):=E_{\theta}[X^{2}(\frac{\xi(X,\theta)}{f(X,\theta)}$)
$2$]

とおくと Fisher 情報量行列は

$I_{2}(\theta)=(\begin{array}{ll}K(\theta) K(\theta))2\theta(1-2\theta(1-K(\theta)) 4\theta^{2}K(\theta)-4\theta^{2}+2\end{array})$

となる. 従って 2次の Bhattacharyya の下限は (2.1) より $B_{2}(\theta)=4\theta^{2}+2$ となり, $\hat{g}(X)$ の分

散と一致することが分かる. なお $f$ (x, $\theta$ ) の概形については図 1 参照.
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(I) $p(x)=c$ の時
(i) $\theta=1;c$ =1,3/4, 1/2 (ii) $\theta=2;c$ =1,3/4, 1/2

–: $c=1$ –: $c=3/4$ ——- : $c=1/2$

(II) p(x)=e-c国の時
(i) $\theta=1;c$ =0,1, 2 (ii) $\theta=2;c$ =0,1, 2

$x$

–: $\mathrm{c}=0$ –:$c=1$ ——- : $c=2$

(III) $p(x)=1/\{1+(x-c)^{2}\}$ の時
(i) $\theta=1;c$ =0,1, 2 (ii) $\theta=2;c$ =0,1, 2

–: $c=0$ $-=c=1$ ——-: $c=2$

図 1. $f(x$ ,のの概形
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例 2(指数分布族, 拡張両側指数分布族 (続)). 確率変数 $X$ が指数分布族 $Exp(\theta)(\theta\in\Theta=(0, \infty))$

に従っているとき, $g(\theta):=\theta^{k}$ の UMVU 推定量は $\hat{g}(X)=X^{k}/k!$ であった. そこで $\hat{g}(x)=t^{k}/k!$

を $t$ について解くことにより,

$t_{l}(x)=x \exp(2\pi\sqrt{-1}\frac{l-1}{k})$ $(l=1, \ldots, k)$

を得る. ここで $\sqrt{-1}$ は虚数単位である. また $f1$ (x, $\theta$ ) $=\exp\{-(x/\theta)-\log\theta\}$ であるので,

$\psi(\theta)=-1/\theta,$ $\varphi(\theta)=-\log\theta$ である. そこで,

$f_{l}$ (x, $\theta$) $:=\exp\{$x $\exp(2\pi\sqrt{-1}\frac{l-1}{k})\psi(\theta)+\varphi(\theta)\}$ $(l=1, \ldots, k)$

とする. $f1\in B_{k}$ であるので, 定理 4 により $f\in B_{k}$ は

$f(x, \theta)=\sum_{l=1}^{k}A_{l}(x)fi(x, \theta)$

で与えられる. 一般に $f(x$ ,のが確率密度関数になるとは限らないが, 例えば $A_{l}(x)(l=1, \ldots, k)$

を次のように定義すれば $f$ (x, $\theta$ ) は確率密度関数となる.

(i) $k$ が奇数の時 (指数分布族).

$A_{l}(x)=\{$
$\chi$1(0,\sim )(x) $(l=1)$ ,
0 $(l\neq 1)$ .

(ii) $k\mathrm{B}\dagger\sqrt \text{数の時}(.\mathrm{f}\underline{\mathrm{f}\mathrm{i}\text{張}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}^{1}\mathit{1}\mathrm{P}_{\mathrm{B}}\text{数}t_{\mathrm{J}}^{\backslash }\hslash^{arrow}\text{族}).}$

$(0, \infty)$ で定義された $0\leq A(x)\leq 1$ ( $\mu- a.a$.x) を満たす可測関数 $A(x)$ に対して

$A_{l}(x)=\{$

$A(\prime x)\chi_{(0,\infty)}(x)$ $(l=1)$ ,
$\{1-A(-x)\}\chi(-\infty,0)(x)$ $(l=k/2+1)$ ,
0 $(l\neq 1, k/2+1)$ .

特に $A$ (x) として階段関数をとれば $f(x$ ,のは (拡張) 両側指数分布族になる. (このときの $f(x$ ,の

の概形については図 2参照.)
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/

$\int_{\frac{-}{-}}^{-}\underline{\frac{\frac{\underline{\frac{}{-}}}{-}\underline{-}}{-}\frac{}{-}}.\cdot$

$\backslash$

$.\simeq i$
$\underline{\frac{}{-}\underline{-}}$

\sim -i.
$\underline{\frac{-}{\underline-}}$

.
$x$

$-x_{4}$ $-x$ $-x_{2}$ $-x_{1}$
$\mathrm{O}$

$x_{1}$ $x_{2}$ $x_{3}$ $x$4

図 2. $A(x)= \sum_{i=1}^{4}a$i $\chi$($x:-1$ ,x:)(x) の時の $f(x$ ,のの概形

例 3(混合二項分布族 (続)). 確率変数 $X$ が二項分布 $B$ (n; $\theta$) $(\theta\in\Theta=(0,1))$ に従っていると

き, $g(\theta)=\theta(1-$ のの UMVU 推定量は $\hat{g}(X)=X(n-X)/\{n(n-1)\}$ であった. このとき,

$t_{1}(x)=x,$ $t_{2}(x)=n-x$ である. つまり $n$ が奇数の時は (B2) を満たし, 定理 4 より $f\in B_{2}$ は

$f(x, \theta)=(\begin{array}{l}nx\end{array})$ $\{p(x)\theta^{x}(1-\theta)^{n-x}+q(x)\theta^{n-x}(1-\theta)^{x}\}$

の形となや. また $n$ が偶数の時は (B2) を満たさないが, $f\in \mathcal{B}_{2}$ は

$f(x, \theta)=(\begin{array}{l}nx\end{array})$ $[\{p(x)\theta^{x}(1-\theta)^{n-x}+q(x)\theta^{n-x}(1-\theta)^{x}\}\chi\{x\neq n/2\}$ (x)

$+\{p$ $( \frac{n}{2})\theta$
n/2 $(1-\theta)n/2+q$ $( \frac{n}{2})\theta$

n/2
$(1- \theta)^{n/2}\log\frac{1-\theta}{\theta}\}\chi${$x=$n/2}(x) $]$

の形となり, $f$ (x, $\theta$) $\geq 0(\forall x=0,1, . . . , n,\forall\theta\in\Theta)$ を考慮すると $q(n/2)=0$ が示され, 結局偶

数の場合も奇数の場合と一致することが分かる. そして $f(x$ ,のが確率関数であるための必要十
分条件として, 二項分布族の完備性を用いると

(4.2) $p(x)+q(n-x)=1$ , $0\leq p(x)\leq 1$ $(x=0,1, . ..,n)$

を得る. つまり, (4.2) を満足する $p(\cdot),$ $q(\cdot)$ に対して $f(x$ ,のは 2次の Bhattacharyya の下限を

達成する分布族となっている.

今まては, 定理 4 を適用出来る場合, すなわち指数型分布族の混合分布族について紹介したが,
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指数型分布族の混合分布族ではないが, Bhattacharyya の下限を達成する分布族の例を紹介する.

例 4(非指数型分布族). $J_{x}(\theta)(x\geq 0)$ を第 1 種 $x$ 次 Bessel 関数, すなわち

$\ovalbox{\tt\small REJECT}(\theta)=(\frac{\theta}{2})^{x}\sum_{n=0}^{\infty}\frac{(-1)^{n}}{n!\Gamma(n+x+1)}(\frac{\theta}{2})^{2n}$

とする. (Jx(のの概形については図 3参照.) Jx(のは Bessel の微分方程式

$x^{2}- \theta^{2}=\theta\frac{(\partial/\partial\theta)f(x,\theta)}{f(x,\theta)}+\theta^{2}\frac{(\partial^{2}/\partial\theta^{2})f(x,\theta)}{f(x,\theta)}$

の特殊解である. また $J_{2x}$ (\mbox{\boldmath $\theta$}) については以下のことが知られている (Abramowitz and Ste-

gun [AS65] $)$ .

(4.3) 2 $\sum_{x=1}^{\infty}J_{2oe}(\theta)=1-J_{0}(\theta)$,

(4.4) 8 $\sum_{x=1}^{\infty}x^{2}J_{2x}(\theta)=\theta^{2}$ ,

(4.5) 32 $\sum_{x=1}^{\infty}x^{4}J_{2x}(\theta)=\theta^{4}+4\theta^{2}$ .

$\theta_{*}(>0)$ を $J_{0}(\theta)=0$ の最小の解とし, $\Theta:=(0, \theta*)$ とすると, $\theta\in\Theta$ に対して

$f(x, \theta):=\{$
$J_{0}(\theta)$ $(x=0)$ ,
$2J_{2x}(\theta)$ $(x=1,2, \ldots)$

とすれば (4.3) より $f$ (x, $\theta$ ) は確率関数となることが分かる. Fisher 情報量行列 I2(\mbox{\boldmath $\theta$}) につい

ては

$I_{11}( \theta)=’\frac{J_{0}^{2}(\theta)}{J_{0}(\theta)}+2L(\theta)$ , $I_{12}( \theta)=’\frac{J_{0}(\theta)J_{0}(\theta)}{J_{0}(\theta)},,+2M(\theta)$, $I_{22}( \theta)=’\frac{J_{0}^{\prime 2}(\theta)}{J_{0}(\theta)}+2N(\theta)$

となる. ただし

$L( \theta):=\sum_{x=1}^{\infty}\frac{J_{2x}^{\prime 2}(\theta)}{J_{2x}(\theta)}$, $M( \theta):=\sum_{x=1}^{\infty}\frac{J_{2x}’(\theta)J_{2x}’’(\theta)}{J_{2x}(\theta)}$ , $N( \theta):=\sum_{x=1}^{\infty}\frac{J_{2x}^{\prime’ 2}(\theta)}{J_{2x}(\theta)}$

$\text{て^{}\#}\mathfrak{B}\text{る}$ . $J_{2x}(\theta)\mathrm{B}\mathrm{s}$

$4x^{2}- \theta^{2}=\theta\frac{J_{2x}’(\theta)}{J_{2x}(\theta)}+\theta^{2}\frac{J_{2x}’’(\theta)}{J_{2x}(\theta)}$

を満たすことと (4.3)(4.4)(4.5) を用いれは

$M( \theta)=\frac{1}{\theta}-\frac{J_{1}(\theta)}{2}-\frac{L(\theta)}{\theta}$ , $N( \theta)=-\frac{J_{0}(\theta)}{2}+\frac{J_{1}(\theta)}{\theta}+\frac{L(\theta)}{\theta^{2}}$
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を得る. よって

$I_{2}(\theta)=(\begin{array}{ll}\frac{Q(\theta)}{J_{0}(\theta)} \frac{2J_{0}(\theta)-Q(\theta)}{\theta J_{0}(\theta)}\frac{2J_{0}(\theta)-Q(\theta)}{\theta J_{0}(\theta)} \frac{Q(\theta)}{\theta^{2}J_{0}(\theta)}\end{array})$

と表される. ただし

$Q(\theta)$ :=Jl2(\mbox{\boldmath $\theta$})+2J0(\mbox{\boldmath $\theta$})L(の

である. 被推定関数を $g(\theta)=\theta^{2}$ とすると (2.1) から 2次の Bhattacharyya の下限は $B_{2}(\theta)=4\theta^{2}$

となることが分かる. また (4.4) より $\hat{g}(X)=4X^{2}$ は g(のの不偏推定量となり, (4.5) より分散

は�\mbox{\boldmath $\theta$}(g^(X)) $=4\theta^{2}$ となり $B_{2}(\theta)$ と一致している.

1 J0(の

科. 8
0.6 $J_{2}\theta$ )
0.4 $J_{-}\epsilon$ Q$J_{4}(\theta)$

0.2
. $-\cdot\cdot--$ - $-\theta$

2 $\theta_{*}$ 4 6-0. 2
-0.4

図 3. $J_{x}(\theta)$ の概形 $(x=0,2,4,6)$

5 位置母数族, 尺度母数族

第 3節においては Bhattacharyya の下限を達成する分布族と指数型分布族の混合分布族と
の関係について議論したが, 一般次の Bhattachar芹 $\mathrm{a}$ の下限を達成する分布族の特定には至っ
ていない. 本節では分布族を位置母数族または尺度母数族に限定することにょって一般次の
Bhattacharyya の下限を達成する分布族を特定する. 結論としては位置母数族においては正規分
布族と指数ガンマ分布族, 尺度母数族においては対数正規分布族と (拡張) ワイブル分布族に限る
ことが分った.

5.1 位置母数族

$f$ (x, $\theta$ ) を位置母数族からの確率密度関数とする. っまり $f$ (x, $\theta$ ) $=f(x-\theta),$ $\mathcal{X}=\Theta=\mathbb{R}^{1}$ と

する. このとき (2.2) に基ついて Bhattacharyya の下限を達成する分布族を特定する. 本節では
以下 $f,$ $g,\hat{g},$ $a_{k}|$

. は十分滑らかな関数とする. $h_{i}(u):=$ (-l)if� (u)/f(u) とし,
$\tilde{h}_{k}(u):={}^{t}(h_{1}, \ldots, h_{k})(u)$ ,
$h_{ji}(u):={}^{t}(h_{i},h_{i}^{(1)}, \ldots, h_{i}^{(j-1)})(u)$ ,

$\tilde{a}$k $(\theta):={}^{t}(a_{k1}, \ldots, a_{kk})(\theta)$,
$a_{ji}(\theta):={}^{t}(a_{ki}, a_{k}^{(1)}., \ldots, a_{h}^{\mathrm{C}-1)}..)|(\theta)$
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と表すと (2.2) は

(5.1) $\hat{g}(x)-g(\theta)=\tilde{a}_{k}(t\theta)\tilde{h}_{k}(x$一の

となる. そこで, (5.1) を満足する $f$ に関心があるが, ここでは

$A_{k}:=\{\tilde{a}_{k}(\cdot)|\exists\theta_{0}\in \mathbb{R}^{1}\mathrm{s}.\mathrm{t}$ . $|$ $(\overline{a}_{k}(\theta_{0}), \ldots,\overline{a}_{k}^{(k-1)}(\theta_{0}))|\neq 0\}$

としで,

$\mathcal{L}B$k $:=$ { $f(\cdot)|\exists\hat{g}(\cdot),$ $\exists$g(.), $\exists\tilde{a}k(.)\in A_{k}\mathrm{s}.\mathrm{t}$. $(5.1)$ is satisfied for all $x,$
$\theta\in \mathbb{R}^{1}$ }

について考える. 次に, $h_{i}$ の $(k+1)$ 階定係数線形微分方程式、及びその特性方程式

$(5.2)_{i}$ $|$ (h7 $1$ )
$+1$ , $i$

(u), $a_{k+1,1}(\theta_{0}),$
$\ldots,$

$a_{k+1,k}(\theta_{0}))|=0$,

(5.3) $|(zk+1, a_{k+1,1}(\theta_{0}),$
$\ldots,$

$a_{k+1,k}(\theta_{0}))$ $|=0$

を考える. ただし $zk+1:=$ (z, $Z_{\rangle}^{2}\ldots,$ $z^{k+1}$ ) とする. そして, 次の集合を考える.

$F_{k:}:=$ { $f(\cdot)|$ (5.2$)_{i}$ is satisfied for all $u\in \mathbb{R}^{1}$ }.

このとき, 次の補題 4, 5 が成り立つ.

補題 4 $\mathcal{L}B_{k}\subset\bigcap_{i=1}^{k}F_{ki}$ .

補題 5 $f\in \mathcal{L}B_{k}$ であれば $h_{1}$ は次の形に限る.

$h_{1}(u)=\{$

$H_{1}+H_{2}u$ (5.3) の解が 0 に限る時,
$H_{1}+H_{2}e^{z_{0}u}$ (5.3) の解が 0, $z0,2z0,$ $\ldots,$

$kz0$ の時 5
$H_{1}$ その他.

ただし $H_{1},$ $H_{2}$ は任意の複素数, 顯は任意の 0 でない複素数である.

補題 5 から次の定理を得る.

定理 5(Tanaka $[\mathrm{T}03\mathrm{b}],$ [T03c]). 位置母数族で Bhattacharyya の下限を達成する分布族は, 確

率密度関数が次のような正規分布族と指数ガンマ分布族に限る.

$f(x, \theta)=\frac{1}{\sqrt{2\pi}b}\exp\{-\frac{(x-\theta-a)^{2}}{2b^{2}}\}$ $(x, \theta\in \mathbb{R}^{1};a\in \mathbb{R}^{1}, b>0)$ ,

$f(x, \theta)=\frac{|b|}{\Gamma(a)c^{a}}\exp\{-\frac{e^{b(x-\theta)}}{c}$ %ab(x $\mathrm{J}$) $\}$ $(x, \theta\in \mathbb{R}^{1};a, c>0, b\neq 0)$ .

ただし, 下限を達成するのは被推定関数が, 正規分布族の場合は $\theta$ の高々 $k$ 次多項式の時, 指数

ガンマ分布族の場合は $e^{b\theta}$ の高々 $k$ 次多項式の時である.
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5.2 尺度母数族

$f(x$ ,のを尺度母数族からの確率密度関数, つまり $f$ (x, $\theta$) $=f(x/\theta)/\theta,$ $\mathcal{X}=\Theta=(0_{\grave{l}}\infty)$ とす

る. この場合、$y:=\log x$ , $\sigma:=\log\theta$ と対数変換することにより位置母数族の場合に帰着でき, 次
の定理を得る (Ferguson [F62] 参照).

定理 6(Tanaka $[\mathrm{T}03\mathrm{b}],$ [T03c]). 尺度母数族で Bhattacharyya の下限を達成する分布族は, 確
率密度関数が次のような対数正規分布族と (拡張) ワイブル分布族に限る.

$f(x, \theta)=\frac{1}{\sqrt{2\pi}bx}\exp$ {一 $\frac{1}{2b^{2}}$ $( \log\frac{x}{\theta}-a)^{2}\}$ $(x, \theta>0;a\in \mathbb{R}^{1},b>0)$ ,

$f(x, \theta)=\frac{|b|}{\Gamma(a)c^{a}\theta}(\frac{x}{\theta})^{ab-1}\exp\{-\frac{1}{c}(\frac{x}{\theta})^{b}\}$ $(x, \theta>0;a, c>0, b\neq 0)$ .

ただし, 下限を達成するのは被推定関数が, 対数正規分布族の場合は $\log\theta$ の高々 $k$ 次多項式の

時, (拡張) ワイブル分布族の場合は $\theta^{b}$ の高々 $k$ 次多項式の時である.

注意 2 定理 5,定理 6で得られた指数ガンマ分布族, (拡張) ワイブル分布族は Seth [S49], Shanbhag
[S72] らが扱った分布族には属さない. つまり, 彼らが考えたクラスより広いクラスで Bhat-
tacharyya の下限を達或する分布族を特定したことになる.

注意 3 位置母数族からの大きさ $n(\geq 2)$ の標本に基つく推定問題を考える. ただし, 未知母数

に対する最小十分統計量は 1 次元とする. このとき Takeuchi [T73] は, 位置母数の UMVU 推
定量が存在する分布族は正規分布族, 指数ガンマ分布族, 指数分布族に限ると主張したが, 最小
十分統計量が 1 次元であるという仮定は必要である. 反例としては確率密度関数が $f$ (x, $\theta$ ) $=$

$C\exp\{-(x-\theta)^{4}\}(x\in \mathbb{R}^{1}; \theta\in \mathbb{R}^{1})$ を考えればよい. つまり, [T73] の結果からは定理 5 は導か
れない.

6 おわりに

本論では実母数の Bhattacharyya の下限を達成する分布族を (i) 一般の場合, (ii) 位置母数族

(及び尺度母数族) の場合に分けて議論を行った. (i) では従来考えられていた指数型分布族より

広いクラスでも Bhattach釘\Sigma \mbox{\boldmath $\theta$} の下限を達成することを示し, 特に, 指数型分布族の混合分布族
の型を特定した. しかし, 指数型分布族の混合分布族だけを考えれば良いわけではなく, 非指数
型分布族でも Bhattacharyya の下限を達成することを示した (例 4). そこで (ii) のように分布

族を制限することにより Bhattacharyya の下限を達成する分布族を具体的に明らがにすること
が出来た.
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ここで, まだいくつか課題が残っている. まず, 定理 4 では指数型分布族の混合分布族の場合

についてのみの結果であり, さらなる研究の余地がある. また, 位置母数族で Bhattacharrya の

下限を達成する分布族を考えた時, $\overline{a}_{k}\in A_{k}$ を仮定したが, この仮定を満たさない場合につい

ては未解決である. この場合に得られる $f(x$ ,のは (A5) を満たさないと予想される. つまり

Bhattacharyya の不等式を考えることすら出来ないのである. (非正則な場合の情報不等式等につ

いては, 例えば Hammersley [H50], Chapman-Robbins [CR51], Akahira and Takeuchi [AT95],

Kshirsagar [KOO], Koike [K02] 等がある.) また, 本論では実母数の場合しか考えていないが, 多

母数の場合には (2.2) が偏微分方程式となり, 問題がやや複雑になる.
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