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$\mathcal{W}$代数の表現について

名古屋大学大学院多元数理科学研究科 荒川知幸

1 Introduction
よく知られているよう $\}_{\backslash }^{\vee}$

-.,
$\mathrm{V}\mathrm{i}\mathrm{r}\mathrm{a}s\dot{\mathrm{o}}\mathrm{r}$o 代数}主 $\{L_{n};n \in.\mathbb{Z}\}\text{と}$. $\mathrm{c}$ のはるベクトル空間

に, 次の交換関係を入れて定義される無唄次元のリー環である:

$[L_{n},.\mathrm{c}]=0$.
$\cdot$ ($n\in$ .Z), $\cdot$ (1.)

$[L_{n}, L_{m}...]=(n-m)L_{n+m}+. \frac{\mathrm{c}}{.12}.n(n^{2}-1)\delta_{n+\dot{m},0}$ $(n, m\in \mathbb{Z})$ . .. $\cdot$ (2)

このような $\mathrm{y}\mathrm{i}\mathrm{r}\mathrm{a}\epsilon \mathrm{o}r\mathrm{o}$ {.t数, あるいはアフィンリー環などの無限次元リー環の持
つ著しい特色の一つに, 一部の表現め持つ modular.不変性が挙げられる. ブフィ..ジリー環の可積分表現, ある\mbox{\boldmath $\nu$}‘は Virasoro 代数 9極小系列表現がぞうした表現に

’. あたる. -ノ

$$. うした現象は,現在では共形場理論, あ $\dot{\text{る}}$いは頂点作用素代数 (vertex operator
algeb.ra; 以下VOA と略) の立場 $\mathrm{B}\backslash$ら理解されている. すなわち, “良い VOA の表
現$n$. $\cdot\sigma$).指標は必然的に modular 不変になる, という ‘わけである . (文献 [FZ] 参照)

$\circ$ .
. 指標の modular 不変性 $\text{の}$

. こうした捉え方は moonshine 予想の解決などに応用さ
れた.

$\mathrm{V}\mathrm{O}\mathrm{A}^{\cdot}$ という概念け無限次元リー環のある種の拡張であり.’ 当然, $\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}_{\backslash }$限次元リー
環という枠組みては捉え切れない対称性も取り扱うことがてきる.

$\cdot$

ぞのような
VOA として, 代表的なものに $\mathcal{W}$ 代数というものが存在する.
実 $\mathrm{t}..\mathrm{P}$, 文献によって $\mathcal{W}\mathrm{t}’.\cdot \mathrm{t}^{\backslash }$数という言葉の意味するところはまほまちであるが,

一般に Virasoro 代数の一般化を総称して $\mathcal{W}$ 代数と言う. このような $\mathcal{W}$

. 代数の
なかに, 最も major なものとして, 有限次元複素単純り一環 $.\overline{g}$ に対して.\not\in 義され

. $\cdot$ るクラスのものが存$\text{在}..\llcorner$ , これを $\mathcal{W}(\overline{g})$ とかぐ この立揚からいえば

Viras.$\mathrm{o}$ro 代数〒 $\mathcal{W}(z\mathfrak{l}_{2})$ 代数

ということ}.こなる. 歴史的には, 最初に Fate.ev-Zamoloddikov が $.\mathcal{W}_{3}=\mathcal{W}(\epsilon\cdot \mathfrak{l}_{3})$

代数を定義し, 次に Fateev-Lukyanov が $A,$ $D$型–.般の場合に拡張した. hかし,
これらの代数は非常に複雑なものとなった.
例 1J. $\mathcal{W}(\epsilon \mathfrak{l}3)=\mathcal{W}_{3}$ 代数は $\mathrm{g}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{n}-\mathrm{g}.\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{d}\epsilon$

$L (\begin{array}{l}\prime z\end{array})=\sum_{n\in \mathrm{Z}}L(n)z^{-n-2}$
,

$W(z)= \sum_{n\in\dot{\mathrm{Z}}}.\backslash W$.
$(\mathrm{n})z^{arrow n-3}$
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を持ち, これらの間の関係式は次で与えられる.

$.[\dot{L}(\mathrm{r}\iota), L(m)]=$ ($n$ -.什)L(m+n.) $+. \frac{n^{3}-n}{12}$ \mbox{\boldmath $\delta$}n,mc, (3)

.
$\mathrm{c}$ .は中心元, (4)

[.L(ri), $W$ (in$)$ ] $.=$ ($.2n$ -m)$W(n+m).\}$ . (5)

$[W.\cdot(.n), W(m)]$ 1

$=..(n-m) \{\frac{1}{15}(n\dotplus m\dotplus\partial)(n+m. +2)-\frac{1}{6}(n+2)(m+2^{\cdot})\}1L(n$. $+m.\cdot)$ .(6)
$+ \frac{16}{22+5\mathrm{c}}$ ($n.-$ 什)$\Lambda(n\dotplus m)+$. $\frac{\mathrm{c}}{360}n$

.
$(.n^{2}-1)(n^{2}‘.-4).\delta_{n+m,0}.\cdot$

ここて, $.\Lambda$

.
(n) はここだけの記号てあり.,

$\Lambda(n)\cdot=\sum_{k\in \mathrm{Z}}^{\cdot}.- L.(n+k)L(-k.):-\cdot.\frac{\bm{3}}{10}.$ (n.+ $\cdot$2)(n+3)L(ri). (7)

.
$\text{式て}|\mathrm{g},\cdot\dot{\mathfrak{g}}_{\backslash }\not\in \text{限}\hslash’\mathrm{B}^{\mathrm{S}}\text{現れ}.\text{て}1^{\mathrm{a}}\text{る}\dot{\text{の}}.\cdot..\text{て^{}\mathrm{w}},L(’ n),$
$W(n).(..n\in \mathbb{Z})_{1}\mathrm{c}’.\text{ち}|\mathrm{g}7_{\overline{7}}^{\backslash }\Psi\backslash \backslash j\dot{\iota}\backslash \text{るものとして}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}\mathrm{t}\acute{\text{る}},\text{ま}\mathcal{T}’,(\dot{7})\dagger\check{-}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}*\iota\dot{\text{る}}\cdot\cdot\dagger \mathrm{g}\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{m}1-\mathrm{r}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}\text{てあ}.\text{る}.(7)(6)\text{式の}\epsilon\backslash \Phi|.\text{表}*\iota \text{る}1(22\dotplus.5\mathrm{c})\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{g}\not\cong\ovalbox{\tt\small REJECT}\}_{-}’1\mathrm{f}(6)\text{の}\pi_{\grave{1}_{\frac{7\mathrm{J}}{\mathrm{a}}\}_{\check{|_{-\cdot 22+5\mathrm{c}\mathrm{B}\dot{\backslash }\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}\mathrm{B}\vee}}}}}.\cdot \text{トて}\ovalbox{\tt\small REJECT}\backslash _{\mathcal{D}^{-\mathrm{c}}}$

.

じていないどいうことになる. したがって, $\mathcal{W}_{3}$ はリー環ではなぐ, あく爽て.も
VOA として定義される (り一環と見ることもてきるが, その場金生戒\not\equiv は無限個
必要てあり, 関係式が書けない)..

$\mathrm{F}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{i}\mathrm{n}-\mathrm{R}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{l}[\mathrm{F}\mathrm{F}\dot{2}]\dagger \mathrm{J}.$ ’上のような $.\mathrm{a}\dot{\Re}$な $\mathcal{W}$

. 代数を直接定義するごとを避け,,
$\overline{g}$ のアフィンリー環 9’から, コホモロジカノレな “還元法 $(x\mathrm{e}\mathrm{d}\mathrm{u}\mathrm{c}\mathrm{t}!.\mathrm{o}\mathrm{n})$ ’》によって $\mathcal{W}$

代数 $\mathcal{W}(\overline{\mathrm{g}})$ を定義し, 上に述べた場合には知られているもの} $arrow r$.–.致するこ $\text{と}$ を示
した. higin-Renkel による $\mathcal{W}(\overline{\mathfrak{g}})$ の構成法は, 複雑な関係式を直接扱わなくてす
む点, また, 同様な “還元法” によって, その表現もアフインリー環 $\mathfrak{g}$ の表現から
.関手的に得ることができるという点でも優れており, 現 $.\text{在}$知られている最も一般
的で強力な $\mathcal{W}$代数の構成法である.
なお, $\mathcal{W}$ 代数の Feigin-Frenloel 構成法は, 最近 Kac-Wakimoto 等に $\ddot{\text{よ}}$. りスー

パーリー環の場合へと .(非自明に) 拡張され, 現在までに知られている全てのスー
パーコンフォーマル代数がこの方法て現れるという, 著しい結果が得られている
(文献 [KRW, $\mathrm{K}$.W4] 参照).
さて, $\mathcal{W}(\overline{g})$ の表現のうち, 応用上重要なのは, アフインリー環の可積分青現

のように, 指標が modular 函数になるよう.な “良い” 性質を持つ既約表現てある. .

Vjrasoro.代数の場合, このような性質を情つ表現}ま, 極小系列表現 (minimal series
representatio押) ど呼ばれた. .-般の $\mathcal{W}^{\cdot}(\overline{\mathfrak{g}})$ の場合も, \Leftarrowのような性\sim を持つ表現
は ($\dot{\mathrm{c}}$onjectua.l な存在 Sあったが) 極小系列表現と呼ばれている.

$\mathcal{W}$代数の極小系列表現に関しては, 1992年頃の Frenloel-Kac Wakimo拓予想
$.([\mathrm{F}\mathrm{K}\mathrm{W}])$ .が基本的てある. $\mathrm{R}.$enkel-Kac-WakimotQ は, $\dot{\mathrm{R}}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{i}\mathrm{n}-{\rm Re}\dot{\mathrm{n}}\mathrm{k}$ el 理論によっ
.て, アフィンリー環 $\mathfrak{g}$ .の $\mathrm{p}.\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{i}\dot{\mathrm{p}}4^{\cdot}$ admissible*現が $\mathcal{W}(\overline{\mathfrak{g}})$ の極小系列奉導に対
応することを予想した.

表
$.\dot{\acute{\text{現}}^{}\wedge}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}\}^{\underline{r}}\text{つ}\iota\backslash 1\lambda^{-}\mathrm{F},*\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}.\cdot \text{て}\mathrm{t}\mathrm{h}- \mathrm{c}\mathrm{g}_{\backslash }^{\backslash }$

べ
$\hslash.\mathrm{E}^{\text{の}る^{}\grave{\mathrm{z}}}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}$

.
$\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}|^{\vee}.$

,
$\mathrm{a}\mathrm{e}$ [

$\mathrm{A}\mathrm{a}\mathrm{e}\wedge$

の
$\mathrm{A}2.$

]
$\mathrm{r}_{\iota \mathrm{p}}\mathrm{a}\mathrm{e}$

.
$\text{を}.\mathrm{g}\}_{\acute{\mathrm{t}_{\frac}}},\mathrm{F}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{i}\mathrm{n}- \mathrm{R}.\mathrm{e}.\mathrm{A}.\mathrm{e}1\text{の}\mathcal{W}\dagger \mathrm{W}\mathcal{W}(\overline{\mathfrak{g}})\text{の}[\dot{\mathrm{A}}1,\dot{\mathrm{A}}2]|_{\llcorner}^{\vee}\text{よ}l,\mathrm{R}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{k}\mathrm{e}1-\mathrm{K}\mathrm{a}\mathrm{c}-\dot{\mathrm{W}}\mathrm{a}\mathrm{k}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{o}$ .
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予想はほぼ$\dot{\#}\not\in$決されたごとになる. なお, 証明等について#.X論文 [Al, $\mathrm{A}^{\cdot}2$] $.\cdot$
を参照

されたい.

2Feigin-. $\dot{\mathrm{E}}.\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{l}$

.
$\mathrm{c}..\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{u}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{i}.\dot{\mathrm{o}}\mathrm{n}$ の有限次元.版 $\circ$

. (Ko.sta.$\mathrm{n}$t の定瑠)
. .

$\mathrm{F}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{g}^{*}1\mathrm{n}-\mathrm{R}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{k}\mathrm{e}1^{\mathrm{a}}\dot{\mathrm{p}},\dot{\mathrm{R}}\text{在のと_{}\check{}}3\mathrm{h}\text{まり}-\cdot \mathbb{R}\#\backslash \mathfrak{h}\text{て}*ri\mathrm{t}1|^{\underline{\vee}}.\text{よる}w\cdot\#\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{e}\text{の定義}|\mathrm{f}$

, 技,$*_{\backslash }.\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}’\cup\backslash \cdot \mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}l’.$

.
$\text{を}\mathrm{f}\mathrm{f}\check{\mathrm{p}}\cdot$

’
$\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{m}..\mathrm{i}-\mathrm{i}\mathrm{n},\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{h}.\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{o}1\mathrm{o}\mathrm{g}\mathrm{y}\text{と}\mathrm{f}^{\vee}\backslash -\text{て},/\phi \text{らの定}ae\text{を}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}^{\rho}\mathrm{f}\mathrm{l}$

.する前に, その $\text{有}$.限次元版を簡単に説明する $..arrow\vee$
とにする. 図式的には

$\dot{\Re}.-$のよ:うに
なる.

有限次元 $\iota y-$. 環
$\overline{\mathfrak{g}}arrow 77\mathit{4}^{\backslash \sqrt[\backslash ]{}}l\mathrm{b}$ アフィンリー環. $\mathfrak{g}\cdot=$ る $\otimes \mathbb{C}[.t, t^{-1}]\oplus \mathbb{C}K$

..Kostant $197\epsilon\downarrow-\cdot$
$.\downarrow,\mathrm{R}\mathrm{l}\mathrm{g}\mathrm{i}\mathrm{n}\sim \mathrm{F}\mathrm{P}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{l}990^{\cdot}$

中 $r\grave{1}_{\grave{A}}$

.
$Z(\overline{\mathfrak{g}})$

. $\underline{77t^{\backslash }\nearrow l\mathrm{b}}$

.W代数W(る) :

界下, 引き続き嘉を有限次元複素単純 )$’$

. 一代竺とし, 三角分解 $\overline{\mathfrak{g}}=$ 沖 \oplus h-\oplus
$\cdot$

叫
を固定する. $\overline{\Delta}=\overline{\Delta}+\mathrm{u}\overline{\Delta}_{-}$ を対応す $\text{る}$

$\overline{\mathfrak{g}}$ のルートの集含 \Delta -..の分解, $\overline{\Pi}\subset.\overline{\Delta}$ヤを
単純ルートの集合, $\pi$ を $\overline{\mathfrak{g}}$ のワイル群とする. $U(\overline{\mathfrak{g}})$ を $\overline{\mathfrak{g}}$ の包絡環, $\dot{Z}(\overline{\mathfrak{g}})$ を $U(\overline{\mathfrak{g}})$

9.中心とする. また, $\{e_{\alpha}, f_{a}, (\alpha\in\overline{\Delta}_{+}), h\mathfrak{h}..., h_{\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}_{B}}.-\}$ .を過の Chevalley基底
とする.

$\overline{C}l$ を, $\overline{\mathfrak{n}}_{-}\oplus\overline{\mathfrak{n}}_{-}^{*}$ とその標準的な 2 次形式に付随する Clifford 代数と $\dot{\text{す}}$る. した
がって,

$\cdot$

$\overline{C.}l$ は, 次を生成元と関係式とする. $\mathbb{C}$ 代数である.

生或元: $\dot{\psi}_{\alpha},.\psi_{\alpha}^{*}$
.

$(.\alpha\in\overline{\Delta}_{+})$

関 $ffi_{\backslash }$.式: $\{.\psi_{\alpha},\psi_{\beta}^{*}\}.=\delta_{\alpha,\beta},$ $\{.\psi_{\alpha}.’\psi_{\beta}\}=\{\psi_{\alpha}^{*}, \psi_{\beta}^{*}\}=$. $0(\alpha, \beta\in\overline{\Delta}_{+})$ .

ただし, $\{X, \mathrm{Y}\}=.\cdot X\dot{\mathrm{Y}}$.+YX.$\cdot$

また, \psi 。は $f_{\alpha}\in g$ -ーこ対応する $\overline{C}l$ の元だとみ
な Lて $\mathrm{V}\backslash$る. A(沖), A(助). を, $\cdot$ そ $\gamma_{\mathrm{b}}$.それ沖, $\overline{\mathrm{t}}\mathrm{i}_{-}^{*}$ の Grassmann 代数とすると, ベ’

クトル空間.としては

$\overline{\mathrm{C}}l=$.A(i二)\otimes A(n-:)

!ある.$\cdot$ また, $U(\overline{9}\mathrm{J}\otimes\overline{C}$(には自然にスーパー代数の構造が入る.
.元�. $\in U(\overline{g})\otimes Cl$ を次で定義する.

$\overline{\partial}\cdot=\overline{\partial}^{\mathrm{s}\mathrm{t}}$ 十 $\overline{\chi}$,
. $\cdot$

$\overline{\partial}^{\mathrm{s}\mathrm{t}}=\sum_{\alpha\epsilon \mathrm{a}_{+}}\cdot f_{\alpha}.\psi_{\alpha}^{*}-\frac{1}{2}.\cdot.\sum_{+\alpha,\beta,\gamma\epsilon\overline{\Delta}}.\cdot \mathrm{c}_{\alpha,\beta}^{\gamma}.\psi_{\alpha}^{*}\psi_{\beta}^{*}\dot{\psi}_{\gamma},$ $.. \overline{\chi}=\sum_{\alpha\in\overline{\Pi}}.\cdot\psi_{\alpha}^{*}$
.

ただし, [$f_{\alpha},$ $f \beta 1=.\cdot\sum_{\gamma\in L_{+}\alpha_{\mathrm{I}}\dot{\beta}}\mathrm{c}^{\gamma}.f$ ,. すると, .

$\{\overline{\partial}^{\mathrm{s}\mathrm{t}},\overline{\chi}\}=0,$ $(.\overline{\partial}^{\mathrm{s}\mathrm{t}})^{2}\cdot.=(\overline{\chi})^{2}=0$
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カ 5成立するこ $\text{と}$

. が確かめられる. 従って,

�$2=0$ ,

よって

$\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{a}.\mathrm{d}\overline{\partial})^{2}.=0$ $(\dot{8})$

$\mathrm{B}.\backslash ’ U(\overline{g})\otimes\overline{C}l$ 上で成立する. ただ.し,:adj.oint は^.--パー $\dagger.$数での.$\mathfrak{F}$

. 味.
. $\cdot$.. $U(\overline{\mathfrak{g}}.)\otimes\overline{C}l$ . の次数付けを,

$\mathrm{d}.\mathrm{e}\mathrm{g}\psi_{\alpha}.=1,$ $\cdot\deg\psi_{\alpha}^{*}.=-1$ $(\alpha\in\overline{\Delta}+)$ , $\deg u=0.(u\in U(\overline{\mathfrak{g}}))$

. $\cdot$て定めると, 定義から, ad引山欠数-1 を持っ. 従って, (8).から複体 $(\cdot U(\overline{\mathrm{g}})\otimes\overline{C}\dot{l}, \mathrm{a}\mathrm{d}\overline{\partial})$

.
が $.\text{定}$まり, ホモロジー

.
1:

$H.(U.(\overline{g})\otimes\overline{C}.l, \mathrm{a}\mathrm{d}\overline{\partial})=.\oplus.\cdot H_{i}(U(\overline{\mathfrak{g}}).\otimes\dot{\overline{C}}l, \mathrm{a}\mathrm{d}\overline{\partial})i\in \mathrm{Z}$ :

.が定義される.
U(g-)め d の積構造は, $H.(U.(\overline{\mathfrak{g}}).\otimes\overline{C}l,\dot{\mathrm{a}.}\mathrm{d}\overline{\partial}.)\}$ \Leftarrow , grade.d $\mathbb{C}-\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{g}\mathrm{e}\mathrm{b}\dot{\mathrm{r}}\mathrm{a}$ の構造を誘導

する. この:とき, Kostant の結果 [Kos] から, 次を..$\overline{\prime\tau\backslash }$すことがて $\text{き}.\cdot$る.

定 $\mathrm{g}$

.
$2.1^{\cdot}$.

.
(1) $H_{i}^{\cdot}$( $U..(\overline{\mathfrak{g}}.)\otimes\overline{C}l,\cdot \mathrm{a}$d $\overline{\partial}$)

$i.0,.(i.\in \mathbb{Z}\backslash \{0.\})$

(2) 対応

$Z$ ($U$ (る)) $arrow$ $H_{0}(U(\overline{g})\otimes\overline{C}l, \mathrm{a}\mathrm{d}\overline{\partial})$

$z$
.

$\mapsto$ $z.\otimes 1$ .

. は $.\mathbb{C}$代数の同型を与える.

て, g-.加群 $M$ (こ対 $\llcorner-$, $\overline{C}.(\overline{\mathfrak{n}}_{-}, M).=$ M\otimes \Lambda (沖) とおぐ $\Lambda(\overline{\mathfrak{n}}_{-})-$ 上}.$\llcorner$

’ は自
. 然に $.\overline{\mathrm{C}}l$ が $\dagger\not\in$用するのて, C.(沖, $M$) は $U(\overline{\mathfrak{g}}\underline{)}\otimes\overline{C}l$ 加群・となる. $\cdot$ 特に�が作用し,

$(\overline{C.}.(\overline{\mathfrak{n}}_{-},M),\overline{\partial})$

. は複体となる. 元 $\overline{\chi}\in$ 把 $\subset Cl$ は, $\overline{\mathfrak{n}}_{-}$. の指標を定めることに注意
すると, 寓義か $\text{ら}$

. (C-.(沖, $M.$), $\partial$-) はリー ‘環のホモロジー Hi(沖, $.M\otimes \mathbb{C}_{\overline{\chi}}$ ) を計算
する ChevaUey $\dot{\mathrm{c}}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{x}$ }S:他ならない. ここ $\text{て}.\cdot,$

$\mathbb{C}$x は $\overline{\chi}$. の定 $\text{め}..\cdot$.る U(L)=の一次
.元表現である. 故に,

$H_{i}(\overline{C.}$.(沖, $M\mathrm{j}_{9}\overline{\partial})$

.
$=H_{\mathrm{t}}(\overline{\mathfrak{n}}_{-}, M\otimes \mathbb{C}_{\mathrm{R}})$

.
$(i^{:}.\in\dot{\mathbb{Z}}.\geq 0)$ (9)

となる.
. 柱意 2.2.

$H_{\mathit{5}}(\overline{C}.(\overline{\mathfrak{n}}_{-},M),\overline{\partial}^{\mathrm{s}\mathrm{t}}$. ) $=H_{i}(\overline{\mathfrak{n}}_{-}, M)$ . $(i\in \mathbb{Z}\geq 0)$

で $.\text{あ}$
$\text{る}.\cdot$
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.定理 2.1 による同–
$\backslash \backslash \cdot$

視

$Z(\overline{\mathrm{g}})=H_{0}.$ ( $\dot{U}.(\overline{\mathfrak{g}}.)\otimes\overline{C}l$ , 包 $\mathrm{d}$
$\overline{\partial}$ ) (10)

を用いると., (9) が.|ら, $\cdot$

.
$U$. $(\overline{\mathrm{B}})\otimes C\dot{l}$ の $\overline{C}.(\overline{\mathfrak{n}}_{-}, M)$ ’. の作用.$\circ$

は Z(過) のホモロジ.–.
$H_{i}$ ( $\overline{\mathfrak{n}}_{-}$ , M\otimes Cえ) へ\rho 作用を誘導することがわかる. したがって, $i\in \mathbb{Z}_{\geq 0}$ につい
ての対応

. M\rightarrow Hi(.沖, $M\otimes \mathbb{C}_{\overline{\chi}}..$

.
) $.(11)$

.は $\overline{\mathfrak{g}}$ 加群の圏か $\text{ら}$

.
$Z(\overline{\mathfrak{g}})$ 加群の一へめ $.\acute{\text{関}}$壬を亨える.

3$\cdot$

.
$\mathcal{W}.\cdot \mathrm{t}\mathrm{t}..\cdot$数の $\mathrm{F}.\mathrm{e}$igi.n-Renkel による定義..

$\mathrm{F}\mathrm{e}\mathrm{i}\dot{\mathrm{g}}\dot{\mathrm{m}}$-Renkel[FF2] は, 中心 $Z(\overline{\mathfrak{g}})$ に関する\downarrow の構成を 77イン化することにょ.
.り $W$ 代数\not\subset 定義した... っまり劃を $\overline{g}$ に付随するアフィンリー環

$g=\overline{g}\otimes \mathbb{C}[t, t^{-1}]\oplus \mathbb{C}K$

て $\mathrm{E}$

.
換え, 上の構或を行うの $\text{て}.$

‘

ある. このとき, .沖は

$L\overline{\mathrm{n}}_{-=}$ i-\otimes C[も $t^{-1}$ ] $.\subset$. $s$.

で置換わる. $\cdot$対応して, $\overline{\mathrm{C}}l$ は $L\text{沖}\oplus.(L\overline{\mathfrak{n}}_{-}.)^{*}$ とその�の標準的な 2次形式に付随す..
る Clifl化 rd 代数 $Cl$ に置参換枦る.. ただ.$\text{し}$ , $(L\overline{\mathfrak{n}}_{-})^{*}$ は..$L\overline{\mathfrak{n}}_{-}$ の grade4 dual. $L\overline{\mathfrak{n}}_{-}$

の元 $f_{\alpha}.(n)=f_{\alpha}\otimes t^{n}$ に対応する. Cl.の\otimesを $\psi_{\alpha}(n)$ , その双対元を $.\cdot\psi_{\alpha}^{*}(-\cdot n)$ と書く .
したがって, $\cdot$

$Cl$ は次の生成元と関係式を持つ.

生成元: $\psi_{\alpha}(n),\psi_{\alpha}^{*}(n)(\alpha\in.\cdot\overline{\Delta}_{+}, n\in \mathbb{Z})$

関係式: $\{\psi_{\alpha}(m), \psi_{\beta}^{*}(n)\}=\delta_{\alpha,\beta}\delta_{m+n,0}(\dot{\alpha}\cdot, \beta\in\overline{\Delta_{+}.}, m,n\in \mathbb{Z})$,
$\{\psi_{\alpha}(m), \psi_{\dot{\beta}}(.n)\}=\{\psi_{\alpha}^{*}(m), \psi_{\beta}^{*}(n)\}=0$ ( $\alpha,\beta\in\overline{\Delta}_{+}$

.
$’$ in, $n\cdot\in \mathbb{Z}.$).

また, $\overline{\partial}$ は次の作用素� と置き換わる.
.

.
�〒 $\partial^{\mathrm{s}\mathrm{t}}+\chi$.

ことで,
. . $\cdot$

$\partial^{\mathrm{s}\mathrm{t}}=.\sum_{+\alpha\in\overline{\dot{\Delta}},n\in \mathrm{Z}}^{\cdot}f_{\alpha}(-n)\psi_{\alpha}^{*}(n. .)-\cdot\frac{1}{2}.\sum_{+\alpha,\beta,\gamma\epsilon\overline{\mathrm{A}}}^{\cdot}.\mathrm{c}_{\alpha,\beta}^{\gamma}\cdot:\psi_{\dot{\alpha}}^{*}(k)\psi_{\beta}^{*}(l)\psi_{\gamma}(m)$ .$:\iota$ , (12)

$k+\iota+m=0$
.

$. \chi=\overline{\chi}=\sum_{\alpha\in\overline{\Pi}}.\psi_{\alpha}^{*}(0).$
.. (13)

..
すると, やはり
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が成立することが確かめられ,

�$2_{=0}^{\cdot}$, . $\cdot$

従って,

$(\dot{\mathrm{a}}\mathrm{d}\partial)^{2}=$

.
$0$ $\backslash (1\dot{4})$.

:.
となる. :
ただ.し, 式 (12). において無限和が現れるのて, $\partial$ !gちは $\mathrm{f}..\cdot U(\mathfrak{g})\otimes Cl$ の元て $1\mathrm{X}\backslash$

い
$=$ そ千て, $\kappa\in.\mathbb{C}$ について

. $U_{\dot{\kappa}}(.\mathfrak{g})=$. $U(.\mathfrak{g})/(K-(\dot{\kappa}-h^{\vee}.))$

とおき, $U_{\kappa}(g)\otimes Cl$. の適当な意味の完備化 ( $\mathrm{F}^{\mathrm{Z}}]$ の意味ての完備化..) $U_{\kappa}$

–
$(\mathfrak{g})\otimes Cl$ を考

え, �をそこの元だとみなす. ここて,$\cdot$

$h^{\vee}$. $.l2\mathfrak{g}$

-

の $\mathrm{d}\dot{\mathrm{u}}\mathrm{a}$lCoxeter number. そう $.\llcorner$て

おいて,

$\mathcal{W}_{\kappa}(\overline{g})$

.
$:=$.

$H_{0}(\dot{U}_{\kappa}.\overline{(\mathfrak{g})\Phi}C^{\cdot}l, \mathrm{a}\mathrm{d}\partial)$

. $(15)$

と定義 1,, $\mathcal{W}_{\dot{\kappa}}(\overline{\mathfrak{g}})$

.
を $\overline{\mathfrak{g}}$ に付随するレベル $\kappa-$. $h$ \vee の $\mathcal{W}$ 代数と呼ぷ.

ただし,$\cdot$ ..ffi初に述べたように本来, $\mathcal{W}_{\kappa}(\overline{\mathfrak{g}})$ は $\mathrm{V}\mathrm{O}\mathrm{A}$ ($.\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{x}$ operator algebra) と
$\circ$

して定義される. したがって, $.(15)$ によつ $.\text{て}$定義されているのは, 対応する field
たちのフーリエ係数 $\text{て}.*$ある. しかし, ここては,,.$\mathrm{V}\mathrm{O}\mathrm{A}$ . を訳明する余裕は無いの
\mbox{\boldmath $\tau$}.

$\cdot$

省略する.. VOA としての $.\mathcal{W}$代数の定義, \downarrow よぴ上の定義.との関係については
. $\cdot$

[$\mathrm{F}\mathrm{F}2,$ FK.W, \mbox{\boldmath $\nu$}B].を参照して頂 $\backslash$た $\mathrm{V}^{\mathrm{a}}.\cdot$

注意. 3.1. (1) $\kappa=0$ のとき [こは� rasoro field が定義でき $\dot{r}_{\mathrm{X}!}.\backslash$ので, $\mathcal{W}0(\overline{g})$ は

VOA てはな <, vertex algebra として定義される. また, $\cdot$ $\kappa\neq 0$ のとき,
$\mathcal{W}_{\kappa}(\overline{\mathfrak{g}})$ の Virasoro field $.L(.z)= \cdot\sum_{n\in \mathrm{Z}}L_{n}z^{-n-2}$ は次の交換関係 $\#.\cdot.\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}$たす

. $[L_{n}, L_{m^{1}}]=(n-m)L_{n+m}+. \frac{\mathrm{c}(\kappa)}{12}n(n^{2}-1)\delta_{n+m,0}$ $(n,.\dot{m}\in \mathbb{Z}.)$.. ただし,

$c( \kappa.)=\mathrm{r}\mathfrak{W}\mathrm{k}\overline{g}-12(\kappa.|\vec{\rho}^{\vee}.|^{2}.-2\langle\overline{\rho},\overline{\rho}^{\vee}\rangle+.\frac{|\overline{\rho}|^{2}}{\kappa}.)$ $(1\dot{6})$

ここて, $\overline{\rho}=\frac{1}{2}\sum$. $\alpha\in E_{+}^{\cdot}\alpha,\overline{\rho}^{\vee}=\frac{1}{2}\sum_{\alpha\in\overline{\Delta}}+\alpha^{\vee}\mathrm{t}$

$..(2).\overline{\mathfrak{g}}=\epsilon \mathfrak{l}_{2}$(C) の場合, $\kappa=p/q$ とおくと,

$\mathrm{c}(p/q)=1-6(p-q)^{2}/pq$

.
となる. これは, $.p,$

$q\in \mathbb{Z}\geq 1,$ $(.p, q)\simeq 1,$ $p$, $q\geq 2$ のとき極小系列表現の中心
電荷になる.

(3) Introduction で登揚.\llcorner た $\mathcal{W}(\epsilon \mathfrak{l}_{3})=\mathcal{W}_{3}$ . と上の W.\kappa (513).との関係は次 $\circ$のよ

うになる. :
$.\mathcal{W}_{\kappa}^{\cdot}(\epsilon \mathfrak{l}_{\dot{3}}).=\mathcal{W}$. $(z\mathfrak{l}_{3})/(.\mathrm{c}-c(\kappa))$ .
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$\mathcal{W}$ 代数 \(g-).については次が基本的である.
.

定理 3.2 $.(\mathrm{R}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{l}-\cdot \mathrm{B}\mathrm{e}\mathrm{n}-\mathrm{Z}\mathrm{v}\mathrm{i}\cdot[\mathrm{F}\mathrm{B}])..1$ =d1 $\mathrm{i}d_{2}\leq,$ $..\cdot.\cdot\leq d_{\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}\overline{\mathrm{g}}}$ .を $\overline{\mathrm{g}}$ の ex-
po.n.ents とする.. \mbox{\boldmath $\zeta$}‘のと’き , conformal dimensio.n $d$ 1 $+1,$

$\ldots,$
$d_{\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}\overline{g}}.+1$ を袴つ

$.\mathcal{W}_{\kappa}(\overline{\mathfrak{g}})$ の rankj.個の field 達 $\dot{7}\mathrm{T}^{F_{1}}$ (z), $W_{2}(z),\ldots:\rangle W_{\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}\overline{\mathfrak{g}}}.(z)$
$l$.’存在し, $\mathcal{W}_{\kappa}..(\overline{\mathfrak{g}})$ は

$\dot{\mathrm{V}}.\mathrm{O}$A として, これらの field たち $\circ$で生成される.

$W_{1}(\dot{z}..)$ は定常倍を除き Virasoro field $L($
.

$z)$. に..–致する. しかし, 一般の $W_{i}(z)$

.達の具体形及ひ交換関係は知られていない. $\cdot$

注意 3.3. $\kappa=0,\cdot$ g.-な $\dot{\text{わ}}$ち critical level のとき, $\mathcal{W}_{0}(\overline{\mathfrak{g}}.)$ は $U_{0}(\mathfrak{g})=U(.\cdot \mathfrak{g})/(K^{\cdot}\dotplus h^{\vee})$

の完備化 $\overline{U_{0}(\mathfrak{g}.)}$ の中心と一致することが Feigin-R.enkel により知られてりる.

. $\cdot$

$\mathcal{O}_{\kappa}|$ をアフィンリー環 9 のレベ$;\mathrm{s}\kappa:-h$�の BGG 圏とする; すなわち, $\mathcal{O}_{\kappa}$ は,
次の条件を満たす加群 $M^{\cdot}\emptyset.>$らなる $\mathfrak{g}$ 加群の圏の充満部分圏である;

(1) $M$ ほレベル $\kappa-h^{\vee}$ である (中心 $K$ は $\kappaarrow h^{\vee}$ で作用する),$\cdot$

. -.
(2) $M$への劃.の上三角巾零部分代数叫の作用は $1\dot{\mathrm{o}}$ cally\sim 垣 pot.snt.

$.(3)\cdot.M$ は $\emptyset\sigma \mathrm{j}$. Cartan 部分代数. $\mathfrak{h}$ の作用に藺してウエイト分解を持ち, #.
$\cdot$

ウエ
イ.}‘空間は有限次元.

(4) $\mathfrak{h}^{*}$ め有限部分集合 { $\mu_{1},$ $\ldots,\mu$n} が存在し, $\cdot$ $M.\text{の}$ウエイトの集合は $\bigcup_{\dot{l}=1}^{n}$ 出一 $Q_{+}$

に含.まれる. ここで, $Q_{+}= \sum_{\alpha\in\Delta}+\mathbb{Z}\geq 0\alpha$ . また, $\Delta+$ は $g$ の正/レートの

集台.

さて, $\mathcal{F}(L\overline{\mathfrak{n}}_{-})$ を $\psi_{\dot{\alpha}}(n)1=0(n>\cdot 0),$ $\psi_{\alpha}^{*}..(n)1=0(n\geq 0)$ なるベクトノレ 1 で生
成される $Cl$ .の既約表現.どする. $\mathcal{O}_{\kappa}^{\cdot}\ni M.\cdot$ について, $C$.(L沖, $M$) $=.M\otimes F(L\overline{\mathfrak{n}}-)$ .
とおき,

$\backslash \backslash$

$H_{i}(.M..)$

.
$:=H_{i}.(C. (L\overline{\mathfrak{n}}_{-}, M)$ , $\partial)$ (1.7)

と定める. ただし, 有限次元の場合と異なり, $\cdot$

.添字垣ま $.\mathbb{Z}$ 全体を動 $\text{く_{}\mathrm{r}}$

$\dot{\mathrm{m}}\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{e}\dot{\mathrm{h}}.\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{o}1\mathrm{o}\mathrm{g}\mathrm{y}.\cdot \mathfrak{B}\mathcal{T}’.,\mathbb{C}_{\dot{\chi}}\mathrm{t}2\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}.\cdot\ovalbox{\tt\small REJECT}\chi\cdot.L\overline{\mathfrak{n}}_{-}arrow \mathbb{C}|^{\vee}.\text{よ}..\vee \mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{g}3.4.H.(M)=H\simeq_{2}+\cdot(L\overline{\mathfrak{n}}_{-}’ M\otimes \mathbb{C}_{\chi})\mathrm{T}^{\mathrm{p}}\text{あ}\beta$

.
$\Gamma_{-}T’\Phi \text{し_{}2}.’.\text{て}.\text{定}\not\in \text{る}U(L.\overline{\mathfrak{n}}_{-)\emptyset}\epsilon^{\backslash }\not\in|\mathrm{a}\mathrm{F}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{i}\mathrm{n}\text{の}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{m}$

i-

.次元表現.
.かくして, $i.\in \mathbb{Z}$ をパラメ.一ター.として持つ, $\dot{\mathcal{O}}_{\kappa}$ から $.\mathcal{W}_{\kappa}.(\overline{\mathfrak{g}})$ 加群の圏へめ関手

$M..[]’.H_{i}(M)$ (18).

を得た. . $\cdot$

.
$M$ (\lambda ) を最高ウエイト $\lambda$ の Verma 加群, $L$ (\lambda ) を $M$ (\lambda ) の唯一の既約商加群

とする. 次は本質的には教科書 [FB] の結果てある.

.命題 3.5.. 任意の $\lambda$ について次が成立する.

$H_{1}.(M(\lambda))=.\cdot 0\cdot$
.

$(i\neq 0)\cdot$,..
$\mathrm{c}\mathrm{h}H_{0}(M(\lambda))=\frac{q^{\mathrm{L}^{\lambda}}\neq_{\kappa}E\llcorner^{2}}{\eta(\tau)^{\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}\overline{g}}\prime}..\cdot$
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ここ $.\text{て}*$ , $\mathrm{c}\mathrm{h}H_{0}.(\dot{M}.(\lambda))$ は正規化された指標. すなわち,

$\mathrm{c}1_{1}H_{0}(M(\lambda))=\mathrm{t}\mathrm{r}_{H_{0}(M(.\lambda))}.\cdot\dot{q}^{L\mathrm{o}-^{t}}$24 ,

また,, $\eta(\tau)=q^{[perp]}24\prod$

.
$i\geq 1(1-q^{i}),$ $q=e^{2\pi\sqrt{-1}\tau}$ ;

.. 4 $\mathrm{R}\mathrm{e}.\mathrm{n}\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{l}-\mathrm{K}\mathrm{a}\mathrm{c}-\cdot \mathrm{W}\mathrm{a}\mathrm{k}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{o}$ 予想

$\lambda\in.\mathfrak{h}$
“ に $\prime p$い-c $\overline{.\lambda}\in\overline{\mathfrak{h}}"-\mathrm{C}\lambda \text{の}\overline{\mathfrak{h}}$ へ 9制限を表す- $\kappa\in \mathbb{C}$ に $’\supset$いて,カ $\kappa*$ を. $.\triangleright.\text{へ^{}\vee}..f\mathrm{s}$

$n-$. $h$v $\dot{\text{の}}$

. \mbox{\boldmath $\theta$},エイトの集合とする-.

$\mathfrak{h}_{\kappa}^{*}=\{\lambda\in \mathfrak{h}^{*};\langle\lambda. +\rho, K\rangle=..\kappa\}$ .

\Delta r.e.=\Delta r+e.火 \Delta r-e,を佳の実ノレ--..,\vdash の集$\mathrm{A}_{\mathrm{H}}$ , $W$ を $g$ のワイノレ$\ovalbox{\tt\small REJECT}$ とする. $\cdot$末 $r_{-)},-.\cdot\Lambda\in \mathrm{J}\#^{*}.$

.について,

$.R^{\Lambda}$

.
$=\{\alpha.\in. \Delta^{\mathrm{r}\mathrm{e}};\langle\Lambda+\rho, \alpha^{\vee}.\rangle\in \mathbb{Z}..\}.\cdot\subset\Delta^{\mathrm{r}\mathrm{e}}$

. $(\mathrm{i}9^{\cdot})$

. とし, $W^{\Lambda}$ を A $.\text{の}.$ inie.gral Weyl group.と.\mbox{\boldmath $\tau$}る. .$\dot{\text{す}}$

.
$\dot{f}$X.‘.わち, $\cdot|$

.

$.W^{\dot{\Lambda}}=$ {s。-. $\alpha\in R^{\Lambda}\rangle$ $\subset.W$.

ここて, s。は $\alpha$ .1と付賄ずる reflection.

.定義 4.1 $\cdot(\mathrm{K}\mathrm{a}\mathrm{c}-\mathrm{W}\mathrm{a}\mathrm{k}\mathrm{i}\ln-\mathrm{t}\mathrm{o}[\mathrm{K}.\mathrm{W}2])$

.
$\cdot\Lambda$. .

$\in \mathfrak{h}^{*}$

.
は次を $\mathrm{f}\dot{\mathrm{f}\mathrm{l}}$たすとき, $\cdot$ principal. ad-

nissible $\cdot$ てあると呼ばれる. $\cdot$ .

$(.1)\Lambda$. は regular dominant である: す $rx$
.秒ち, 任意め \mbox{\boldmath $\alpha$}\in \Delta 〒につい\mbox{\boldmath $\tau$}. $\langle’.\Lambda+$

$\rho,$
$\alpha^{\dot{\vee}}\rangle\not\in\{.0, -1,\cdot-2, \ldots\}$ .

.
$\cdot$

(.2)’ $W^{\Lambda}\cong W$. $\cdot$ .
$.\Lambda$ が principal admissible のとき, $L$ (A).は principal $\mathrm{a}\mathrm{d}_{\mathrm{I}}\dot{\mathrm{m}}.\mathrm{s}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{b}1\mathrm{e}\mathrm{m}$ od|ile $\text{と}.\dot{\text{呼}}\mathfrak{l}\dot{\mathrm{f}}$

れ $\text{る}$ . $\mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{n}\dot{\mathrm{c}}$ipal $\mathrm{a}\mathrm{d}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{b}\mathrm{l}\mathrm{e}|$ module は $\mathrm{m}$. odular property を持つ ($.[.\mathrm{K}$Wl, $\mathrm{K}\mathrm{W}$

.
$2$]).

.
注意 $4.2$ . $.g$ の $\dot{\text{既}}$鞄な可積分 $\dot{\text{表}}$現は $\mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{i}\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{l}\cdot \mathrm{a}|\mathrm{d}$nissib.le $\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d}\mathrm{u}!\mathrm{e}$ である. しカ 1l,,
$V$ が $\dot{g}$ の可積分表現のときは, $H’(V)-\cdot\equiv 0^{\cdot}$となってしまうこ $\text{と}$

. が $.\mathrm{g}$られている
$(.[\mathrm{F}\mathrm{K}. \mathrm{W}\mathrm{j})$.

$.P\dot{r}^{\kappa}$ をレベノレ $\kappa,$

$-h^{\vee}$ の principal admissibie wejght 9なす集合とする. 次が
知 $\text{ら}$

.れている..
.

命題 4.3 (Kac-Wakimoto[KW2]). $\backslash$

$P\mathrm{r}^{\kappa}\neq\emptyset$
.

$\Leftrightarrow\cdot\kappa=p/q,$ $p\in \mathbb{Z}\geq h^{\mathrm{v}},$ $q\in$. $\mathbb{Z}\geq 1.,$ $(\mathrm{p},\cdot q)=1,.(q,r^{\vee})=1$ . $f_{-}’f^{i}.$

.
$1,$ ,

rゞは $\overline{S}$ の lacing number.
.

.定義 4.4. (1) $\overline{\lambda}$. \in h-*1ま全ての.\mbox{\boldmath $\alpha$}-\in \Delta -+ につい $\text{て}$

.
$\langle$

$\Lambda,\overline{\alpha}^{\vee}.)\not\in\dot{\mathbb{Z}}$ てあるとき非退
化であると呼ばれる. ..

(2) $\mathrm{A}\in \mathfrak{h}^{*}$ は $\overline{\Lambda}$ が非退{ヒなとき, すな初ち, 全ての$.\overline{\alpha}\in\overline{\Delta}_{+}$ について $(\Lambda,\overline{\alpha}^{\vee}\rangle\not\in \mathbb{Z}$

てあるとき非退化てあると呼ばれる.
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$\text{表}9^{-}P$.l’rn\kappa tonb-d66gh.C,*非 g]‘-\S E化 gfx $\mathrm{p}\mathrm{x}^{\backslash }\mathrm{i}\mathrm{n}.\mathrm{c}.\mathrm{i}\mathrm{p}\mathrm{a}.1.\mathrm{a}\mathrm{x},(.\mathrm{F}l\mathrm{f}$

.

$\mathrm{d}\mathrm{m}\mathrm{i}.\mathrm{s}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{b}1\mathrm{e}\mathrm{w}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{h}\mathrm{t}..\text{の}P\mathrm{r}_{\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{n}-\deg}^{\kappa}\cdot.$.Vf.x\.す $Pr^{\kappa}$ の部分集合を

命 aePr4n\kappa .o5.n..-.d.\kappa eg$=p/q_{-}.p\in \mathbb{Z}\vee q\in \mathbb{Z}\geq 1\neq.\emptyset\Leftrightarrow \text{さ^{}\geq h}\dot{\text{ら}}i*\cdot’\cdot(_{\frac{p}{g}},q)=1,(q,r)=\llcorner q\cdot\geq h(=\text{の}\dot{\mathrm{C}}\mathrm{o}\mathrm{x}\mathrm{e}i\mathrm{e}\mathrm{r}\text{数}).1$

のとき,

$f\dot{fi}\mathrm{J}4.6.\cdot\overline{\mathrm{g}}=$
.

$\epsilon \mathfrak{l}_{2}.(\mathbb{C})\text{の}\dot{\text{と}き},$
$Pr_{\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{n}-\deg}^{\kappa}\neq\emptyset \text{て^{}\mathrm{w}}.\text{ある_{}l}\mathrm{B}^{\backslash }\backslash \ovalbox{\tt\small REJECT}$. $\cdot+\#\Leftrightarrow(*\cdot\}\mathrm{f}.,$ $\kappa=p/q$ ,

$p_{1}q\in.\mathbb{Z}\geq 2,$ $(p,\cdot q)=1$ となる. $\vee\supset\not\in\eta$ , 中心電荷に T度対応してい
る (注意 3:1(2) 参.照).
さて, $\overline{g}=\epsilon \mathfrak{l}_{2}(.\mathbb{C})$ の揚合は, と $.\text{れ}$まで知られていることを組み合わせると次が

わがる. :

命題 4.7 ( $[\mathrm{F}\mathrm{K}$ 舅):..g\sim - $..=s\mathfrak{l}_{2}(\mathbb{C})$ 々1つ $\mathrm{A}\in P\mathrm{r}_{\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{n}-\deg}^{\kappa}$ のとき次が戒文する.
(1) $H_{i}(L(\Lambda))=0(i\neq. 0)$ .
(2). $H_{0}.\cdot(L..(\mathrm{A}))|.\dot{2}$ Viras.$\mathrm{o}$ro 代数の既約な極小 $*_{\backslash }$

.
列表現.

$\mathrm{R}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{l}-\mathrm{K}\mathrm{a}\mathrm{c}-\dot{\mathrm{W}}\ovalbox{\tt\small REJECT}.\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{l}0$ [PKW] は一般 y次が成立することを予想した.

予想..1 ( $.\mathrm{E}\mathrm{b}\mathrm{e}\mathrm{n}\dot{\mathrm{k}}\mathrm{e}\mathrm{l}-\mathrm{K}.$ac-Wak.imotofFKW]). \Lambda \in Prtn-deg
$\circ$

のと g. .次が成立
する.

(1) $H_{\dot{l}}.\cdot(L(\Lambda))=0^{\cdot}(i\neq 0)$

$.(2)$ $.H_{0}$ (L(\Lambda \acute )).は既約な $\mathcal{W}_{\kappa}(\overline{\mathfrak{g}})$ 加群.

注意 4.8. 予想 ’ $(1)$ を認める.と, Euler-POincar6 principal から, $\cdot\Lambda\in \mathrm{P}\mathrm{r}_{\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{n}-\deg}^{\kappa}$ に
ついての $.H0(L(\mathrm{A}))$ の正規化され\cong 指標 $\mathrm{c}\mathrm{h}H0(L(\Lambda))\backslash$ が次の様に計算される.

.
$\mathrm{c}\mathrm{h}H_{0}^{1}.(L(\Lambda))=.\sum_{i\in \mathrm{Z}}(-1)^{i}\mathrm{t}\mathrm{r}_{H_{4}(L(\Lambda))}$

qL0-暫 (20)

$=. \sum_{1\in \mathrm{Z}}(-1)^{i}\mathrm{t}\mathrm{r}_{C-(L\overline{\mathfrak{n}}_{-},L(\Lambda))}$
qL0ニ $\mathfrak{F}$

$.(21)$

Frenkel-Kac-Wakimoto [FKW] は (2.1).の右辺を計算し, それが, modulp property
を持つことをを示した $(q=e^{2\pi\wedge-1\tau}.)$ .

5 $\mathcal{W}$代数の既約.$\dot{F}$

. 現の
$/\cdot\backslash 6$ラメータ付け

標準的な ae.論により, 1^(る).の最高ウエイト既 $\dot{\kappa}_{\backslash }\backslash$奉現が, そ\phi 最高ウェイト, すな

ラメーク付けされる事は容易にわかる. しか.$\llcorner$ , $W_{\dot{i}}(z)$ Mの具体形がわから.fx.い.たゆ, 現在のところこのパラメータ付け [ま実用的ではない.
一方, W\kappa .\mbox{\boldmath $\omega$}).は実際}こは VOA として定義される. 一般に, $V$ を VOA と Lた

とき,
.

$V$ に対応する Zbu 代数 $A$ (V) というものが定義され, 次が成立する..、
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$.\mathrm{f}_{\mathrm{P}}$

.
題 5.1 (Zhu). $L_{0}$ 固有空間分解を持つ $V$ の既約表現と..$A(V)$ 9稀約表現どは

-対一に対応する . $\cdot$

.ここでは, Zhu.代数の定 Fはしない ([FZ] 参照) が, 上の命題において,. $V$ の嬰
約 $\mathrm{f}\mathrm{J}\mathrm{I}$群 $M$ に対応す $\text{る}$. $A(V)..\cdot$の既約表現は,

$|$

$M$. の $L0$ の最低固有値
$\circ$

に対応する:固
有空間てある.
さて, $\cdot$定理 2.1 を便い, 次を示.すことができる、

.

定 $\dot{\Phi}$
$\dot{6}.2$ (.[A2]). $\mathbb{C}$ 代数としての次の $.\mathrm{g}$. 準な同型力\simeq 存在すや ...

$\dot{A}_{1}\acute{.}$($.\mathcal{W}$. \kappa (g-))\rightarrow \sim Z(紅.(22)

注意 5.3. 定理 5.2 の同一視のもとで,
$\cdot$

..
$[L_{0}]=. \cdot\frac{1}{2\kappa}$

.
$\mathrm{f}\mathrm{i}-.\frac{\kappa}{2}|.\overline{\rho}^{\vee}12+\langle.\overline{\rho},\overline{\rho}^{\vee}.\cdot\rangle$ ;.

とな名. こ.こ $\tau_{;}.\cdot$ [L0] は $L_{0}\text{の}$

.
$A(\mathcal{W}_{\kappa}(\overline{\mathfrak{g}})))$

.の中でのダラ不て, $\cdot$

$\Omega|\ddot{\mathrm{E}}$ U(る) の $.\mathrm{C}$aeimir
. 元である.

$\mathrm{H}\mathrm{a}\dot{x}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{h}-\mathrm{C}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{r}\dot{\mathrm{a}}$ isom.orpl\={u}m
$|$

. を. $\gamma:Z(\overline{\mathrm{g}})arrow S(\sim\overline{\mathfrak{h}})^{\overline{W}}$

.

と. $\cdot\llcorner.$,

$\gamma_{\overline{\lambda}}\cdot=$

.
$.\cdot$(ev.aluation $\mathrm{a}\mathrm{t}.\overline{\lambda}.-\overline{\rho}$) $0’\gamma$ :. $A(.\mathcal{W}_{\kappa}(\overline{g}))=\mathcal{Z}$(j) $arrow \mathbb{C}$

とお $\text{く}..\cdot \mathrm{L}(\gamma_{\overline{\lambda}})$ を, i浦$\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{e}\dot{\mathrm{s}}$i.mal character $\gamma \mathrm{X}$ に, 命題 5.1 によ.つて対応する $\mathcal{W}_{\hslash}(\overline{g})$

.
. $\cdot$

.
定理 5.4. $\cdot$

{ $\mathrm{L}(\gamma_{\mathrm{X}});\overline{\lambda}+\overline{\rho}\in$ .v $\backslash 6*$ }

は L。固有値分解を持つ既約 rt.$\cdot$

$\mathcal{W}_{\kappa}($

.
$g$

-

$)x$.
$[]$群の完全代表系てある $\circ$.

6 主結果
以 $-\mathrm{F}rightarrow.$, $\kappa.[].\mathrm{g}$ non-critical, すなわち; $\kappa\neq 0$ であると $\dot{\text{す}る}$

.

$.\cdot$

$\mathrm{A}\in \mathfrak{h}_{\kappa}^{*}$ につ $\mathrm{t}.\backslash$て, そめ local $\mathrm{c}q.\mathrm{m}$.position factor Iこ $L(w\circ\Lambda^{\cdot})$ , $w\in.W$A;}こ同.
型な既約表挑しか現れない加群か $\text{ら}$・なる O、の充満部分圏 $\subset \mathcal{O}_{\kappa}^{[\mathrm{A}]}$ て表す。する
と, 圏七して,

$.\mathcal{O}_{\kappa}=$ $.\oplus$
$\mathcal{O}_{\kappa}^{[\mathrm{A}}$l

$\Lambda\in \mathfrak{h}_{\hslash}^{\mathrm{s}}/\sim$ .

とな牽. ここて, $\sim$ は $\lambda\sim.\mu\Leftrightarrow\mu\in.W\lambda\circ\lambda$ で定義された同値関係てある.
定理 6.1. $\mathrm{A}\in \mathfrak{h}_{\kappa}^{*}$ が非退化.-.Cあるとき, 以下が成 $.\#$.する.

(1) ([A1]) 任意の $.\mathcal{O}_{\kappa}^{[\Lambda]}$ の対象$..V$ について $H_{i}(V$. $)=\{0\}$
. (仁 $\neq$

. $\cdot$

0). $\cdot$ .

(2) ([A2]) $H_{0}(L(w\circ\cdot.\Lambda))=\mathrm{L}(\overline{w\circ}\Lambda)$
$(\forall w\in W^{\mathrm{A}})$ .
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注意 62. A が非退化である $.arrow\succ$ とと, $.w\mathrm{o}.\Lambda$ ($w\in$

. . W\Lambda .).が非退化であ.6.
$\cdot$

ことは同値
である.$\cdot$..

$\mathrm{W}\mathrm{a}\mathrm{k}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{o}.\mathrm{t}\mathrm{o}.\text{の予},\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}-\mathrm{h}\cdot \text{の定}\mathfrak{B}6.1$klg\Lambda g.\not\in \in lJPf\breve \acute r.n\kappa .on#\llcorner \check -なる\emptyset . $\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\mathrm{D}}^{\mathrm{A}}|_{\llcorner}^{\vee}.\backslash \Phi..\cdot \mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}\text{すれ}\dagger \mathrm{f}.’ \mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}.\cdot i\acute{-}\grave{\mathrm{J}}’\dot{\mathrm{f}}\backslash \wedge^{*}.f_{\acute{\mathrm{L}}}..\mathrm{R}\mathrm{e}\mathrm{n}_{\vee}\mathrm{k}\mathrm{e}!-\mathrm{K}\mathrm{a}\mathrm{c}-\mathrm{L}i_{\check{|}}’l\grave{\grave{1}}*\supset^{-}C,\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d}\mathrm{u}1\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{t}\mathrm{y}\ \mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}\supset \mathcal{W}_{\kappa}(^{\frac{}{\mathfrak{g}}})_{\mathrm{I}}$

.

の既約表現が得られた.
さら瞬, 一般に, $\Lambda\in \mathfrak{h}_{\kappa}^{*}$ が非退化なとき, 定理 61(1) より, 対応.

$V-$. $\cdot H_{0}(V)$

は $\dot{\text{圏}}$ $\mathcal{O}_{\kappa}^{[\Lambda]}$ から l^(佳).x0群の Iべの完全関手を与える. 従\Leftrightarrow .て, $\cdot*\cdot$題 35.とあわ
.せると, 非退化な $\lambda\in\overline{\mathfrak{h}}^{*}$ に対応する $\mathcal{W}_{n}\cdot(\overline{\mathfrak{g}})$ の既約表現 $\mathrm{L}(\gamma_{\overline{\lambda}})$ の指標がわかった
ことになる. .
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