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二項回帰数列の逆数和の数論的性質
NTT サービスインテグレーション基盤研究所

$\mathrm{N}\mathrm{T}\mathrm{T}$ Service integration Laboratories
黒沢 健 (Takeshi Kurosawa)

二項回帰数列を考える. $A_{1}$ , A2 を整数として, 二項回帰数列 $\{R_{n}\}_{n\geq 0}$ は以
下の回帰関係を満たしているとする.

$4_{+2}=A_{1}R_{n+1}+A_{2}R_{\mathrm{n}}$ $(n\geq 0)$ ,

但し &, $R_{1}$ は共に零でない整数とする. 特性多項式 $P(X)=X^{2}-A_{1}X$ -A2
の二根を $\rho_{1},\rho_{2}(|\rho_{1}|\geq|\rho_{2}|)$ とおき, 判別式 $\Delta=A_{1}^{2}+4A_{2}$ を正と仮定する.
この時 $\rho_{1},$ $\rho_{2}$ は異なる実根てある.

$r\geq 2,$ $c$ \geq 1, $d$ を整数とする. この時, 以下の逆数和を考える.

$\sum_{k>0}/\frac{\mathrm{u}h}{R_{\mathrm{c}r^{\mathrm{k}}+d}}$

但し $\{a_{k}\}_{k\geq 0}$ は代数的数からなる数列とし, $\sum_{k>0}’$ は $cr^{k}+d\geq 0$で R。’ $+d\neq 0$

となる $k\geq 0$の和を意味する. この形の級数和は多くの研究者にょって研究さ
れてきた. $\{F_{n}\}_{n\geq 0}$ を Fibonacci数列とおぐ即ち $F_{n+2}=F_{n+1}+F_{n}(n\geq 0)$

を満たし, 初期値 $F_{0}=0,$ $F_{1}=1$ をとるものである. Lucas[Lu, p. 225] は以
下の明示的な公式を与えた.

$\sum_{k>0}\frac{1}{F_{2^{k}}}=\frac{7-\sqrt{6}}{2}$

更に Hoggatt と Bicknell [HB] はより一般的な公式を与えた.

$\sum_{k>0}\frac{1}{F_{\mathrm{c}2^{k}}}=\frac{1}{F_{\mathrm{e}}}+\frac{\Phi+2}{\Phi(\Phi^{2\mathrm{c}}-1)}$,

但し $\Phi=-1\pm L\mathrm{s}2$ は黄金数とする. このように以上の二式は級数和 (1) が代数
的数 (無理数) になる例である. しかし級数和 (1) lまいっでもこのような明示
的な表示を持っているわけではない. 例えば,

$= \sum_{\mathrm{k}>1}\frac{1}{F_{2^{k}+}}$

は (2) に似た形をしているが, Becker と T\"opfer [BT] はこの値が超縮数てあ
る事が示した. この数の値は以下の値

$\theta_{2}=\sum_{k\geq 1}\frac{1}{F_{2^{h}-1}+F_{2^{k}+1}}=\sum_{k>1}\frac{1}{L_{2^{k}}}$

数理解析研究所講究録 1384巻 2004年 94-100



85

と同時に Erd\"os と Graham [ $\mathrm{E}\mathrm{G}$ , p. 64] によって問題提起された数である.
ここで $L_{n}$ は Lucas 数列とする. 即ち $L_{n+2}=L_{n+1}+L_{n}(n\geq 0)$ を満たし,
初期値 $L_{0}=2,$ $L_{1}=1$ の数列である. 級数和 (1) $\}$こは更に多くの研究があ
る. 特に $\{R_{n}\}$ が Fibonacci タイプ $U_{n}=(\rho_{1}^{n}-\rho_{2}^{n})/(\rho_{1}-\rho_{2})$ , Lucas タイプ

$V_{n}=p_{1}^{n}+\rho_{2}^{n}$ , また特性根が $\rho_{2}=\pm 1$ の場合に良く研究されてきた. 級数の
分子が $a_{k}=(\pm 1)^{k}$ の時, 即ち

$\sum_{k\geq 1}\frac{(\pm 1)^{k}}{U_{2^{k}}}$ , $\sum_{k\geq 1}\frac{(\pm 1)^{k}}{V_{2}\iota}$ , $\sum_{k\geq 1}\frac{1}{\rho_{1}^{2^{k}}\pm 1}$

の時は無理数性 ([AJ], [Ba], [Go]), 更に Mignotte [Mi2] により

$\sum_{k\geq 1}\frac{(-1)^{k}}{U_{2^{k}}}$

の超越性が証明された. また級数の分子が $a_{\mathrm{k}}= \frac{1}{k},$. の時, 即ち

$\sum_{k\geq 0}\frac{1}{k!F_{2^{k}}}$

の時, IVIignotte [Mil] と Mahler [Ma] が独立に級数和の超越性を示した. $\{a_{k}\}$

の形がより一般的な時は $\mathrm{H}\mathrm{a}\mathrm{n}\check{\mathrm{c}}1$ と Kiss [HK] が無理数性を示し, Bundschuh
と Peth\"o [BP] は超越性を示した. より一般的な {九} の形では Becker と

T\"opfer [BT] が $\{a_{k}\}$ が代数的数からなる周期列で判別式 $\Delta$ が平方数でない
時に超越数である事を示した. Nishioka [Ni] は $\{a_{k}\}$ が線形回帰数列であり,
判別式 $\Delta$ が平方数でない時を含む形の超趙性を示した. 実際に彼女は級数
和 (1) の $d$ を動かした時の代数的独立性を示した. 更に代数的独立性の結
果では $d$ と $r$ を動かした時の代数的独立性は Nishioka, Tanaka, Toshimitsu
[NTT], Nishioka[Ni2] によって示された. また Tanaka [Ta] は以下の (1) に類
似した級数和

$\sum_{k\geq 0}’\frac{k^{l}\alpha^{k}}{(R_{a_{k}})^{m}}$

$(m\in \mathrm{N}\sim\in \mathrm{N}\cup\{0\}, \alpha\in\overline{\mathbb{Q}}^{\mathrm{x}})$ ,

の代数的独立性を示した. 但し $\{a_{k}\}$ は適当な線形回帰数列とする. また類
似的な和について Duverney, Kanoko, Tanaka[DKT] は

$\sum_{k\geq 0}’\frac{a^{k}}{R_{\mathrm{c}r^{k}}+b’}$

の和の超越性を示した. 但し $a\in\overline{\mathbb{Q}}^{\mathrm{x}},$ $b\in \mathbb{Z}$ とする.
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最近 Duverney と Nishioka [DN] は分子 $\{a_{k}\}$ について画期的な改良を行っ
た. それを紹介する. $\alpha$ を代数的数とする時, $\alpha$ のハウスを $\overline{|\alpha|}=\max\{|\alpha^{\sigma}||$

$\sigma\in \mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(\overline{\mathbb{Q}}/\mathbb{Q})\}$ と置き, den $(\alpha)$ を den $(\alpha)\alpha$ が代数的整数になるような最小
の正整数とする. また $\alpha$ のサイズを $|| \alpha||=\max${ $\overline{|\alpha|}$, den(\mbox{\boldmath $\alpha$})} と定める. こ

のサイズは以下の不等式を持つ.

$||. \cdot\sum_{=1}^{n}\alpha$i $|| \leq n.\cdot\prod_{=1}^{n}||\alpha$i $||$

もし, $\alpha\in \mathbb{Z}\backslash \{0\}$ならば $||\alpha||=|\alpha|$ である. $K$ を代数体として, $O_{K}$ を $K$ の

整数環とする. この時

$\Phi_{0}(x)=\sum_{k\geq 0}\frac{E_{k}(x^{r^{\mathrm{k}}})}{F_{k}(x^{r^{k}})}$ ,

と置く 但し

$E_{k}(x)=a_{k1}x+a_{k2}x^{2}+\cdots+akLxL\in K[x]$ ,

$F_{k}(x)=1+b_{k1}x+b_{k2}x^{2}+\cdots+bkL$x$L\in O_{K}[x]$ ,
$\log||a_{kl}||,\log||b_{kl}||=o(r^{k}),$ $1\leq l\leq L$

とする. この時彼らは以下の判定定理を示した

超越性判定定理 (Duverney and Nishioka [DN]). $\alpha$ を $0<|\alpha|<1$ で $k[succeq] 0$

に対して $F_{k}(\alpha^{r^{k}})\neq 0$ を満たす代数的数とする. この時 $\Phi_{0}(\alpha)$ が代数的数と
なる必要十分条件は $\Phi_{0}(x)$ が有理関数となる事である.

彼らはこの強力な定理の応用として, 以下の逆数和の超越性の必要十分条
件を与えた.

$\sum_{k\geq 0}\frac{a_{k}}{F_{\mathrm{r}^{k}}+b_{k}},$ $\sum_{k\geq 0}\frac{a_{k}}{L_{\mathrm{r}^{k}}+b_{k}}$
,

但し $F_{n}$ は Fibonacci数, $L_{n}$ は Lucas数とする. また $\{a_{k}\}_{k\geq 0}$ と $\{b_{k}\}_{k\geq 0}$ はそ
れぞれ $K$ の数列, $O_{K}$ の数列で $\log||a_{k}||,$ $\log||b_{k}||=o(r^{k})$ を満たすとする.
今回の私の研究では級数和 (1) の超越性の必要十分条件を与える. 二項回

帰数列 R、$(n\geq 0)$ は以下のように表現される.

$R_{n}=g_{1}\rho_{1}^{1*}+g_{2}\rho_{2}^{n}$ , $|\rho 1|\geq|$ \rho i|.

Theorem 1. {九} を周期列てなく, 無限に多くの $k$ に対して $R_{\mathrm{C}t^{k}+d}\neq 0$で

あるとする. $\{a_{k}\}_{k\geq 0}$ を $K$ の数列とし, $\log||a_{k}||=o(r^{k})$ を満たすとする. も
し無限に多くの $h$ に対して $a_{k}\neq 0$ ならは

$0= \sum_{k\geq 0}’\frac{a_{k}}{R_{et^{k}+d}}$

は以下の二つの場合を除き超越数である:
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(i) $a\in K$ と $N\in \mathrm{N}$ が存在して, $r=2_{f}a_{n}=a(n\geq N),$ $|A_{2}|=1_{f}$ かつ

$g_{1}\rho_{1}^{d}+g_{2}\rho_{2}^{d}=0$ となる場合, この時 $\theta\in K(\sqrt{\Delta})$ .
(ii) $a\in K$ と $N\in \mathrm{N}$ が存在して, $r=\sim_{f}?a_{n}=a\underline{?}^{n}(n\geq N)_{J})2=\pm 1$ ,

$g_{1}\rho_{1}^{d}=g_{2}\rho_{2}^{d}$ となる場合, この時 $\theta\in K$ .

二項回帰数列は以下の 3 つの場合に分類される.
$\mathrm{I}:|A_{2}|=1$ .
Il: 特性根 $\rho_{1},$ $\rho_{2}$ が乗法的従属で $|A_{2}|\geq 2$ .
III:特性根 $\rho_{1}$ ,内が乗法的独立.
Duverney と Nishiokaは二項回帰数列として重要な例てある $\{F_{*}.\}$ と $\{L_{n}\}$ の

場合についての判定を行った. これは Case I の場合にあたる. 彼らが行った
のはこの二つの二項回帰数列の場合だけであるが, 彼らがこの二つの級数の
証明のために用いた超越性判定定理は Case I と垣の場合に適用できる. 正
確には彼らの超趙判定定理を使用するための条件が $F_{k}(x)\in O_{K}$ [x] である
ため, 完全には I と垣の場合に適用する事は出来ない. しかし, 実際には簡
単な補助定理を適用すれば彼らの超越性判定定理の $F_{k}(x)\in O_{K}$ [x] という
条件を, ある整数 $D$ が存在して $DF_{k}(x)\in O_{K}$ [x] を満たせば良いという条件
に置き換える事が出来る. この事実を使う事により, 彼らの超越性判定定理
を Case I と $\mathrm{I}\mathrm{I}$ の場合に適用出来る. 超越性判定定理を適用すると, 定理 1の

$\theta$ の超越性は $\Phi_{0}(x)$ が有理関数かどうかを判定すれば良い事になる. 彼らは
$L\leq r$ の時, $\Phi_{0}(x)$ が有理関数かどうか判定をした. これは Case I の場合を
調べるのには十分な条件であった. よって Case I が解決した事になる. て
は次に Case $\mathrm{I}\mathrm{I}$ の場合を考察してい $\text{く_{}1}$ 先ほども述べたとおり, この場合も
彼らの超越性判定定理を使う事が出来る. 即ち $\Phi_{0}(x)$ が有理関数かどうかを
判定する事が必要となってくる. この場合には $\Phi_{0}(x)$ が $L>r$ の場合に対
しても有理関数かどうか調べる必要があった. この場合の判定はそう簡単な
ものではなく: このために私は $K$ 上の全ての絶対値 (即ち付置) を使う事に
よって有理関 Fの判定を行った. 残る CaseIII では彼らの超越判定定理を使
う事が出来ない. そのために彼らの超越判定定理に代わる定理を導く必要が
あり, 以下に示す多変数関数を用いる事で解決を行った. ここて記号の定義
をする. $\lambda=$ ( $\lambda_{1},$

$\ldots,$
$\lambda$m), $\alpha=$ ( $\alpha_{1},$ $\ldots,\alpha$m) に対して

$| \lambda|=.\cdot\sum_{=1}^{m}\lambda$:, $\alpha"=\dot{.}\prod_{=1}^{m}\alpha$i
$k$.

とする. また $r\geq 2,$ $z$ =(z1, . .. , $z_{m}$ ) として $\Omega_{n}z:=(z_{1}^{f^{\hslash}}$ , ..., $z_{m}^{\mathrm{r}^{\mathrm{n}}})$ とする.

この時,

(3) $S:= \Phi_{0}(z)=\sum_{k\geq 0}\frac{E_{k}(\Omega_{k}z)}{F_{k}(\Omega_{k}z)}\in K[[z]]=K[[z_{1}, \ldots, z_{m}]]$ ,
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と置く 但し

$E_{k}(z)= \sum_{1\leq|\lambda|\leq L_{1}}a_{k\lambda}z^{\lambda}$
,

$F_{k}(z)=1+ \sum_{1\leq|\lambda|\leq L_{2}}b_{k\lambda}z^{\lambda}\in K[z]$
,

$\log||a_{k\lambda}||,$ $\log||b_{k\lambda}||=o(r^{k})$ .
とする.
ここで $\alpha$ $=$ $(\alpha_{1}, \ldots,\alpha_{m})$ $\in$ $(K^{\mathrm{x}})^{m}$ で 0 $<$ $|\alpha_{1}|,$

$\ldots,$
$|\alpha_{m}|$ $<$ 1,

$|.\alpha_{1}|,$

$\ldots,$
$|$ \mbox{\boldmath $\alpha$}m| が乗法的独立てあり, $k\geq 0$ に対して $F_{k}(\Omega_{k}\alpha)\neq 0$ である

ような代数的数からなる点 $\alpha$ に対して $S$ の値を調べる. これを調べる事に
より Case III の場合を解決する. そこで私は以下の定理を得た.

Theorem 2. $S=\Phi_{0}(z)$ を (3) で定義されたものとする. 但し

$E_{k}(z)\in K[z_{1}, . .., z_{l}],$ $F_{k}(z)\in K[z_{l+1},\ldots, z_{m}]$ $(1 \leq l\leq m)$ .

であると仮定する. $L_{1}<r$ で無限に多くの $n$ に対して $E_{n}(.z)\neq 0$ ならば
$\Phi_{0}$ (\mbox{\boldmath $\alpha$}) は超趙数である.

この定理 2 は Duverney と Nishiokaの超越判定定理のように必要十分条件
を与えている定理ではない. しかし Case III を解決するには十分な定理と
なっている. この定理 2 を証明するために私は以下の定理を示した. この定
理は Duverney と Nishioka[DN] の Theorem 2 の一般化 (多変数化) になって
おり, 重要な役割を占める定理となっている.

Theorem 3. $\deg A_{0},$ $\deg A_{1}\leq M$ を満たす任意の $M\geq 1$ と任意の共に零で
ない $A_{0},$ $A_{1}\in K$ [z] に対して

$01^{\cdot}\mathrm{d}(A_{0}+A_{1}S)\leq c_{1}M$

を満たすような正の定数 $c_{1}$ 存在すると仮定する. この時, 任意の正の数 $d$

に対して $\deg A_{0},$
$\ldots,$

$\mathrm{d}$eg $A_{d}\leq M$ を満たす任意の $M\geq 1$ と全て零てない
$A_{0,\}}\ldots A_{d}\in K$ [z] に対して

$\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{d}$ ($A_{0}+A_{1}S+\cdots+Ad$S$d$ ) $\leq c_{d}M$

を満たす $c_{d}$ が存在する.

更に定理 2 のもう一つの応用として二項回帰数列だけてなく, 以下の級数
和の超砿性に対しても応用する事が出来る.

Theorem 4. $\rho_{1},$
$\ldots,$ $p$m を代数的数として $|\rho_{1}|,$

$\ldots,$
$|$ \rho m| が乗法的に独立で

$| \rho_{1}|>\max${ $1,$ $|\rho_{2}|,$
$\ldots,$

$|$ \rho m|} であるとする. $\{a_{k}\}_{k\geq 0},$ $\{b_{*k}.\}_{k\geq 0}(1\leq i\leq m)$
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を $K$ の級数で, 十分大きな $k$ に対して $\log|$ |ak||, $\log||b:k||=o(r^{k})$ かっ $b_{1k}\neq 0$

を満たすとする. もし無限に多くの $k$ に対して $a_{k}\neq 0$ ならば

$\sum_{k\geq 0}/\frac{a_{k}}{b_{1k}\rho_{1}+\prime^{k}\cdots+b_{mk}\rho_{m}^{r^{k}}}\not\in\overline{\mathbb{Q}}$
.

但し $\sum_{k\geq 0}’$ は $b_{1k}\rho_{1}r^{k}+\cdots+b_{mk}\rho_{m}^{r^{k}}\neq 0$ である $k$ をわたる和とする.

Becker と T\"opfer [BT] はこの定理と似た定理を証明している, 彼らは
$\rho_{1},$ $\ldots,$ $\rho_{m}$ が乗法的に独立と言う条件ではあるが, $\{a_{k}\}$ が周期列であり
$\{b_{1h}\},$

$\ldots,$
$\{b_{mk}\}$ に対しては定数と言う仮定をしている.
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