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1 背景と概略

Dirichlet型の素数定理とは, 素数や素数の類似物の分布につぃての
定理である. 例えば, $p\in \mathrm{Z}>0$ (p: 素数) の場合, 任意の $n\in \mathrm{Z}>0$ ,
$(a, n)=1$ なる $a\in \mathrm{Z}>0$ に対して

$\pi(x, a;n)=\#$ {$p$ : 素数 $|p\leq x,$ $p\equiv a(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} n)$ }
とおき, $\varphi$ を Euler関数とすると,

$\pi(x, a;n)\sim\frac{1}{\varphi(n)}|\frac{x}{1\mathrm{o}\mathrm{g}x}$ as $xarrow\infty$

となることが知られている.
また, その類似として, $PSL$(2, Z) の場合の Dirichlet型の素数定

理 [Sa][Kur] がある. $P\in PSL$ (2, Z) が双曲的であるとは $|\mathrm{t}\mathrm{r}(P^{\backslash },|>2$

のことを, $P\in PSL$ (2, Z) が素であるとは, $PSL$(2, Z) の他の元の
ベキで表せないこととし, Conjで共役類全体の集合を, Primで素双
曲的共役類全体の集合を表わすとする. また,

$N(P)= \max${ $|\alpha_{P}|^{2},$ $|$ #P $|^{2}$ } $>1$

( $\alpha_{P},$
$\beta$P: $P$ の固有値)

とおき, $\pi_{PSL(2,\mathrm{Z})}(x, \alpha;n)$ を次のように定義する.

$\pi_{PSL(2,\mathrm{Z})(x,\alpha;n)=\#\{P\in \mathrm{P}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{m}(PSL(2,\mathrm{Z}))|N(P)\leq x,P\equiv\alpha}$ (mod $n$) $\}$ .
このとき, 任意の $\alpha\in \mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{j}(PSL(2, \mathrm{Z}/n\mathrm{Z}))$ に対して

$\pi_{PSL(2,\mathrm{Z})}(x, \alpha;n)\sim\frac{\#\alpha}{\# PSL(2,\mathrm{Z}/n\mathrm{Z})}\uparrow\frac{x}{1\mathrm{o}\mathrm{g}x}$ as $xarrow$ oo
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が成り立つ [Kur] $=$

ここでは, この $PSL$ (2, Z) での Dirichlet型の素数定理の類似とし
て, $PGL$ (2, $\mathrm{F}_{q}[$T]) での Dirichlet型の素数定理を考える. 以降で, そ
の定理と証明の概略を述べる.

2 定義

$q$ を奇素数のベキ, $\mathrm{F}_{q}$ を位数 $q$ の有限体とする. $\mathrm{F}_{q}$ [T] を $T$ を
不定元とする $\mathrm{F}_{q}$ 上の多項式環, $\mathrm{F}_{q}$ (T) を $\mathrm{F}_{q}$ [T] の商体, $\mathrm{F}_{q}((T^{-1}))$

を $\frac{1}{T}$ についての Laurent展開の体とする. $\mathrm{F}_{q}((T^{-1}))$ は $\mathrm{F}(T)$ を $\infty$

で完備化した体となる. $x\in \mathrm{F}_{q}((T^{-1}))$ は $x= \sum_{i=-\infty}^{k}a_{i}T^{i}(a_{i}\in$

$\mathrm{F}_{q},$ $k\in \mathrm{Z},$ $a_{k}\neq 0)$ と表せる. $\deg(x)=‘ k,$ $|x|=q^{\deg x}$ と定義する.
$\Gamma=PGL$ (2, $\mathrm{F}_{q}$ [T]) とする. $P\in\Gamma$ が双曲的であるとは $\deg(\mathrm{t}\mathrm{r}P)>$

$0$ のことを, $P\in\Gamma$ が素であるとは $\Gamma$ の他の元のベキで表せないこ
ととし, Conj で共役類全体の集合を, Primで素双曲的共役類全体の
集合を表わすとする. また, ノルム $N$ (P) を

$N(P)= \max${ $|\alpha_{P}|^{2},$ $|\beta$P $|^{2}$ } $>1$

( $\alpha_{P},$ ’P: $P$ の固有値)
と定義する. このとき, $N(P)=q^{2\deg(\mathrm{t}\mathrm{r}P)}$ と表わせる.

$A\in \mathrm{F}_{q}$ [T] を $\deg(A)\geq 1$ とする. $\alpha\in \mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{j}(PGL(2, \mathrm{F}_{q}[T]/A\mathrm{F}_{q}[T]))$

に対して $\pi_{\Gamma}(x, \alpha;A)$ を次のように定義する.

$\pi$r $(x, \alpha, A)=\#$ { $P\in$ Prim(F) $|N(P)\leq x,$ $P\equiv\alpha(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} A)$ }.

3 定理と証明の概略

定理 1 任意の $\alpha\in \mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{j}$ ($PGL$ (2, $\mathrm{F}_{q}[T]/A\mathrm{F}_{q}[$T1)) に対して

$\pi_{\Gamma}(x, \alpha, A)\sim\frac{\neq\alpha}{\# PGL(2,\mathrm{F}_{q}[T]/A\mathrm{F}_{q}[T])}$ .
$\frac{x}{1\mathrm{o}\mathrm{g}x}$ as $xarrow\infty$

証明の方針は [Kur] と同様である. -F分布と $L$関数の研究 [Se] [Ku]
より次の補題が言えればよい.
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補題 1 $PGL$ (2, $\mathrm{F}_{q}[T]/A\mathrm{F}_{q}[$T]) の非自明な任意の既約ユニタリ表現
$\tau$ に対して, $L$関数 $\zeta \mathrm{r}(s, \tau\tilde)$ は ${\rm Re}(s)\underline{>}1$ において正則で零点を持た
ない.

ただし, $\tilde{\tau}$ は $\Gamma$ のユニタリ表現

$\ovalbox{\tt\small REJECT}$ : $\Gamma\mapsto PGL(2, \mathrm{F}_{q}[T]/A\mathrm{F}_{q}[T])\underline{\tau}U(\deg(\tau))$

とし, $\zeta_{\Gamma}(s,\tilde{\tau})$ は

$\zeta$r
$(s, \tilde{\tau})=\prod_{P\in \mathrm{P}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{m}(\Gamma)}\det(\mathrm{I}-\tilde{\tau}(P)N(P)^{-s})^{-1}$

とする.

この補題を示すには, $\Gamma$ の主合同部分群

$\Gamma(A)=\{\gamma\in PGL(2, \mathrm{F}_{q}[T])|\gamma\equiv I(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} A)\}$ , $A\in \mathrm{F}_{q}[T]$

に関する Selberg zeta関数

(r(A)
$(s)= \prod_{P\in \mathrm{P}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{m}(\Gamma(A))}(1-N(P)^{-s})^{-1}$

を考える. このとき,

$\zeta$r(A) $(s)= \prod_{\tau}\zeta$r $(s,\tilde{\tau})\mathrm{d}$eg(7)

より,

$\prod_{\tau\neq 1}\zeta_{\Gamma}(s,\tilde{\tau})^{\deg(\tau)}=\frac{\zeta_{\Gamma(A)}(s)}{\zeta \mathrm{r}(s)}$

.

(1)

が成り立っ. ここに, [Na] を用いることで, (1) の右辺が ${\rm Re}(s)\geq 1$ に
おいて正則で零点を持たないことがゎかり, また, $\zeta \mathrm{r}(s, \tau\tilde)$ が ${\rm Re}(s)\geq$

$1$ で正則であることを示すことで補題 1 を得ることができる.
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4 例

$q=3,$ $A$ =T2 とする.

$\# PGL(2, \mathrm{F}_{q}[T]/A\mathrm{F}_{q}[T])=q^{3\deg(A)}.$$\prod_{-,A\cdot-|AA\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}\hslash}(1-q^{-2\deg(A)})$

:

より, $PGL$(2, F3 $[T]/T^{2}\mathrm{F}_{3}[T]$ ) の元の個数は 648個で, また, その共

役類 $\alpha_{i}\in \mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{j}$ ($PGL$ (2, F3 $[T]/T^{2}\mathrm{F}_{3}[T]$ )) の元の個数と代表元は以下
のようになる.

例えば共役類を $\alpha=\alpha_{2}=\{(\begin{array}{ll}1 T2T 1\end{array})\}$ とすると, 定理より

$\pi$r $(x, \{(_{2T}^{1}\mathrm{F})\}, T^{2})\sim\frac{1}{108}$ ,
$\frac{x}{1\mathrm{o}\mathrm{g}x}$ as $xarrow\infty$

となる.
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