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はじめに

I. Daubechies [1] はコンパクトサポートを持ち, あるモーメント条件を満たすような直

交 2 進 wavelet を構成し, そのなめらかさが, 対応するモーメント条件の次数 (degree)
を上けることによりいくらでも上がることを示した. 直交 $M$ 進 wavelet についても同様
のことが成り立ち, それらのなめらかさについて様々な研究が成され ( $\mathrm{c}.\mathrm{f}.$ [1,2, 3, 4, 5,
8, 13, 16, 18, 19]) : 以下で述べる H\"older 指数 $\alpha$ や Sobolev 指数 $s_{2}$ などに対する評価が

与えられてきている. ところで, なめらかさの評価はコンパクトサポートを持つ wavelet
の場合結局は scaling function の評価に帰着する. Heller and Wells [8] は, 直交 $M$ 進

scaling function について, 一定のモーメント条件の下て比較した場合, reduced symbol
(これも後述) が適当な零点を持つときに Sobolev 指数が著しく上がることを数値計算の
結果として示している. Sobolev 指数が上がることは, Sobolev の埋込定理 $(s_{2}-1/2\leqq\alpha)$

により, H\"older 指数の下限が上がることを意味する.
ここで紹介する米谷, 中岡, 矢 $/\gamma$ 崎との共同研究 [11] では, Sobolev 指数を一般化した

$s_{p}$ 指数を考え, $s_{1}$ の方がより良い H\"older 指数の下限を与える $(s_{2}-1/2\leqq s_{1}\leqq\alpha)$ こ

とに着目し, [8] て扱われたのと同様の scaling function の族に対して $s_{1}$ に対するかなり

精密な数値計算結果を与えた. 結果として H\"older 指数の下からの評価の改善幅は多くの

場合にかなり大きいことがわかり, いくつかの注目すべき結果を得ている.

1 rank $M$ scaling function

1.1 Scaling function $\phi(x$

自然数 $M\geq 2$ と実数列 {ak} $k\in$。で $\sum a_{k}=M$ を満たすものに対して
$k\in \mathrm{Z}$

$\phi(x)=5$ $a_{k}\phi(Mx-k)$ , (1.1)
$k\in \mathrm{Z}$

が成立するようなゼロてない関数 $\phi(x)\in L^{2}(\mathbb{R})$ を scaling function, $\{a_{k}\}_{k\in \mathrm{Z}}$ を scaling
sequence という. また, $k_{0}:= \min\{k : a_{k}\neq 0\},$ $k$l $:= \max\{k : a_{k}\neq 0\}$ と置くとき

$L:=k_{1}-k_{0}+1$ を $\phi$ の長さ (length) という. 長さが有限ならぱ $\phi(x+\overline{M}-\overline{1}\Delta k)$ を考える

ことにより $k_{0}=0,$ $k_{1}=L-1$ としてよいので, 以下ては常にこれを仮定する. $\phi$ のサ

ポート Supp[\phi ] が compact であることと長さが有限であることとは同値てあることが知
られていて, 特に Supp[\phi ] $=[0, \frac{L-1}{M-1}]$ となる.
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1.2 ffi数 $\alpha(\phi)$ , $s_{p}(\phi)$

$n\in \mathrm{N}\cup\{0\}$ に対して $C^{n}$ を $\mathbb{R}$ 上の $n$ 回連続微分可能な関数全体とし, $\alpha=n+\sigma$

$(0<\sigma<1)$ のときは

$C^{\alpha}:= \{f\in C^{n} : \sup_{x\neq y}\frac{|f^{(n)}(x)-f^{(n)}(y)|}{|x-y|^{\sigma}}<\infty\}$

と置く. 関数 $\phi$ の H\"older指数を

$\alpha(\phi):=\sup\{\alpha\geq 0:\phi\in C^{\alpha}\}$ ( $\phi\not\in C^{0}$ のときは $\alpha(\phi)=0$ と約束する.)

て定める. また, $p>0$ に対して $\phi\in L^{2}$ (R) の $s_{p}$指数を

$s_{p}( \phi):=\sup\{s\in \mathbb{R} : \int|\phi^{\mathrm{A}}(\xi)(1 +|\xi|)^{s}|^{p}d\xi<\infty\}$

で定める. 但し, 本報告では (通常とは符号が異なるが) $\phi\in L^{2}(\mathbb{R})$ の Fourier変換を

$\hat{\phi}(\xi):=\int_{-\infty}^{\infty}\phi(x)e^{ix\xi}dx$

と定める. 特に $p=2$ のとき $s_{2}(\phi)$ は Sobolev指数と呼ばれる. Sobolev の埋込み定理
等により Supp[\phi ] がコンパクトな $\phi\in L^{2}$ (R) に対して

$s_{\mathrm{p}}(\phi)-p’s\mathrm{g}_{\frac{-1}{p\prime p(\phi)}}\}\leq s_{1}(\phi)\leq\alpha(\phi)\leq s_{r}(\phi)$ $(p\geq 1\geq p’>0, r\geq 2)$ $(1.2)$

.

特に,

$s_{2}( \phi)-\frac{1}{2}\leq s_{1}(\phi)\leq\alpha(\phi)\leq s_{2}(\phi)$ (1.3)

が成立する. Daubechies and Lagarias は $M=2$ で $N$ が小さいときに $\alpha(\phi)$ の精密な評価
を行なっている [2]. 一方 [8] では一般の $M,$ $N$ の場合に $s_{2}$ (\phi ) の精密な評価と $M=2,3$ , $4$

の場合に $Narrow\infty$ のときの $s_{2}(\phi)$ の漸近評価を得ている. 本報告ては $s_{1}$ (\phi ) の評価に着
目する.

1.3 Symbol $A(\xi)$

以下ては有限の長さ $L$ を持つ scaling function $\phi$ を考える. ます $\phi$ の symbol と呼ば
れる三角級数

$A( \xi)=\frac{1}{M}\sum_{k=k_{0}}^{k_{1}}a_{k}e^{ik\xi}$

を考える. 関係式 (1.1) は
$\hat{\phi}(\xi)=A(\xi/M)\hat{\phi}(\xi/M)$
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となる. 特に, $\phi$ は $\hat{\phi}(0)$ の値を定めれば次式で与えられる :

$\hat{\phi}(\xi)=\hat{\phi}(0)\prod_{j=1}^{\infty}A(\xi/M^{j})$ . (1.4)

ところで { $\phi$ ( $x$ -k)}k\in 。が $L^{2}$ (R) における直交系を成すとき $\phi(x)$ は直交 (orthogonal)
という. このことは以下の 2 条件と同値であることが知られている :

$\sum_{k=0}^{M-1}|A(\xi+2\pi k/M)|^{2}=1$ , (1.5)

$\{$

$2\pi$ を法としてほとんど到るところ $[-\pi, \pi]$ と同値てあ

り, 原点の近傍を含むコンパクト集合 $F$ が存在して

$A(\xi)\neq 0$ $( \xi\in\bigcup_{j=1}M^{-j}F)\infty$ .
(C)

最後の条件 (C) を Cohen の条件という. この条件が満たされていれば (1.4) により,

$\hat{\phi}(\xi)\neq 0(\xi\in F)$ となる. ここで, $F$ が $2\pi$ を法としてほとんど到るところ $[-\pi, \pi]$ と

同値であるというのは, $\int_{F}\eta(\xi)d\xi=\int_{[-\pi,\pi]}\eta(\xi)d$ \mbox{\boldmath $\xi$} が任意の $2\pi$ 周期をもつ有界可測関数
$\eta(\xi$

.
$)$ に対して成立することてあると言換えることができる.

Cohen の条件は直交性に直接関わるのみならす, 本報告でのなめらかさの評価に於い
ても本質的な役割を果たす条件である. 後述の定理 2 の証明の概略を参照されたい.
また, (1.5) を満たす scaling function がさらに Cohen の条件を満たす為の十分条件が

いくつか知られていて, 最も簡単なものは

$|$ Q $(\xi)|>$ O $( \xi\in[0, \frac{\pi}{M}])$ $(1.6)$

であり, 実際この場合は (C) に於いて $F=[-\pi, \pi]$ ととれる. 更に, [2, Corollary 6.3.2]
では $M=2$ のとき (1.6) の区間 $[0, \frac{\pi}{2}]$ を $[0, \frac{\pi}{3}]$ に置き換えてよいことが示されている. こ

れらを更に一般化して次のような結果を得ることができる :

命題 Ll ([11, Proposition 2.1]). 以下の 2 条件を満たすような整数 $m \in[1, \frac{NI}{2}]$ と定数

$c \in[\frac{2m\pi}{M(M+1)},$ $\frac{\pi}{M}]$ がとれれば $Q$ (\mbox{\boldmath $\xi$}) は Cohen の条件を満たす :

(1) $|$ Q $(\xi)|>0$ $(\xi\in[0, c])$ .

(2) $\sum_{k=-m}^{m-1}|Q(\xi+\frac{2\pi k}{M})|>0$ $( \xi\in(c, \frac{\pi}{M}]).$ .

ところで, (1.5) が成立するとき,

$\forall\xi\in \mathbb{R}$ , $\exists k\in\{0,1, \ldots, M-1\}$ , $\mathrm{s}.\mathrm{t}$ . $Q(\xi+2\pi k/M)\neq 0$ (1.7)

だ
$\circ$

から, 命題 1.1 で $M$ が偶数のときは $m=M/2$ ととれぱ (2) の条件は自動的に満たさ
れる. 従って, $c=\pi/(M+1)$ ととることがてきるのて, 命題の上に述べた $M=2$ のと

きの結果は $M$ が偶数の場合に拡張される. その場合は, (1.6) の区間 $[0, \frac{\pi}{M}]$ を $[0, \frac{\pi}{\mathrm{A}’I+1}]$

に置き換えればよい. $Q$ (\mbox{\boldmath $\xi$}) の零点と Cohen の条件との関係は一般には複雑である. 命
題 1.1 の証明と, もう少し色々な場合の例と考察が [11] にあるので, 興味のある方は参

照されたい.
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1.4 Degree, vanishing moments
次に Daubechies [2] における vanishing moment の条件を symbol に対する条件で与え

る. $\phi$ の degree が $N$ であるとは自然数 $N$ と三角多項式 $Q$ (\mbox{\boldmath $\xi$}) に対して

$A(\xi)=H(\xi)^{N}Q(\xi)$ , 但し,

$H( \xi):=\frac{1+e^{i\xi}+\cdots+e^{i(M-1)\xi}}{M}=\frac{1-e^{iM\xi}}{M(1-e^{i\xi})}$ ,

という因数分解が可能てあることとする. このとき以下が成り立つ :

$\hat{\phi}(\xi)=\hat{\phi}$(0) $(2e^{i\xi/2} \frac{\sin\xi/2}{\xi})^{N}\Phi(\xi)$ , $\Phi(\xi):=\prod_{j=1}^{\infty}Q(\xi/M^{j})$ . (1.8)

もし $Q(2\pi k/M)=0(k=1,2, \cdot. . , M-1)$ ならば $Q$ (\mbox{\boldmath $\xi$}) は更に $H$ (\mbox{\boldmath $\xi$}) を因数に持つことに

なる. 特に, $N$ がこれ以上大きく出来ないとき $N$ を $\phi$ の maximal degree, そのとき

の $Q$ (\mbox{\boldmath $\xi$}) を $\phi$ の reduced symbol と呼ぶことにする. 従って, このときは $Q$ (\mbox{\boldmath $\xi$}) は $H(\xi)$

を因数に持たないので次が成立している :

$\exists k\in\{1,2, \ldots, M-1\}$ , $\mathrm{s}.\mathrm{t}$ . $Q(2\pi k/M)\neq 0$ . (1.9)

ところで $\phi$ の degree が $N$ てあることは以下のモーメント条件と同値てあることが知

られている :

$\int x^{n}\psi^{s}(x)dx=0$ $(n=0,1s=1,2$,’ .
$\cdot$

.
$\cdot$

$.\cdot$

,
$\cdot$

,’ $M-1N-1)$ (vanishing moments).

但し, ここで $\psi^{s}(x)$ ($s=1$ ,2, . 。. , $M-1$ ) は $\phi(x)$ から構成される wavelet であり, 適当

に選んだ実数列 $\{a_{k}^{s}\}_{k\in \mathbb{Z}}$ (wavelet sequence と呼ばれ, 有限個を除いては 0 となる) を用
いて

$\psi^{s}$ (x) $:= \sum_{k\in \mathbb{Z}}a_{k}^{s}\phi(Mx-k)$

と表される. 本報告ては wavelet そのものには立ち入らないので, 詳しいことは [6, 7, 14, 15]
等を参照されたい (尚, いくつかの例のグラフが後で登場する)

1.5 $R(\xi)=|Q$ (\mbox{\boldmath $\xi$})|2 の公式

以下 $R(\xi)=|Q$ (\mbox{\boldmath $\xi$})|2 と置く $\phi$ の degree が $N$ , 長さが $L$ のとき $|A(\xi)|^{2}=|H$ (\mbox{\boldmath $\xi$})|2N $R(\xi)$

は $\cos\xi$ の $L-1$ 次多項式てあることがわかる. また $|H$ (\mbox{\boldmath $\xi$})|2 は $\cos\xi$ の M–l 次多項式
てある. 特に, $R$ (\mbox{\boldmath $\xi$}) は以下で定まる多項式 $r$ (x) により, $R(\xi)=r(\cos\xi)$ で与えられる
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ことが知られている [7] :

$r(x)=r_{N}(x)+\tilde{r}(x)\geq 0$ $(x\in[-1,1])$ , (l.lOa)

$r_{N}(x):= \sum_{n=0}^{N-1}c_{n}(1-x)_{:}^{n}$ (l.lOb)

$\tilde{r}$ (x)
$:=(1-x)^{N} \sum_{1\leq n\leq \mathrm{L}}\tilde{c}_{n}\gamma_{n}$

(x) $(L_{0}\geq 0, L_{0}\not\in M\mathbb{Z}\backslash \{0\},\tilde{c}_{n}\in \mathbb{R})$. (l.lOc)

ここて $\gamma_{n}$ (x) は Tchebysheff の多項式 $(\gamma_{n}(\cos\xi)=\cos n\xi)$ てあり, $\{\tilde{c}_{n}\}$ は (l.lOa),
(l.lOc) 及ひ (C) を満たす限り任意にとれ, へは $M$ の偶奇に応じて以下の公式て与えら

れる :

$k_{1}+k_{2}+ \cdots+k=n\sum_{\#}\{\prod_{m=1}^{\frac{M}{2}-1}$ (2NJkコ-l) $(1- \cos\frac{2\pi m}{M})^{-k_{m}}\}(_{N-1}^{N+k_{M/2}-1})(1-\cos\pi)^{-k_{M/2}}$

又は

$k_{1}+k_{2}+ \cdots k_{\underline{M}-1}=n\sum_{}\{^{\frac{M-1}{\prod_{m=1}^{2}}}(_{2N}^{2N+}\sim^{1})(1-\cos\frac{2\pi m}{M})^{-k_{m}}\}$

以上より $\tilde{r}(x)\equiv 0$ と $\tilde{r}(x)\neq 0$ のいすれの場合てあるかに応じて長さ $L$ が $MN$ 又は

$MN+L_{0}+1$ となることがわかる. 前者の場合, $\phi$ は minimal length を持つという 1

以下 maximal degree が $N$ , 長さが $L$ の直交 scaling function を $\phi_{M,N,L}$ と表わし, 特

に minimal lengh のときは簡単に $\phi_{M,N}$ と表わすことにする. この記号は次のようなあ
いまいさを持っている. 例えば minimal lengh の場合, $M,$ $N$ より $L=MN$ が定ま
り, 上の公式により $R$ (\mbox{\boldmath $\xi$}) はただ一通りに定まり, $Q$ (\mbox{\boldmath $\xi$}) は $R(\xi)\geq 0$ のスペクトル因子

分解により $|Q(\xi)|^{2}=R$ (\mbox{\boldmath $\xi$}) を満たす三角多項式として得られる. この因子分解は一定の
自由度をもっているので, $A(\xi)=H(\xi)^{N}Q(\xi)$ に対応する $\phi(x)$ も一通りではない. 更に,

minimal length てないときはさらに $R$ (\mbox{\boldmath $\xi$}) 自身が�$n$ の取り方の自由度を持っている. 結

局, これらは (1.10) を満たす $r$ (x) から構成されるので, 今後は, そのような自由度を容

認した上で $r$ (x) から定まる scaling function と呼ぶことがある.

2 3 進 scaling function と wavelet の例
以下の図は上から順に rank $M=3$ の minimal lengh の scaling function $\phi=\phi_{3,N}$ と

対応する wavelet $\psi^{1},$ $\psi$2 で, 左から順に degree が $N=3,5$ , $10$ となっている. 長さは

それぞれ $L=9,1$5,30 てある.

Degree $N$ が大きくなるに従って滑らかになっているように見えている.
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$M=3,$ $N=3,$ $L=9$ $M=3,$ $N=5,$ $L=15$ $M=3,$ $N=10,$ $L=30$
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3 $s_{p}$ 指数の評価

3.1 1 次元写像 (力学系) $\kappa$

1 次元写像 $\xi\mapsto M\xi$ (mod $2\pi$) : $[-\pi, \pi]arrow[-\pi, \pi]$ は周期 $2\pi$ を持つ関数 $f$ (\mbox{\boldmath $\xi$}) に対して

写像 $f(\xi)\mapsto f$ ( $M\xi$ (mod $2\pi)$ ) $=f(M\xi)$ を誘導する. 更に, $f$ が偶関数のときは $f$ を区

間 $[0, \pi]$ 上の関数とみなすことができ, 上の写像は次に示す左側の図の大線で表わされる
グラフを持つ 1 次元写像 $\kappa$ : $[0, \pi]arrow[0, \pi]$ により誘導される. また次の右側に示すように
この $\kappa$ の逆写像の各枝を $\theta_{k}$ と表わす
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$\theta_{k}:=(\kappa_{|I_{k}})^{-1}$ , $I_{k}:=[ \frac{k\pi}{M},$ $-k+1\rfloor\underline{\pi}M]$
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3.2 Transfer operator $T_{q}$

以下 $q$ (\mbox{\boldmath $\xi$}) $:=|Q$ (\mbox{\boldmath $\xi$})|p と置く $q$ (\mbox{\boldmath $\xi$}) は minimal length の場合など零点を持たなけれぱ滑
らかな関数だが, 零点を持つ場合も有限個であり, H\"older連続関数になっている.

2 つの作用素

$U_{q}(f)(\xi):=q(\xi)f(\kappa(\xi))$ , $T_{q}$ (f) $( \xi):=\sum_{k=0}^{M-1}q(\theta_{k}(\xi))f(\theta_{k}(\xi))$ (3.1)

は次の意味の duality を持つ :

$\int_{0}^{\pi}T_{q}(f)gd\xi=M\int_{0}^{\pi}fU_{q}(g)d\xi$.

区間 $[0, \pi]$ 上の連続関数全体て $\sup$ ノルム $||$ $|$ |ae考えた Banach空間 $C([0, \pi])$ に cone

$K:=\{f\in C([0, \pi]) : f\geq 0\}$ , $K^{0}:=\{f\in K : f>0\}$

を考える. $T_{q}$ は $q$ に関する transfer operator 又は Perron-Frobenius operator と呼
ばれ, $T_{q}(K)\subset K$ の意味で正値作用素である.

$\rho$ (T5) $:=1n$im $||$q$||"=1\mathrm{i}n$m $||$ \sim 7 $(1)||^{1/n}$

は $T_{q}$ のスペクトル半径を与える. 次の基本定理で, この $\rho(T_{q})$ が Perron-Frobenius の理
論に於ける正の固有値てあり, 対応する正の固有関数が存在することなどが示される :

定理 1. $q>0$ とする. $f\in K^{0}$ をとり, $f_{n}:=T_{q}^{n}$ (f), $g_{n}:=f_{n}/||f_{n}||(n\geq 1)$ とおく
$l$

(1) $\exists!g\in Ks$ . $t$ . $||g||=1,$ $\exists\lambda>0,$ $T_{q}(g)=\lambda g$ . 実際は, $g\in K^{0}$ , $\lambda=\rho(T_{q})$ である.

(2) $g_{n}$ は $g$ に一様収束する.

(3) $\min(f_{n+1}/f_{n})[0,\pi]\nearrow\rho(T_{q})$
かつ $\max(f_{n+1}/f_{n})\backslash \rho(T_{q})[0,\pi]$ .

ここて, (1.7) により $f\in K^{0}$ のとき常に $T_{q}(f)\in K^{0}$ となることに注意しておく この

定理の証明は [11] て与えられている. 証明のポイントは (a) $\{g_{n}\}$ のコンパクト性, (b) $T_{q}$

の positivity improving property $(f\in K\backslash \{0\}\Rightarrow\exists n\in \mathrm{N}, T_{q}^{n}(f)\in K^{0})$ の 2 点てある.

$q$ に零点があると 2 点共に難しくなるが, 最近の筆者の研究によりほぼ解決されたところ

てある. ほぼというのは, (b) の成立の為に $q$ の零点の位置についてある条件が必要なの
だが, 実際にはそれは Cohen の条件の下ては自動的に成立すると予想している. 但し, 本

報告の次節以降の具体的な数値計算等て扱っている場合は全てその条件が満たされている
(minimal length の場合は零点が無く, 命題 5.1-5.3 の場合は零点がただ一つでその位置が
制限されている) のて問題が無い. 従って, 以下の諸定理の中の条件 $q>0$ は少なくとも

非常に弱い条件に置き換えることができる. いずれも 1 次元力学系の理論からのアイデア
を必要とし, $\kappa,$

$\theta_{i}$ と $q$ (\mbox{\boldmath $\xi$}) の具体的性質が用いられる. ここては, (a) についてのみ考え
方の概略を示すことにする. 詳細と (b) については別の機会に譲る.
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(a) を示すのに, 本質的スペクトル半径 $\rho_{\mathrm{e}}(T_{q})$ という概念 $(\mathrm{c}.\mathrm{f}. [12])$ が重要な役割を果
たす これは, $T_{q}$ から任意のコンパクト作用素を引き去ったもののスペクトル半径の下限

として定義される. 特に, $\rho_{\mathrm{e}}(T_{q})<\rho(T_{q})$ のときは, $T_{q}$ は quasi-compact と呼ばれ, 粗
くいえば引き去った方のコンパクト作用素の方が主要部であり, スペクトル半径 $\rho(T_{q})$ に

関しては実質的に $T_{q}$ をコンパクト作用素と思って良いということである. そしてその為
の十分条件が [9] に与えられている.

命題 3.1([9, Corollaire 1]). Banach 空間 $(B, ||| |||)$ 上の有界作用素 $T$ のスペクトル

半径を $\rho(T)$ とし, $B$ 上に別のノルム $|\cdot|$ と正数列 $\{r_{n}\},$ {R} があって以下の 2 条件を
満足するとき $T$ は quasi-compact であり, $\rho_{\mathrm{e}}(T)\leq\lim \mathrm{i}$nfn $r_{n}$ となる :

(1) $T:(B, ||| |||)arrow(B, | ‘ |)$ がコンパクト作用素.

(2) $\lim\inf_{n}(r_{n})^{1/n}<\rho(T)$ かつ $|||T^{n}f|||\leq r_{n}|||f||\mathrm{H}R_{n}|f|$ $(f\in B)$ .
以下はこれを適用する道筋を概観する. 区間 $[0, \pi]$ 上の確率測度全体を $P$ と表す これ

は測度の弱位相に関してコンパクトな凸集合を成すので, Schauder-Tikhonov の定理によ
$T$‘ $\nu$

り $P$ 上の変換
$\nu\mapsto\frac{q}{\int T_{q}(1)d\nu}$

(ここで, $T_{q}^{*}\}/$ は $\int fd(T_{q}^{*}\nu)=\int T_{q}($ f) $d\nu$ で定まる測度)

は不動点 $\nu$ を持つ. このとき, $T_{q}^{*}\nu=$ $( \int T_{q}(1)d\iota/)\nu$ だから $C([0, \pi])$ の dual space 上の作
用素 $T_{q}^{*}$ が正の固有値 $\alpha:=\int T_{q}$(l) $d\nu$ と正の固有関数 $\nu$ を持ち, $\rho(T_{q}^{*})=\alpha$ であることが

わかる. duality により $\rho(T_{q})=\alpha$ となっている. ここで, いくつかのノルムを導入する.
$q$ (\mbox{\boldmath $\xi$}) はある $\sigma(0<\sigma\leq 1)$ に対して $\sigma$-H\"older 連続であるとしてよい. この $\sigma$ をとって

$[f]_{\sigma}:= \sup_{x\neq y}\frac{|f(x)-f(y)|}{|x-y|^{\sigma}}$ ,

$||$ f $||$ 1 $:= \int_{[0}$

, $\pi$ ]
$|f|d\nu$ , $(f\in C([0, \pi])$ )

$|||$f $|||:=[f]_{\sigma}+||f||_{1}$

と置く, 容易にわかるように, 上のノルム $|||$ $|$ || は $[\cdot]_{\sigma}+||$ $|$ | と同値である. 上の命題
に於ける $B$ は $\{f\in C([0, \pi]) : [f]\text{。}<\infty\}$ ととり, $|||$ $|||,$ $|$ $|$ としてはそれぞれここの

$|||$ $|||,$ $|_{1}^{1}$ $|$ |1 をとることにすれば, 命題 3.1(1) が成立することは明らかであろう. 更に,

命題 3.1(2) の不等式を確かめることができるのである. その場合, 数列 $\{r_{n}\}$ が $r_{n}=Cs^{n}$

( $C$ は正定数, $s$ は $\rho(T_{q})/M^{\sigma}<s<\rho(T_{q})$ を満たす任意の数) の形にとれることがわかる.
すなわち, この場合 $\lim\inf(r_{n})^{1/n}=s$ となる.

3.3 指数 $s_{p}$ (\phi ) の評価

$\phi=\phi_{M,N,L}$ を直交 $M$進 scaling function で maximal degree が $N$ , 長さ $L$ のものとし,

その reduced symbol を $Q$ (\mbox{\boldmath $\xi$}) と表す また, $p>0$ に対して, $q$ (\mbox{\boldmath $\xi$}) $:=|Q$ (\mbox{\boldmath $\xi$})|p と置く 1

$f\in K^{0}$ に対して

$\mu$(f)
$:= \inf\underline{T_{q}(f)}$ , $\cdot$ .

$[0,\pi]$ $f$

$\lambda$(f) $:= \sup\underline{T_{q}(f)}$

$[0,\pi]$ $f$
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という記号を導入する.

定理 2. $N- \frac{1}{p}\log\rho(T_{q})\leq s_{p}(\phi)\leq N-\frac{1}{p}1$ogM $\sup\{\mu(f) : f\in K^{0}\}$ . (3.2)

証明の概略はすぐ後て示すが, この定理の上からの評価を示すところて Cohen の条件
(C) が本質的に用いられてることに注意しておこう.

定理 3. $q>0$ な 6 $\# X$

$s_{\mathrm{p}}( \phi)=N-\frac{1}{p}\log\rho(T_{q})$ . (3.3)

この等式は $p=2$ の場合に [8] で示されていたものてある. このときは $R=|Q|^{2}$ が $\mathrm{c}o\mathrm{s}\xi$

の多項式であり, 対応する transfer operator $T_{R}$ が $\cos k\xi$ の張る有限次元空間を不変に

することが分かり, その上 $\rho(T_{R})$ の値が $T_{R}$ をその不変部分空間に制限したものに対する

値と一致することが分かる. 従って, Sobolev指数 $s_{2}$ (\phi ) の計算は有限次行列の固有値の計

算に帰着する. 一般の $p$ の場合は [11] で示されたが, $q>0$ の条件は弱められ, 定理 1 の
$\mu(g)=\rho(T_{q})$ なる $g\in K^{0}$ の存在さえ示されれば (3.2) から (3.3) が導かれる.

定理 2 の証明の概略. $R=\ell\pi(\ell\in \mathrm{N})$ をあらかじめ大きくとって $F\subset[-R, R]$ としてお

く
[
ただし, $F$ は Cohen の条件 (C) のものてある. 以下で, 次の 2 種類の積分を用いる :

$I_{k}:=$ $\int$ $h( \xi)(\prod_{j=1}^{k}q(\xi/M^{j}))|\Phi(\xi/M^{k})|d\xi=M^{k}\int_{|\xi|\leq R}h(M^{k}\xi)(\prod_{j=0}^{k-1}q(M^{j}\xi))|\Phi(\xi)|d\xi$

$|\xi|\leq MkR$

$J_{k}:=M^{k} \int_{-\pi}^{\pi}h(M^{k}\xi)\prod_{j=0}^{k-1}q(M^{j}\xi)d\xi=2M^{k}\int_{0}^{\pi}U_{q}^{k}(h)d\xi$.

$\ovalbox{\tt\small REJECT}$ の被積分関数 ( $\eta(\xi)$ と書く) は $2\pi$周期的であるので

$l \max_{R}|\Phi(\xi)|J_{k}\geq I_{k}\geq\min_{\xi|\xi|\leq\in F}$
$| \Phi(\xi)|M^{k}\int_{F}\eta(\xi)d\xi=\min_{\xi\in F}|\Phi(\xi)|\ovalbox{\tt\small REJECT}$

Cohen の条件より $\min_{\xi\in F}|\Phi(\xi)|>0$ だから $I_{k}\wedge\vee J_{k}$ (k $arrow\infty$ ). よって, $h$ (\mbox{\boldmath $\xi$}) $:=$

$|2\sin\xi$/2|N と置けば, $s<N$ のとき,

$\oint|\xi|^{s}|\hat{\phi}(\xi)|d\xi=\int|\xi|^{s-N}h(\xi)|\Phi(\xi)|d\xi<\infty\Leftrightarrow\sum_{k\in \mathrm{N}}M^{(s-N)k}(I_{k}-I_{k-1})<\infty$

$\Leftrightarrow$

$\sum_{k\in \mathrm{N}}M^{(s-N)k}I_{k}<\infty$
(ここは部分和分の公式を使っている)

$\Leftrightarrow$

$\sum_{k\in \mathrm{N}}M^{(s-N)k}J_{k}<\infty$
,

一方, duality を用いて

$J_{k}=2 \int_{0}^{\pi}T_{q}^{k}(1)hd\xi\leq 2||T_{q}^{k}(1)||\int_{0}^{\pi}hd\xi$ , . $\cdot\cdot$ $\lim_{karrow}\sup_{\infty}J_{k}^{1/k}\leq\rho(T_{q})$ ,

$J_{k} \geq\frac{2}{||f||}\int_{0}^{\pi}T_{q}^{k}(f)hd\xi\geq\mu$ (f) $k_{\frac{2}{||f||}\int_{0}^{\pi}fhd\xi}$ , . $\cdot$ . $\lim_{karrow}\inf_{\infty}J_{k}^{1/k}\geq\mu$(f).

定理の証明は, 以上の考察とは別に Cohen の条件の下ては $\mu(f)\geq 1$ なる $f\in K^{0}$ が存在

することがわかるのて, そのことと合わせて完結する. 詳細は [11] を参照されたい. 口
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3.4 逐次近似法と数値計算

任意の $f\in K^{0}$ (例えば $f=1$ ) をとって $f_{n}:=T_{q}^{n}(f)(n\in \mathrm{N})$ と置けば単調収束数列
$\mu(f_{n})\nearrow\overline{r}$ \lambda (fn)\searrow を得るが, これらがそれぞれ $\rho(T_{q})$ の下からと上からの評価を与える
と共に $\rho(T_{q})$ に収束することが保証されている.
実際に, 数値計算を行なう場合, $\mu(f_{n}),$ $\lambda(f_{n})$ の計算に於いて関数の区間 $[0, \pi]$ 上での

最大値, 最小値を求める必要があり更に近似が必要である. その為に階段関数による近似
を行う. $s_{m}(m\in \mathrm{N})$ を区間 $[0, \pi]$ を $m$等分した小区間上で本質的に定数となる階段関
数の全体からなる $L^{\infty}($ [0, $\pi$] $)$ の部分空間とする (小区間の端点に於ける値は無視する)

q\pm \in SM2。を $q^{-}\nearrow q$ かつ $q^{+}[searrow] q(marrow\infty)$ なる階段関数列とする. $T_{q}\pm$ :SMm\rightarrow SM。
が式 (3 $\cdot$ 1) と同様に定義てきるが, これらは本質的に $Mm$次元空間上の正値作用素でその
行列表示は例えば $M=3,$ $m$ =3 のとき

$\{$

$q_{1}$

$q_{2}$

$q_{3}$

$q_{4}$

$q_{5}$

$q_{6}$

$q_{7}$

$q_{8}$

$q_{9}$

$q_{18}$

$q_{17}$

$q_{16}$

$q_{15}$

$q_{14}$

$q_{13}$

$q_{12}$

$q_{11}$

$q_{10}$

$q_{20}^{19}q_{21}qq_{23}^{22}qq_{24}q_{27}^{26}q^{25}q]$

の形をしている. これに古典的な Perron-Frobenius Theory が適用てきる. 適当な関数
$f\in S_{Mm}$ (ess $\inf f$ >0)(実際には $f=1$ ととることが多い) に対して $f_{n}^{\pm}:=T_{q^{\pm}}^{n}(f)$ と置
き, $m$ が十分大きいとすると $\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}\inf f_{n}^{\pm}>0$ となり

$\mu_{n}^{-}:=\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}\inf(f_{n+1}^{-}/f_{n}^{-})$ $\lambda_{n}^{+}:=\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}\sup(f_{n+1}^{+}/f_{n}^{+})$ $(n\in \mathrm{N})$

が定義される.

定理 4. $\mu_{n}^{-}$ は $m,$ $n$ について単調増加, $\lambda_{n}^{+}$ は $m,$ $n$ について単調減少であり,

$N-$ $\lim\log\lambda_{n}^{+}\leq s_{1}(\phi)\leq N-$ $\lim\log\mu_{n}^{-}$
$m,narrow\infty$ $m,narrow\infty$

が成立する. 特に $q>0$ なら上式の不等号は共に等号となる.

以下の全ての数値計算は定理 4 の評価により行った. $p=2$ の場合と違って本質的に無限
次元的な作用素の計算なのて小数点以下 3\sim 4 桁まてを決定する近似計算にはコンピュ –

タのメモリと時間を相当費やす必要があった.

4 $s_{1}(\phi_{M,N})$ に対する数値結果 (minimal length の場合)

$\alpha(\phi)$ の評価式としては (1.3) の

$s_{2}(\phi)-1/2\leq s_{1}(\phi)\leq\alpha(\phi)\leq s_{2}(\phi)$
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が与える 2 つの下限 $s_{2}(\phi)-1/2,$ $s_{1}$ (\phi ) と上限 $s_{2}$ (\phi ) を一覧表に示す

表 1: $M=2,$ $N$ =1, . ( $‘$ . , 13, $L=2N$ の場合

ここで, $\alpha(\phi_{2,N})$ に対する数値は Daubechies-Lagarias による $(\mathrm{c}.\mathrm{f}. [2])$ これによる結

果 $\phi_{2,3}\in C^{1}$ を我々の $s_{1}$ 指数に対する評価 $s_{1}$ (\phi 2,3) � 0.980 から導くことはできないものの

$\phi$2,$6\in C^{2},$ $\phi_{2}$ , $8\not\in$ C3, $\phi$2,$9\in C^{3},$ $\phi_{2}$ ,1 $2\not\in$ C4, $\phi_{2},13\in C^{4}$

などが新たにわかる.

表 2: $M=3,$ $N$ =1, . . . , 13, 77, 78, $L=3N$ の場合

これがら

$\phi$3,$4\in C^{1},$ $\phi$3,7$7\not\in C2,$ $\phi$3,7$8\in C^{2}$
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などがわかる. 3進の場合は 2進と比べて degree の増加に対する H\"older指数の増加の仕
方が極めて遅いことが分かるわかる. また多くの場合に, $s_{1}$ 指数による H\"older指数の下か
らの評価は Sobolev指数によるそれよりも大幅に改善されたものになることもわかる.

5 $\epsilon_{1}$ (\phi M,N,L) に対する数値結果 (minimai length てない場合)

$r$ (x) を $|Q(\xi)|^{2}=r(\cos\xi)$ なる $x$ の多項式とする. $r$ (x) が区間 [-1, 1] に零点 $\cos\xi$ を持
つ場合を考えると同程度の長さを持つ minimal lengh の場合と比べて滑らかさが著しく改
善される場合があることは Sobolev指数について [8] で指摘されていたことである. ここ

てはそのことを $s_{1}$ 指数についても確かめることがてきる.
ますそのような scaling function の存在について注意しながら 3 つのタイプに分けて紹

介する.

5.1 $M=2_{*}L=2N+4,$ $r$ (cos $\xi$ ) $=r’(\cos\xi)=0$ のタイプ

命題 5.1. $M=2,$ $N$ \geq 1 とする. $\forall\xi_{1}\in$ $(3\pi/5, \pi)$ に対して, $L_{0}=3$ に対する (1.10)
及び $r$ (cos $\xi_{1}$ ) $=r’(\cos\xi_{1})=0$ を満たす唯一の多項式 $r$ (x) が存在し, これから定まる

scaling function $\phi_{2,N,2N+4}$ (x) は直交である.

以下の数値計算では $\xi_{1}=2\pi/3,3\pi/4,4\pi/5,5\pi/6$ の場合を扱う. なお, 上の命題の
$3\pi/5$ は critical な数値であって, $\xi_{1}=3\pi/5$ のときも唯一の $r$ (x) が定まるのだが, それか
ら定まる scaling 関数の直交性が $N=1$ の場合のみ崩れる.

表 3: $M=2,$ $N=1,$ $,$ . . , 13, $L=2N+4,$ $r(\cos\xi_{1})=r’(\cos\xi_{1})=0$ の場合

これから, 例えば
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$\xi_{1}=\frac{5\pi}{6}$ 又は $\frac{4\pi}{5}$ ならば $\phi_{2,6,16}\in C^{3}$ ;
$\xi_{1}=\frac{3\pi}{4}$ ならば $\phi_{2,9,22}\in C^{4}$ ;
$\xi_{1}=\frac{3\pi}{4}$ 又は $\frac{2\pi}{3}$ ならば $\phi_{2,13,30}\in C^{5}$

などがわかる.

5.2 $M=3,$ $L=3N+2,$ $r$ (cos $\pi$) $=0$ のタイプ

命題 5.2. $M=3,$ $N$ \geq 1 とする. $L_{0}=1$ に対する (1.10) 及ひ $r$ (cos $\pi$) $=0$ を満たす唯

一の多項式 $r$ (x) が存在し, これから定まる scaling function $\phi_{3,N,3N+2}$ (x) は直交てある.

数値結果は次の小節の表の左側に示す 特に, 目立った結果としては

$\phi$3,3,11 $\in C^{1},$ $\phi$3,6,2$0\in C^{2},$ $\phi$3,9,29 $\in C^{3},$ $\phi$3,13,4$1\in C^{4}$

などが見られる.

5.3 $M=3$. $L=3N+3$. $r$ (cos $\xi_{1}$ ) $=r’(\cos\xi_{1})=0$ のタイプ

命題 5.3. $M=3,$ $N$ \geq 1 とする. $\forall\xi_{1}\in[\pi/2, \pi]$ に対して, $L_{0}=2$ に対する (1.10) 及ひ
$r(\cos\xi_{1})=r’(\cos\xi_{1})=0$ を満たす唯一の多項式 $r$ (x) が存在し, $\xi_{1}=2\pi/3$ の場合を除い

て, これから定まる scaling function $\phi_{3,N,3N+3}$ (x) は直交である.

$\xi_{1}=2\pi/3$ の場合は $r(x)=r_{N+1}$ (x) であり, これから定まる scaling function は minimal
length の $\phi_{3,N+1}$ (x) てあることがわかる、

$M=3,$ $N$ =1, . . . , 13 かフ

$\{$

(左側) $L=3N+2,$ $r$ (cos $\pi$ ) $=0$
の場合

$\mathrm{t}\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}\mathfrak{l}L=3N+3,$ $r(\cos\xi_{1})=r’(\cos\xi_{1})=0$
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この表の右側での目立った結果は

$\xi_{1}=\frac{5\pi}{6}$ ならば $\phi_{3,2,9}\in C^{1}$ ;
$\xi_{1}=\frac{5\pi}{6}$ 又は $\pi$ ならば $\phi_{3,5,18}\in C^{2}$ ;
$\xi_{1}=\pi$ ならば $\phi_{3,8,27}\in C^{3},$ $\phi_{3,11,36}\in C^{4}$

などである.
尚, $s_{1}(\phi)<0$ となっている例が見られるが, これは Fourier変換 $\hat{\phi}$ が $L^{1}$ (R) に属して

いないことを意味する. 一方, 本報告ては $\phi\in L^{2}(\mathbb{R})$ の場合を考えているので $\hat{\phi}\in L^{2}(\mathbb{R})$

だから, 常に $s_{2}(\phi)\geq 0$ となっている.
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