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abstract

We present a method to construct symplecticity-preserving renormalization group maps
by using the Liouville operator, and obtain correctly reduced symplectic maps describing
their long-time behavior even when a resonant island chain appears.

1 はじめに

特異摂動法としてのくりこみ法は Y、OONO らにより提唱され ([CGO96]), それ以来,
主に非線型現象を扱う理論物理の方法論の文脈て研究が進んできた. ここでのくりこみ法
とは, 多重時間法や平均化法等の種々の系に対する洞察を必要とする特異摂動法 ([Nay])
を統一する方法の候補として注目を浴ひている $([\mathrm{G}\mathrm{o}\mathrm{t}02],[\mathrm{O}\mathrm{o}\mathrm{n}00])$ . このくりこみ法は, 系
に対する深い洞察なしに系統的に所望の簡約方程式を導出する. 実際この方法を用いて
種々の物理系の解析がなされている. しかしこれまでの研究は時間連続の系を対象にす
る場合が多く, 時間離散の系に関しての方法論としての知見は連続系に比べると少ない
$([\mathrm{K}\mathrm{M}98],[\mathrm{G}\mathrm{N}0\mathrm{l}\mathrm{P}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{g}])$ . シンプレクテイックマツプと呼ばれるシンプレクテイツク性を満た
すクラスの時間離散系は重要なクラスに属すが, これに対する方法論の発展は重要である.
それはシンプレクティックマップ系は, あるハミルトンフローのボアンカレマツプと解釈
されることと, 加速器科学等での実際の物理系にも現れるからである $([\mathrm{L}\mathrm{L}],[\mathrm{A}\mathrm{A}],[\mathrm{T}\mathrm{z}\mathrm{e}01])$ .
ここで, このくりこみ法のシンプレクティックマップへの適用は, 簡約系もシンプレクテイ
ク性を満たす必要があると考えられ, そこがくりこみ法がシンプレクテイツクマツプに対
してもうまく働くかのボイントになる. 正準方程式系に対する考察を行った論文 ([YN98])
を踏まえ, これまでに著者らによりシンプレクテイック性を保存したくりこみ法の開発が
行われてきたが, いすれも人為的な操作が必要であった ([GNOIJPSJ][GNY02][TD03]). 今
回の報告は極めて自然な形でのシンプレクテイック性保存くりこみ法の提案を第一日的と
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する ([GN03]). 我々の方法は, ハミルトンカ学系一般に成立する, リウビル演算子がなす
関係式を介してのシンプレクティック性の回復を行うものである. また, 相空間内に共鳴
島構造を有していてもこの方法は有効である.

2 線型シンプレクティックマップ
ここでは我々の方法を説明するために, 厳密解が容易に求められる定数係数の線型シン

プレクティックマップの解析を行う.

$x^{n+1}$ $=x^{n}+y^{n+1}$

$y^{n+1}$ $=$ $y^{n}-ax^{n}+2\epsilon Jx^{n}$ .

ここで $x^{n},$ $y^{n}$ は時刻 $n\in Z$ での実数に値をとる正準共役な力学変数, $a$ , $J\in R$ はパラメ
ター, $\epsilon\in R$ はスモーノレパラメターである. シンプレクティック性とは $dx^{n+1}\Lambda dy-n+1$

$dx^{n}\Lambda dy^{n}$ $=0$ のことである. また原点が楕円型不動点を持っていると仮定する. これは
以下のように変形できる.

$L_{\theta}x^{n}\equiv x^{n+1}-\underline{9}_{X\mathrm{C}}^{n}$os $\theta+x^{n-1}=\epsilon 2Jx^{n}$ , $\mathrm{c}$os $\theta\equiv 1-a/2$ , (1)

この節の冒頭に述べたように, この系 (1) は厳密解を簡単に書き下すように設定されてい
る. その解は以下である.

$x_{E}^{n}$ $=$ A $\exp$ ($i\arccos$ ( $\cos\theta+\epsilon$J)n) $+$ c. $\mathrm{c}.$ ,

$=$ A $\exp[i$ ($\theta+\epsilon\frac{-J}{\sin\theta}+\epsilon^{2}\frac{-\cos\theta}{2\sin\theta}(\frac{J}{\sin\theta})^{2}+\cdot$ . .) $n]+$ c. $\mathrm{c}.$ , (2)

ここで $A\in C$ は積分定数で $\mathrm{c}.\mathrm{c}$ . はこれ以前の項の複素共役項を表す 我々はこの系を
容易に積分できないとし, その仮定の上でこの系の簡約系を構成することを試みる. そ

のために時間連続系で発展してきたくりこみ法をそのまま離散系に拡張することを行う
([GMN99]). 先す正則摂動解と呼ばれる, $\epsilon$ 1こ関して自然数軍で展開された解の構成を行
う ([Nay]). すなわち $x^{n}=x^{(0)n}+\epsilon x^{(1)n}+\epsilon^{2}x^{(2)n}+\cdots$ , を (1) へ代入する. すると以下の
ような各 $\epsilon$ の自然数幕オーダーでの満たすべき方程式系が得られる.

$L_{\theta}x^{(0)n}=0$ , $L_{\theta}x^{(1)n}=2Jx^{(0)n}$, $L_{\theta}x(2)n=2Jx_{n}^{(1)n},$ $\cdots$ .

そしてこの方程式系を解くことにより以下の摂動解を得る.

$x$
(0) $n$

$=$ A $\exp(i\theta n)+\mathrm{c}.\mathrm{c}.$ ,
$x(1)n$

$=$ $\frac{-iJA}{\sin\theta}n\exp(i\theta n)+$ c.c.,

$x$
(2)n

$=$ $\frac{-J^{2}A}{2\sin\theta}(n^{2}+i\frac{\cos\theta}{\sin\theta}n)\exp(i\theta n)+\mathrm{c}.\mathrm{c}$.,
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ここで $A\in C$ は積分定数である. この解は永年項と呼ばれる $\propto n,$
$n^{2}$ の項を含み, 摂動解

$x^{(0)n}+\epsilon x^{(1)n}+\epsilon^{2}x^{(2)n}$ が $\epsilon n,$
$\epsilon$ 2n2 のよう tこなり, 暗 Lこ仮定していた $x^{(0)n}\geq\epsilon x^{(1)n}$ 等の関

係式を $\epsilon n\sim 1$ なる $n$ で破る. 従ってその $n$ 以降ではこの近似が妥当ではないことが予
想される. この意味で, この解は良い近似になっている有効範囲が狭い.
ここでこの正則摂動解の永年項を除去するようにに “ $\langle$ りこみ変数 $A^{n}$ ” を導入する.

$A^{n} \equiv A+\epsilon\frac{-iJA}{\sin\theta}n+\epsilon^{2}\frac{-J^{2}A}{2\sin\theta}(n^{2}+i\frac{\cos\theta}{\sin\theta}n)+\mathcal{O}(\epsilon^{3})$ , (3)

我々の解釈による離散系に単純に拡張されたくりこみ法とは, このくりこみ変数 $A^{n}$ が満

たすべき差分方程式に過きない. $A^{n}$ が満たす差分方程式を構成するには (i) A一と $A^{n}$

の差をとり,

$A^{n+1}-A^{n}=(-i \epsilon\frac{J}{\sin\theta}-\epsilon^{2}\frac{J^{2}}{2\sin\theta}(2n+1+i\frac{\cos\theta}{\sin\theta}))A+\mathcal{O}(\epsilon^{3})$ . (4)

次に, (ii) $A^{n},$ $A^{n+1}$ で方程式が閉じるように, $A$ を $A^{n}$ を用いて書き直す くりこみ変換
の定義から逆変換 ( $A$ を Aqこより表す変換) は以下のように求まる.

$A=(1+i \epsilon\frac{Jn}{\sin\theta}+\mathcal{O}(\epsilon^{2}))A^{n}$ . (5)

これを (4) に代入することにより “単純くりこみマップ” は以下のように導出される.

$A^{n+1}=(1+ \frac{-i\epsilon J}{\sin\theta}+\frac{1}{2!}(\frac{-i\epsilon J}{\sin\theta})^{2}-i\epsilon^{2}\frac{J^{2}\cos\theta}{2\sin\theta}$) $A^{n}+\mathcal{O}(\epsilon^{3})$ , (6)

その解は以下で与えられる.

$A^{n}=(1+ \frac{-i\epsilon J}{\sin\theta}+\frac{1}{2!}(\frac{-i\epsilon J}{\sin\theta})^{2}-i\epsilon^{2}\frac{J^{2}\cos\theta}{2\sin\theta}+\mathcal{O}(\epsilon^{3}))^{n}A^{0}$ . (7)

一方で先程与えた厳密解 (2) から $A^{n}$ の従う方程式は以下で与えられる.

(8)$A^{n}=A^{0} \exp[i(\epsilon\frac{-J}{\sin\theta}-\epsilon^{2}\frac{\cos\theta}{2\sin\theta}(\frac{J}{\sin\theta})^{2}+\cdots)n]$ .

ここで注意することは, 今示した “単純くりこみ法” では一般にシンブレクテイツク性
が保存されないことである. シンプレクテイツクマツプの簡約系を構成を目指していたの
に, 得られた簡約系は非シンプレクテイックとなってしまったのてある. (6) から実際に,
$dA^{n+1}\Lambda dA^{*n+1}-dA^{n}\Lambda dA^{*n}\neq 0$ , であることが直接計算 Lこより示される. ここで $A^{*}$ は

$A$ の複素共役を表す なお著者らは一般に $k$ 次までの正則摂動解を考慮したくりこみに
対しては $\mathcal{O}(\epsilon^{k})$ 次までシンプレクティック性を保存していると予想している. また, $|A^{n}|^{2}$

が厳密解の情報により保存量であるが, 単純くりこみマツプ (6) では保存量ではない.
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この単純くりこみ法の欠点を改善するために, “シンプレクティック性保存くりこみ法”
の構築を考える. 先す, 以下の自励ハミルトンフローの満たす性質に着日する.

$Z(t+ \mu)=(1+\mu \mathcal{L}_{H}+\frac{\mu^{2}}{2!}\mathcal{L}$ i$H+$ ) $Z(t)=\exp(\mu \mathcal{L}_{H})Z(t)$ , (9)

ここで $H$ はあるハミルトニアン, $Z$ は正準変数 $(q_{1}, .., q_{N},p_{1)}, \ldots,p_{N})$ の関数, $t\in R$ は時
間変数, $\mu\in R$ はパラメーターである. また,

$\mathcal{L}_{H}$ Z $\equiv$ $\{Z, H\}\equiv\sum_{j=1}^{N}(\frac{\partial Z}{\partial qj}\frac{\partial H}{\partial pj}-\frac{\partial Z}{\partial pj}\frac{\partial H}{\partial qj})$ , (10)

$\mathcal{L}_{H}^{2}Z=\mathcal{L}_{H}$(LH$Z$ ) $=\{\{Z, H\}, H\}$ , 等である. ここで (10) 中の L、はリウビノレ演算子と呼
ばれる一階の微分演算子である. この関係式 (10) を $Z^{n+1}\equiv Z(t+\mu),$ $Z^{n}\equiv Z$ (t) とみな
すことによりハミルトニアン $H$ に付随するマップが構成される.

$Z^{n+1}=\Psi$(Z$n$ ; $\mu$), $\Psi$ (Z$n$ ; $\mu$ ) $\equiv\exp(\mu \mathcal{L}_{H})Z(t)|_{Z(t)\equiv Z^{n}}$ . (11)

この関係式を頼りに単純くりこみマップをシンプレクティックくりこみマップに変形する.
先す (11) 中のパラメター $\mu$ をスモールパラメーター $\epsilon$ と置く $(\mu=\epsilon)$ . 次に (11) にはハ
ミルトニアン $H$ が必要であるが, 単純くりこみマップでは $H$ の表式が分からない. この
$H$ の表式を見つけるには以下の手続きを踏めばよい.

1(9) 中のハミルトニアン $H$ を $\epsilon$ の自然数軍で展開 $(H=H^{(1)}+\epsilon H^{(2)}+\cdots)$ , 次の
関係式を得る.

$Z(t+\epsilon)$ $=$ $(1+ \epsilon \mathcal{L}_{H}+\frac{\epsilon^{2}}{2!}\mathcal{L}_{H}^{2}+\mathcal{O}(\epsilon^{3})$ ) $Z(t)$

$=$ $\{1+\epsilon \mathcal{L}_{H(1)}+\epsilon^{2}$ ($\frac{\mathcal{L}_{H^{(1)}}^{2}}{2!}+\mathcal{L}_{H}(2))+\mathcal{O}(\epsilon^{3})$ }Z(t). (12)

2 $H^{(1)}$ は単純くりこみマップ【こおいて $(A^{n+1}-A^{n})/\epsilonarrow dA/dt,$ $(\epsilonarrow 0)$ とすること
により求まる. $H^{(2)},$ $H^{(3)},$

$\ldots$
は $H^{(1)}$ の異体的な表式と (12) を比べることにより $\epsilon$

の低次から次々と決定される.

3 シンプレクティック性保存くりこみマップを得るには 2. で得られた時間連統ハミル
トン系を何らかの方法 (例えばシンプレクティック積分法) で差分化すればよい. こ

の時
$\ovalbox{\tt\small REJECT}$

時間ステップは $\epsilon$ にとる.

考察しているマップ (6) の場合, 極限 $\epsilonarrow 0$ をとり

$\frac{dA}{dt}=-\frac{iJ}{\sin\theta}A=\frac{\partial H}{\partial A^{*}}=\mathcal{L}_{H}$(1) $A$ , $\frac{dA^{*}}{dt}=-\frac{\partial H}{\partial A}=\mathcal{L}$H(1) $A^{*}$ ,
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となる. ここで $\frac{d44}{dt}$ は $(A^{n+1}-A^{n})/\epsilon,$ $\frac{dA^{*}}{dt}$ は $(A^{*n+1}-A^{*n})/\epsilon$ Lこよる. これにより,

$H^{(1)}=-i \frac{J|A|-}{\sin\theta},$ , $\mathcal{L}_{H(1)}^{2}A=\{\{A, H^{(1)}\}, H^{(1)}\}=\frac{-J^{-9}A}{\sin\theta}$ ,

が得られる. さらにこれを用いると, 以下の関係式が成立することが分かる.

{1+\epsilon LH(1、 $+ \epsilon^{2}(\frac{\mathcal{L}_{H(1)}^{2}}{2}+\mathcal{L}_{H(2)})\}A$

$=A+ \epsilon\frac{-iJA}{\sin\theta}+\epsilon^{2}(\frac{-J^{2}A}{2\sin\theta}+\frac{\partial H^{(2)}}{\partial A^{*}})$ .

単純くりこみマップ (6) の右辺とあわせると,

$H^{(2)}= \frac{-iJ^{2}\cos\theta|A|^{2}}{2\sin\theta}$ .

以上により, 非シンプレクティックの単純くりこみマップから $\epsilonarrow 0$ により得られたハミ
ルトニアン $H=H^{(1)}+H^{(}$ 2) により導出される正準方程式は,

$\frac{dA}{dt}=\frac{-iJ}{\sin\theta}A+\epsilon\frac{-iJ^{2}\cos\theta}{2\sin\theta}A=\frac{\partial H}{\partial A}$ , $\frac{dA}{dt}=-\frac{\partial H}{\partial A^{*}}$ .

–0解 ‘2,
$A(t)=A(0) \exp\{i(\frac{-J}{\sin\theta}+\epsilon\frac{-J^{2}\cos\theta}{2\sin\theta^{3}})t$ },

であり, これはこの解の具体的表式から次のシンプレクテイックマップをもたらす|

$A^{n+1}=A^{n} \exp\{i\epsilon(\frac{-J}{\sin\theta}+\epsilon\frac{-J^{2}\cos\theta}{2\sin\theta})\}$.

ここで離散化の際の時間ステップは $\epsilon$ にとった. これが (1) におけるシンプレクテイツク
化くりこみマップである.
以上の手統きをまとめると以下の図になる.

A symplecticity-preserving $\mathrm{R}\mathrm{G}$ method for symplectic maps

[discrete-time] [continuous-time]

Symp. maps
naive $\mathrm{R}\mathrm{G}\downarrow$

naive $\mathrm{R}\mathrm{G}$ maps
(dissipative maps) $\mathrm{R}\mathrm{G}$ Eqs.

(canonical Eqs. )
Symp.-Pres. RG maps
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3 2次元非線型シンプレクティックマップ
非線型シンプレクティックマップの場合には一般にカオス系となるがその場合でも我々

の方法に変更は生じない. 2次元相空間に大きな共鳴島構造が生じない場合はシンプレク
ティックくりこみマップはその解が解析的に表式を持っ. 大きな共鳴島が生じる場合でも
我々の方法により簡約系が得られる.

3.1 共鳴島構造を生じない場合

次の形のシンプレクティックマップの簡約を考察する.

$x^{n+1}$ $=$ $x^{n}+y^{n+1}$

$y^{n+1}$ $=y^{n}-ax^{n}+2\epsilon J(x^{n})^{3}$ ,

ここで $x^{n},$ $y^{n}$ [2前節と同様, 時刻 $n$ での実数値をとる互いに正準共役な力学変数で $\epsilon$ は

スモールパラメーター, $a,$ $J$ は $\mathcal{O}(1)$ のパラメーターであり, 相空間原点は楕円型と仮定
する. このマップは以下のように変形できる.

$L_{\theta}x^{n}=\epsilon$ 2J$(x^{n})^{3}$ , (13)

以下これを考察する. $L_{\theta}$ の定義は線型の場合と同じである.
くりこみマップを以下のように導出する. 先す正則摂動展開, $x^{n}=x^{(0)n}+\epsilon x^{(1)n}+x^{(2)n}+$

$\mathcal{O}(\epsilon^{3})$ , により

$L_{\theta}x(0)n=0$ , $L_{\theta}x(1)n=2J(x^{(0)n})^{3}$ , $L_{\theta}x^{(2)n}=6J(x^{(0)n})^{2}x^{(1)n}$ . (14)

そしてその解は,

$x$
(0)n $=A\mathrm{e}^{i\theta n}+\mathrm{c}.\mathrm{c}$ . (15)

$x^{(1)n}$. $=$ $\frac{-3i|A|^{2}AJ}{\sin\theta}n\mathrm{e}^{i\theta}n+\mathrm{e}^{3i\theta n}+\mathrm{c}.\mathrm{c}\underline{JA^{3}}$ . (16)
$\cos 3\theta-\cos\theta$

$x^{(2)n}$
$=$ $\{\frac{-9}{2}\frac{J^{2}|A|^{4}A}{\sin\theta}n^{2}-i\frac{J^{2}|A|^{4}A}{\sin\theta}(\frac{3}{\cos 3\theta-\cos\theta}+\frac{9\cos\theta}{2\sin\theta})n\}\mathrm{e}^{i\theta n}$

$+ \{\frac{-9iJ^{2}|A|^{2}A^{3}}{(\cos 3\theta-\cos\theta)\sin\theta}n+\frac{J^{2}|A|^{2}A^{3}}{2(\cos 3\theta-\cos\theta)^{2}}\{12-18\frac{\sin 3\theta}{\sin\theta}\}\}\mathrm{e}^{3i}$
’n

$+ \{\frac{3JA^{5}}{(\cos 5\theta-\cos\theta)(\cos 3\theta-\cos\theta)}\}\mathrm{e}^{5i\theta n}+\mathrm{c}.\mathrm{c}.$ , (17)

と求まる. ここで $\cos\theta\neq\cos 3$ \mbox{\boldmath $\theta$}, $\cos\theta\neq\cos 5\theta$ . を仮定する. この仮定が成立しない
場合は次の小節で考察する. 永年項を拾いくりこみ変換を定義する.

$A^{n}\equiv$ A+\epsilon ---3is|iAn|\mbox{\boldmath $\theta$}2AJユ
$+ \epsilon^{2}\{\frac{-9}{2}\frac{J^{2}|A|^{4}A}{\sin\theta}n^{2}-i\frac{J^{2}|A|^{4}A}{\sin\theta}$ ( $\frac{3}{\cos 3\theta-\cos\theta}$ 十 $\frac{9\cos\theta}{2\sin\theta}$) $n\}$ . (18)
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これにより単純くりこみマップを構成すると,

$A^{n+1}$ $=$ $A^{n}+ \epsilon\frac{-3iJ}{\sin\theta}|$ 4$n|^{2}An+$ g2 $\{\frac{1}{2!}(\frac{-3iJ}{\sin\theta}|4^{n}|^{2})^{2}A^{n}$

-($\frac{9i\cos\theta}{2\sin\theta}J^{2}+\frac{3iJ^{2}}{\sin\theta(\cos 3\theta-\cos\theta)}$) $|$ A$n|^{4}$ A$n$ }, $(19)$

が得られる. この系はシンプレクテイック性を有していないので, この非シンプレクテイツ
クマップを近似するシンプレクテイックマツプを以下のように探す 実数に値をとる変数

$A_{1}^{n},$ $A_{2}^{n}(A^{n}=A_{1}^{n}+iA_{2}^{n})$ , により単純くりこみマツプ (19) を書き換えれば,

$A_{1}^{n+1}$
$=A_{1}^{n}+ \epsilon\frac{3J}{\sin\theta}(A_{1}^{n2}+A_{2}^{n2})A_{2}^{n}+\epsilon^{2}[\frac{-1}{2!}\{\frac{3J}{\sin\theta}(A_{1}^{n2}+A_{2}^{n2})\}^{2}A_{1}^{n}$

$+ \{\frac{9\cos\theta}{2\sin\theta}+\frac{3}{\sin\theta(\cos 3\theta-\cos\theta)}\}J^{2}(A_{1}^{n2}+A_{2}^{n2})^{2}A_{2}^{n}]$ , (20)

$A_{2}^{n+1}$
$=A_{2}^{n}+ \epsilon\frac{-3J}{\sin\theta}(A_{1}^{n2}+A_{2}^{n2})A_{1}^{n}+\epsilon^{2}[\frac{-1}{2!}\{\frac{3J}{\sin\theta}(A_{1}^{n2}+A_{2}^{n2})\}^{2}A_{2}^{n}$

$- \{\frac{9\cos\theta}{2\sin\theta}+\frac{3}{\sin\theta(\cos 3\theta-\cos\theta)}\}J^{2}(A_{1}^{n2}+A_{2}^{n2})^{2}A_{1}^{n}]$ . (21)

線型シンプレクティックマップの節て示した一般論に従い, この系の $\epsilonarrow 0$ 極限をとるこ

とにより以下を得る,

$\frac{dA_{1}}{dt}$ $=$ $\frac{3J}{\sin\theta}(A_{1}^{2}+A_{2}^{2})A_{2}=\frac{\partial H}{\partial A_{2}}=\mathcal{L}_{H(1)}A_{\mathfrak{h}}$

$\frac{dA_{2}}{dt}$ $=$ $- \frac{3J}{\sin\theta}(A_{1}^{2}+A_{2}^{2})A_{1}=-\frac{\partial H}{\partial A_{1}}=\mathcal{L}_{H^{(1)}}A_{2}$ ,

ここで $H^{(1)}=3J(A^{2}+A^{2})^{2}\vec{4\sin\theta}$ である. 従って以下の関係が成立していることがわかる.

$\{1+\epsilon \mathcal{L}_{H(1)}+\epsilon^{2}$ ( $\frac{\mathcal{L}_{H^{(1)}}^{2}}{2!}+\mathcal{L}_{H(2})$)}A1 (t)

$=A_{1}$ +\epsilon (A$21+A_{2}^{2}$ ) $A_{2}+ \epsilon^{2}\{\frac{-1}{2!}(\frac{3J}{\sin\theta})^{2}(A_{1}^{2}+A_{2}^{2})^{2}A_{1}+\frac{\partial H^{(2)}}{\partial A_{2}}\}$ , (22)

$\{1+\epsilon \mathcal{L}_{H^{(1)}}+\epsilon^{2}(\frac{\mathcal{L}_{H(1)}^{2}}{2!}+\mathcal{L}_{H^{(2)}})\}A_{2}(t)$

$=A_{2}+ \epsilon\frac{-3J}{\sin\theta}(A_{1}^{2}+A_{2}^{2})A_{1}+\epsilon^{2}\{\frac{-1}{2!}(\frac{3J}{\sin\theta})^{2}(A_{1}^{2}+A_{2}^{2})^{2}A_{2}-\frac{\partial H^{(2)}}{\partial A_{1}}\}$ . (23)

従い, $H^{(2)}$ は単純くりこみマップ (20)-(21) と (22)-(23) を比べることにより,

$H^{(2)}= \{\frac{9\cos\theta}{2\sin\theta^{3}}+\frac{3}{\sin\theta(\cos 3\theta-\cos\theta)}\}\frac{J^{2}(A_{1}^{2}+A_{2}^{2})^{3}}{6}$.
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と計算される. 結局 $H=H^{(1)}+\epsilon H$ (2) は以下のように構成された.

$H$ $=$ $\alpha(A_{1}^{2}+A_{2}^{2})^{2}+\beta(A_{1}^{2}+A_{2}^{2})^{3}$ .

$\alpha$ $\equiv$ $\frac{3J}{4\sin\theta}$ , $\beta\equiv\epsilon\{\frac{9\cos\theta}{2\sin\theta}+\frac{3}{\sin\theta(\cos 3\theta-\cos\theta)}\}\frac{J^{2}}{6}$.

この系は正準変換 $A_{1}=\sqrt{2I}\mathrm{s}$in $\Theta,$ $A_{2}=\sqrt{2I}\mathrm{c}$os $\Theta$ , (dAl $\Lambda dA_{2}=d\Theta\Lambda dI$ ) により

$\frac{d\Theta}{dt}=8\alpha I+24\beta I^{2}=\frac{\partial H}{\partial I}$ , $\frac{dI}{dt}=0=-\frac{\partial H}{\partial\Theta}$,

と解析しやすい系に移ることができる. 指数関数でくりこみ変数を書けば以下である.

$A=A_{1}+iA_{2}=\sqrt{2I(0)}\exp(-i(8\alpha I(0)+24\beta I(0)^{2})t-i\theta(0)+i\pi/2)$ .

解の具体的表示により, シンプレクティック性保存のくりこみマップは時間差分間隔 $\epsilon$

を用いて,

$A^{n+1}=A^{n}\exp[i\epsilon\{$ $\frac{-3J|A^{n}|^{2}}{\sin\theta}+\epsilon J^{2}|A^{n}|^{4}(-\frac{9\cos\theta}{2\sin\theta}-\frac{3}{\sin\theta(\cos 3\theta-\cos\theta)})\}]$ . (24)

ここで $\sqrt{2I(t)}=|A(t)|=\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{t}$ . の関係を用いた. この表式は発見論的ではあるが, より
簡便な方法である \mbox{\boldmath $\zeta$}\mbox{\boldmath $\zeta$}指数化法\sim ’により求めることができる ([GNOIJPSJ]). 更に (24) の解が
容易に求められるので, 回転数等の解析的表式が求められる ([GNOIJPSJ]).

3.2 共鳴島構造を生じる場合

シンプレクテイックマップ (13) において, $\cos\theta=\cos 3$ \mbox{\boldmath $\theta$} に近いパラメターをとる場合
について考察する. $\theta$ を $\theta=\frac{\pi}{2}+\epsilon\theta^{(1)}+\epsilon^{2}\theta^{(2)}+\cdots$ , のように展開する. すると (13) は次
の形の方程式になる.

$L_{\pi/2}x^{n}=\epsilon(2J(x^{n})^{3}-2\theta^{(1)}x^{n})-2\epsilon^{2}\theta^{(2)_{X}n}$, $(25)$

ここで $L_{\pi/2}x^{n}\equiv x^{n+1}+x^{n-1}$ . 正則摂動展開により以下の方程式系を得る.

$L_{\pi/2}x^{(0)n}$ $=$ 0,
$L_{\pi/2}x^{(1)n}$ $=$ $2J(x^{(0)n})^{3}-2\theta^{(1)}x_{:}^{(0)n}$

$L_{\pi/2}x^{(2)n}$ $=$ $6J(x^{(0)n})^{2}x^{(1)n}-2\theta^{(1)}x^{(1)n}-2\theta^{(2)_{X}(0)n}$ .
その解は以下で与えられる.

$x$
(0)n

$=$ $Ai^{n}+\mathrm{c}.\mathrm{c}$ .
$x(1)$n

$=$ $(-i)i^{n}n[J$ ( $A^{*3}+3|$A $|^{2}A$) $-\theta$(1)A$]+$ c. $\mathrm{c}$ .

$x$
(2)n

$=$ $i^{n}n^{2}[ \frac{3}{2}J^{2}(-2|A|^{4}A+|A|^{2}A^{*3}+A^{5})$

$+J \theta(1)(3|A|^{2}A-A^{*3})-\frac{\theta^{(1)2}}{2}A]+in$n$i\theta(2)A+$ c.c..
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永年項を拾い $\text{く}$ りこみ変換を定義する.

$A^{n}$ $\equiv A+\epsilon(-i)n\{J(A^{*3}+3|A|^{2}A)-\theta^{(1)}A\}$

$+\epsilon^{2}$ n2 $\{\frac{3}{2}J^{2}(-2|A|^{4}A+|A|^{2}A^{*\mathrm{s}}+A^{5})+J\theta^{(1)}(3|A|^{2}A-A^{*3})-$

$\frac{\theta^{(1)2}}{2}A\}+\epsilon^{2}ni\theta^{(2)}A+\mathrm{c}.\mathrm{c}.$ .

くりこみ逆変換をくりこみ変換の定義により求めると,

$A=A^{n}+\epsilon in\{J$ ($(A^{*n})3+3|$A$n|^{2}$A$n$) $-\theta$ (1)An $\}$ .

以上より単純くりこみマップが以下のように求まる.

$A_{1}^{n+1}$ $=$ $A_{1}^{n}+\epsilon(4J(A_{2}^{n})^{3}-\theta^{(1)}A_{2}^{n})+\epsilon^{2}\{-24J2(A_{1}^{n})^{3}(A_{2}^{n})^{2}$

$+2J\theta$ (1) $((A_{1}^{n})^{3}+3A_{1}^{n}(A_{2}^{n})^{2})- \frac{\theta^{(1)2}}{2}A_{1}^{n}-\theta^{(2)}A_{2}^{n}\}$ , (26)

$A_{2}^{n+1}$ $=$ $A_{2}^{n}+\epsilon(-4J(A_{1}^{n})^{3}+\theta^{(1)}A_{1}^{n})+\epsilon^{2}\{-24J2(A_{1}^{n})^{2}(A_{2}^{n})^{3}$

$+2J\theta$
0) $((A_{1}^{n})^{3}+3(A_{1}^{n})^{2}A_{2}^{n})- \frac{\theta^{(1)2}}{2}A_{2}^{n}-\theta^{(2)}A_{1}^{n}\}$ . (27)

ここで実数に値をとる変数 $A_{1}^{n},$ $A_{2}^{n}(A^{n}=A_{1}^{n}+iA_{2}^{n})$ により方程式を書き換え, 極限 $\epsilonarrow 0$

をとることにより $H^{(1)}$ が求まる.

$\ovalbox{\tt\small REJECT}$ $=$
$4JA_{2}^{3}- \theta^{(1)}A_{2}=\frac{\partial H^{(1)}}{\partial A_{2}}$ ,

$\frac{dA_{2}}{dt}$ $=$
$-4JA_{1}^{3}+ \theta^{(1)}A_{1}=-\frac{\partial H^{(1)}}{\partial A_{1}}$ ,

$H^{(1)}(A_{1}, A_{2})$ $=$ $(JA_{1}^{4}-\theta^{(1)}A_{1}^{2}/2)+(JA_{2}^{4}-\theta^{(1)}A_{2}^{2}/2)$.

この段階で,

$A(t)+ \epsilon \mathcal{L}_{H}A(t)+\frac{\epsilon^{2}\mathcal{L}_{H}^{2}}{2!}A$(t)

$=A(t)+ \epsilon\{A(t), H^{(1)}\}+\epsilon^{2}(\{A(t), H^{(2)}\}+\frac{1}{2!}\{\{A(t), H^{(1)}\}, H^{(1)}\})$ ,

が計算できるので, $H^{(2)}$ が単純くりこみマップ (26)-(27) との比較により決定され, 結局
ハミルトニアンは以下のようなる.

$H=H^{(1)}+ \epsilon H^{(2)}=J(A_{1}^{4}+A_{2}^{4})-\frac{\theta^{(1)}+\epsilon\theta^{(2)}}{2}(A_{1}^{2}+A_{2}^{2})$ .
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共鳴島構造を生じない場合と異なるのは以下の点である, この系も 1 自由度ハミルトン系
であるので, 可積分であるが, 解の具体的表示からの離散化は困難である. その場合には,
ハミルトンフローを数値的に積分するアルゴリズムとして知られるシンプレクティック性
を保存するように設計された “シンプレクティック積分法” を用いることにより離散化を
行えばよい ([YOs93]). 例えば, 得られたハミルトニアン $H$ を,

$H=H_{1}+H_{2}=(JA_{1}^{4}- \frac{\theta^{(1)}\prime}{2}A_{1}^{2})+(JA_{2}^{4}-\frac{\theta’(1)}{2}A_{2}^{2})$ , $\theta^{(1)}\equiv\theta^{(1)}+\epsilon\theta^{(2)}’$ .

のように分解し, シンプレクティック積分法

$\mathrm{e}^{\epsilon D_{H}}=\exp(\epsilon\frac{D_{H_{1}}}{2})\exp(\epsilon D_{H_{2}})\exp(\epsilon\frac{D_{H_{1}}}{2})+\mathcal{O}(\epsilon^{3})$ .

により差分化を行うものとする. そのために以下を準備する. $\tau\in R$ をパラメーターとし
て, $H_{1}$ 単独で以下のフローを生成する.

$\mathrm{e}^{\tau D_{H_{1}}}$ : $A_{1}(t+\tau)=A_{1}(t)$ , $A_{2}(t+\tau)=A_{2}(t)+(-4JA_{1}^{3}(t)+\theta^{(1)}’ A_{1}(t))\tau$ .

同様に $H_{2}$ 単独では,

$\mathrm{e}^{\tau}$
D$H_{2}$ : $A_{1}(t+\tau)=A_{1}(t)+-$ $(4JA_{2}^{3}(t)-\theta^{(1)}A_{2}(t))’\tau$ , $A_{2}(t+\tau)=A_{2}(i)$ ,

なる関係式を与える.
これによりシンプレクティック積分法に従い合成写像を構成すると, 最終的に以下のシ

ンプレクティック性保存くりこみマップを得る.

$A_{1}^{n+1}$ $=$ $A_{1}^{n}+ \epsilon[4J\{A_{2}^{n}+\frac{\epsilon}{2}(-4JA_{1}^{n3}+\theta’(1)A_{1}^{n})\}^{3}$

$- \theta^{(1)\{(1)}\prime A_{2}^{n}+\frac{\epsilon}{2}(-4JA_{1}^{n3}+\theta^{l}A_{1}^{n})\}]$ , (28)

$A_{2}^{n+1}$ $=$ $A_{2}^{n}+ \frac{\epsilon}{2}(-4JA_{1}^{n3}+\theta^{(1)}A_{1}^{n})$

’

$+ \frac{\epsilon}{2}$ $(-4JA_{1}^{n+13}+\theta’(1)$A$n+11).$ (29)

ここで差分化の際に生じる不定性の時間ステップは一般論により $\epsilon$ に選んだ.

3.3 シンプレクティック性保存くりこみ法の正当性の数値的検証

この小節では我脅が提唱するシンプレクティック性保存くりこみ法の正しさを数値的に
確かめる. ます, 共鳴島構造が相空間内に現れない場合について調べる (図火. シンプレ
クティック性を保存するくりこみマップは, その相構造において元のマップとの対応が良
く, 正準性回復の操作は重要である事が確認される.
次に共鳴島構造が相空間に現れる場合について調べる (図 2). 共鳴島構造を無視した場

合におけるシンプレクティック性保存くりこみによる簡約結果を, 共鳴島構造を有する系
に適用すると数値的にも正しくないことがわかる.
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図 1: Phase portraits of the 2-dimensional symplectic map model when any big resonant
islands does not appear, with the parameters are $\epsilon=0.01,$ $a$ =1.0, $J=1.0$:(a)the

original map [Eq. (13)], (b) the Liouville operator approach to the RG method [Eq.(24)
up to $\mathcal{O}(\epsilon),$ $x$ , $y$ are reconstructed.].
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図 2: Phase portraits of the 2-dimensional symplectic map model when aresonant island
appears, with the parameters are $\epsilon=0.01,$ $J$ =1.0, and $\theta^{(1)}=1.0$:(a)the original map
[Eq. (25)], (b) the Liouville operator approach to the $\mathrm{R}\mathrm{G}$ method [Eq. (28)-(29) $\mathrm{u}$pto
$\mathcal{O}(\epsilon),$ $x$ , $y$ are reconstructed. ], (c) the exponentiated RG method [Eq.(24) up to $\mathcal{O}(\epsilon)$ ,
$x,$ $y$ are reconstructed.].

4 高次元非線型シンプレクテイックマツプ
前節まで考察してきた例題は 2次元の相空間を持つ系であった. 我々の方法は高次元系
に対しても何ら問題は生じない. 簡約系を得るための手続きは 2次元系の場合と全く同じ
である.

4.1 共鳴島構造を生じない場合

以下の $2N$ 次元相空間上で定義されたシンプレクテイツクマツプ系を考察する.

$x_{j}^{n+1}-t$ $=p_{j}^{n}$ (30)

$p_{j}^{n+1}-p_{j}^{n}$ $=$ $-ax_{j}^{n}+\epsilon(-\alpha(x_{j}^{n})^{3}+\nu\triangle_{j}^{2}x_{j}^{n)},$ (31)

ここで $\epsilon$ がスモーノレバラメーター, $a,$ $\alpha,$ $\nu$ は $\mathcal{O}(1)$ のパラメーターである. $q_{j}^{n},p$7 は時
刻 $n$ での, サイト $j$ に配置された正準共役な力学変数で実数値をとる. この系における
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シンプレクティック性とは $\Sigma_{j}dx_{j}^{n+1}\Lambda dp_{j}n+1-\Sigma j$ $dx_{j}^{n}\Lambda dp_{j}^{n},$ $=0,$ のことである. また,
$\triangle_{\hat{j}}?x_{j}^{n}\equiv x_{j+1}^{n}-2x_{j}^{n}+x_{j-1}^{n}$ で $\mathrm{f}5$る.

正則摂動解 $x_{j}^{n}=x_{j}^{(0)n}+\epsilon x_{j}^{(1)n}+\cdot$ . (は以下で与えられる.

$x_{j}^{n}$ $=$ $\{Aj+i\epsilon n\frac{\mathrm{l}}{2\sin\theta}(\nu\triangle^{2}Aj-j3\alpha|Aj|^{2}Aj)\}\exp(-i\theta n)$

$- \frac{\alpha A_{j}^{3}}{2(\cos 3\theta-\cos\theta)}\exp(-3i\theta)+\mathrm{c}.\mathrm{c}.$ .

ここで $A_{j}\in C$ は積分定数である. $\cos\theta$ の定義は (1) 中の定義と同じである. $\cos 3\theta\approx\cos\theta$

の場合は後の小節て議論する. 永年項 $(\propto n)$ を処理するために以下のようにくりこみ変換
を定義する.

$A_{j}^{n} \equiv A_{j}+i\epsilon n\frac{\mathrm{l}}{2\sin\theta}(\nu\triangle_{j}^{2}A_{j}-3\alpha|A_{j}|^{2}A_{j})$ .

これによる単純くりこみマップは

$A_{j}^{n+1}=A_{j}^{n}+i \epsilon\frac{\mathrm{l}}{2\sin\theta}(\nu\triangle_{j}^{2}A_{j}^{n}-3\alpha|A_{j}^{n}|^{2}A_{j}^{n})$.

この単純くりこみマップにおいて $\epsilon$ を時間ステップとすると以下の微分方程式が得られる.

$\frac{dA_{j}}{dt}=\frac{-i}{2\sin\theta}(\nu\triangle_{j}^{2}A_{\mathrm{j}}-3\alpha|A_{j}|^{2}A_{j})=\frac{\partial H}{\partial A_{j}^{*}}$ , $\frac{dA_{j}^{*}}{dt}=-\frac{\partial H}{\partial A_{j}}$.

ここで

$H= \frac{-i}{2\sin\theta}[\nu\sum_{j}|A_{j+1}-A_{j}|^{2}+\frac{3\alpha}{2}\sum_{j}|A_{j}|^{4}]$ ,

である. シンプレクティック積分法を用いるため, $H=H^{\alpha}+H^{\nu}$ , のように $\nu$ に比例する
部分のハミルトニアンと $\alpha$ に比例する部分のハミルトニアンに分解する.

$H^{\alpha}$ がつくるハミルトニアンフローの解より

$A_{j}(t+ \tau’)=Aj(t)\exp(\frac{-3i\alpha}{2\sin\theta}|Aj(t)|^{2}$ ),
が成立する事がわかる. ここで \mbox{\boldmath $\tau$}/tよ任意の実数 $(\equiv\epsilon)$ である.
また, $H^{\nu}$ がつくるハミルトンからは以下が得られる.

$\frac{dA_{j}}{dt}=\frac{i}{2\sin\theta}\nu\triangle_{j}^{2}A_{j}$ .

これを陰的中点法 : $\frac{dz}{dt}=f$(z), に対するハミノレトン系【こ対して $z^{n+1}=z^{n}+\tau’f(\mathrm{B}z_{2}^{n+1}z$n),
なるシンプレクティック差分化法 (\mbox{\boldmath $\tau$}\sim よ差分間隔 $\equiv\epsilon$ ) で差分化すると

$(1- \epsilon\frac{i\nu}{4\sin\theta}\triangle_{j}^{2})A_{j}^{n+1}=(1+\epsilon\frac{i\nu}{4\sin\theta}\triangle_{j}^{2})A_{j}^{n}$ ,
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となる.

2つのフロー, すなわち $H^{\nu}$ と $H^{\alpha}$ を合成すれば以下のシンプレクテイツク性保存くり
こみマップが得られる.

$(1- \epsilon\frac{i\nu}{4\sin\theta}\triangle_{j}^{2})A_{j}^{n+1}=(1+\epsilon\frac{i\nu}{4\sin\theta}\triangle$D $\exp(i\epsilon\frac{-3\alpha}{2\sin\theta}|A_{j}^{n}|^{2})A_{j}^{n}$ . (32)

我々の方法により結合型のシンプレクティックマップの簡約により (32) を導いたが, こ
れは離散非線型シュレーディンガー方程式として知られているマツプである. なお時間発
展の数値的検証は文献 [GOt02] を参照されたい. 文献 [GOt02] での簡約系の導出法は今回
の方法とは異なるが, 得られる簡約マップは同じである.

4.2 共鳴島構造を生じる場合

2次元の場合で示したように $\cos\theta\approx\cos 3\theta$ のパラメーター領域に関して解析を行う.
$\theta=\pi/2+\epsilon\theta^{(1)}$ と表される系を考える. この場合における正則摂動展開による (30)-(31)
の解は以下で与えられる.

$x_{j}^{n}=Aji^{n}+ \epsilon n\frac{i^{n}}{2i}[\nu\triangle$j $A_{j}-\alpha$ ( $A_{j}^{*3}+3|$Aj $|^{2}$Aj)-2$\theta$(1)Aj$]+$ c. $\mathrm{c}.$ .

くりこみ変換は永年項 $(\propto n)$ を取り除くために以下のように定義する.

$A \mathit{7}\equiv A_{j}+\epsilon n\frac{1}{2i}[\nu\triangle_{j}^{2}A_{j}-\alpha$ ( $A_{j}^{*3}+3|$Aj $|^{2}$Aj)-2$\theta$ (1)Aj$]$ .

この系の連続連続 $\epsilonarrow 0$ は以下を与える.

$\frac{dA_{j}}{dt}$ $=$ $\frac{1}{2i}\{l/\triangle_{j}^{2}A_{j}-\alpha(A_{j}^{*3}+3|A_{j}|^{2}A_{j})-2\theta^{(1)}A_{j}\}=\frac{\partial H}{\partial A_{j}^{*}}$.

$H$ $=$ $i \theta^{(1)}\sum_{j}|A_{j}|^{2}+\frac{-1}{2i}\sum_{j}\{\nu|A_{j+1}-A_{j}|^{2}+\frac{3\alpha}{2}.|A]4+7$ $(A_{j}^{4}+A_{j}^{*4})\}$ .

ここで $A_{j}=A_{j1}+iA$j2, ( $A_{j1},$ $A_{j2}$ は実数に値をとる変数) とくりこみ変数を表示すると,

$\frac{dA_{j1}}{dt}$ $=$
$-\theta(1)$A$j2+ \frac{1}{2}\{\nu\triangle_{j}^{2}A_{j2}-4\alpha A_{j2}^{3}\}=\frac{\partial H}{\partial A_{j2}}$

$\frac{dA_{j2}}{dt}$ $=$ $\theta(1)Aj2-\frac{1}{2}\{\nu\triangle_{j}^{2}A_{j1}-4\alpha A_{j1}^{3}\}=-\frac{\partial H}{\partial A_{j1}}$ .

シンプレクティック積分法による差分化を行うために, ハミルトニアンを以下のように
$H=H_{1}+H_{2}$ に分解する.

$H_{1}$ $=$ $\frac{-\theta^{(1)}}{2}\sum_{j}A_{j1}^{2}+\frac{1}{2}\{\frac{-\nu}{2}(A_{j+11}-A_{j1})^{2}-\alpha$A$j4$1}
$H_{2}$ $=$ $\frac{-\theta^{(1)}}{2}\sum_{j}A_{j2}^{2}+\frac{1}{2}\{\frac{-\nu}{2}(A_{j+12}-A_{j2})^{2}-\alpha$A$j24$ },
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が得られる. $H_{1},$ $H_{2}$ それそれによるハミルトンフローをシンプレクティック積分法により
合成することにより,

$A_{j1}^{n+1}$ $=$ $A_{j1}^{n}+ \epsilon[-\theta^{(1)}A_{j2}^{n+1}+\frac{1}{2}\{\nu 1_{j}^{2}47_{2}^{+1}-4\alpha(A_{j2}^{n+1})^{3}\}]$

$A_{j2}^{n+1}$ $=$ $A_{j2}^{n}+ \epsilon[\theta^{(1)}A_{j1}^{n}+\frac{-1}{2}\{\nu\triangle_{j}^{2}A_{j1}^{n}-4\alpha(A_{j1}^{n})^{3}\}]$ ,

が得られる.
この系は (32) との対応から, ある離散非線型シュレーディンガ–方程式と呼ぺるてあ

ろう.

5 $ffi_{\mathbb{R}-}^{\Phi}$

我脅はハミルトンカ学系一般において成立する, リウビル演算子の満たす関係式を介し
てのシンプレクティック性保存くりこみ法を提案した. この方法により, 近化積分シンプ
レクティックマップにおいて永年項以外を無視した簡約シンプレクティックマップが欲し
い $\epsilon$ の次数まで系統的に構成できるようになった. 更に 今までの特異摂動法では到達が
困難な共鳴島構造を有するパラメター領域においても, 共鳴島構造が無い場合と全く同様
な手続きで簡約系を得ることができる. 今回提案した方法の更なる特色は, 時間ステップ
幅が与えられた問題に入っていなくても良いことがあけられる. っまり, 差分幅が $\mathcal{O}(1)$

であっても何ら我々の方法に困難を与えない.
今回は簡約法を構成する手続きを紹介したが, 我々はこの方法を用いることにより共鳴

島構造を決定する方法を提案している ([MGN03]). その論文では, 相空間内の共鳴島構造
を決定する周期点の安定性をシンプレクティック性保存くりこみ法により解析しているこ
とを付記しておく 1
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