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クライン群の極限集合上ての群同変な連続写像について
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半共役, Cannon-Thurston 写像 $X$ と $\mathrm{Y}$ を位相空間とする。 $X$ の自己同相写像で生成される群 $G$ がら
$\mathrm{Y}$ の自己同相写像全体 Homeo(Y) の準同型 $\rho$ に対して、連続写像 $f$ : $Xarrow \mathrm{Y}$ が、 同変性

$\rho(g)\circ f(x)=f\mathrm{o}g(x)$ $\forall(g, x)\in G\cross X$

を満たすとき、 $f$ は $\rho$ に関する $\underline{*\mathrm{g}_{\mathrm{k}}\backslash f}$R(semi-conjugacy) であるといゎれる。歴史的背景から、特に $G$ はクラ
イン群てあり $X=\Lambda_{G},$

$Y=\hat{\mathbb{C}}$かっ $\rho(G)\subset \mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(\hat{\mathbb{C}})$ である状況のとき、半共役写像は Cannon-Thurston 写像
と呼ばれている。 クライン群の擬等角変形を与える擬等角写像 (の極限集合への制限) は Cannon-Thurston
写像の典型例てある。

碁本予想 半共役写像に関しての問題は『存在 $\Delta$ もしくは『性質』を間うものの 2種類に分類出来るてあ
ろう。 Cannon-Thurston写像の 1存在』 に対しては次の Thurston の予想がある。

$\underline{\prod*\mathrm{f}\mathrm{f}.}G$ を有限生成クライン群とする。 このとき、純斜航的幾何学的有限群 $H$ と同型 $\rho$ があって、 $\rho$ に関
する Cannon-Thurston写像が存在するであろう。

Thurston の双曲化定理から $G$ と同型な純斜航的幾何学的有限群 $H$ は必す存在するのて、 この予想の本
質的な問題点はその同型写像に関する Cannon-Thurston写像の存在てある。
現在、 この予想に関しては (筆者の知る限り) 完全な解答は得られてぃない。 (筆者の知ってぃる) 現在

知られている結果は以下の通りである。

1. $G$ が幾何学的有限群 (e.g. Floyd [4])。

2. $S^{1}$ 上閉曲面束の構造を持っ双曲多様体内のファイバーに対応する部分群 (Cannon-Thurston[3]) 。

3. 有界幾何を持つ閉曲面群 (Minsky[7])。

4. 自由分解不能かっ有界幾何を持っクライン群 (Klarreich[5])。

さらに現在ては位相的素直かっ有界幾何を持っクライン群に対して予想が成立することも証明出来る ([8])。
上記の群は ((1) を除いて) $G$ が純斜航的な場合を考えてぃるが、放物型を含むクライン群を考えたときに
は Bowditch[2] や McMullen[6] にょって部分的解答が得られてぃる。
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性質に関する定理 前述のように存在に関する結果はたくさんの人々により研究されてぃるが、Cannon-
Thurston 写像の性質、特に解析的な性質は現在までに (筆者の知る限り) 殆ど研究されてぃない。 しがし、
解析的な性質を研究することは、例えば (下記系のように) 群同変な擬等角写像の退化等の研究に関連する
のて重要てあると思われる。
この度、性質に関して次のような結果を得た。

定理 1([9]). $G$ を $\mathrm{D}$ に作用する閉曲面群と同型なフックス群とする。 また $\rho$ : $Garrow \mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(\hat{\mathbb{C}})$ を忠実な離散
表現とする。 もし $\rho(G)$ が有界幾何を持てば、 $\rho$ に関する Cannon-Thurston 写像 $F$ は次の連続性を持っ :

$d_{e}(F(x),F(y)) \leq A\{\log\frac{3}{|x-y|}\}^{-B}$

さらに、定数 $A=A$ (\rho ) は次の性質を持っ : $\rho_{n}$ が $\rho$ に代数的に収束し、がっ $\{\rho_{n}\}_{n}$ は –様有界幾何をもっ、
つまり、商多様体 $\mathbb{H}^{3}/\rho_{n}$ (G) の単射半径は $n$ にょらず下がら押さえられてぃる、 とするとき、 $A_{0}>0$ が存
在して $A(\rho_{n})\leq A_{0}$ が成立する。

主定理から従う系 主定理から $\{\rho_{n}\}_{n}$ を一様有界幾何を持っ忠実な離散表現の列とするとき、 それらに関
する Cannon-Thurston写像は同程度連続てある。 故に次の系を得る。

系 1([9]). $G$ を $\mathrm{D}$ に作用する閉曲面群と同型なフックス群とし、 $\{\rho_{n}\}_{n}$ を一様有界幾何を持っ $G$ の忠実
な離散表現の列とする。 このとき、 $\rho_{n}$ がある表現 $\rho$ に代数的に収束すれば、 $\rho_{n}\text{の}$ Cannon-Thurston写像
は $\rho$ の Cannon-Thurston写像に一様収束する。

最後に上の系と関連して、性質に関する次の問題を与えておく。

問題 $G$ を有限生成フックス群とする。 $G$ の型を保っ APT を持たない任意の表現 $\rho$ に対して、次のような
$G$ の擬フックス群表現の列 $\{\rho_{n}\}_{n=1}^{\infty}$ が存在するであろうか ?

(1) $\rho_{n}$ は $\rho$ に代数的に収束する。

(2) $\{\rho_{n}\}_{n=1}^{\infty}$ の Cannon-Thurston写像が構成する写像族は同程度連続てある。

上記の問題の状況において、表現 $\rho_{n}$ の表現の Cannon-Thurston 写像は (部分列をとれば) ある連続関
数に収束し、 その極限は $\rho$ の Cannon-Thurston 写像であることが容易にゎがる。故に、 上記の状況がら $\rho$

に関する Cannon-Thurston写像の存在が導がれる。故に、 Anderson と Maskit にょる結果 [1] より、 上記
の問題の肯定的解答から極限集合に関する局所連結予想の肯定的解答が従うことがゎがる。
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