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1. $\Gamma\neq$

トーリック多様体論は, 一言ていえぱ, 代数幾何と組合せ論を結ぶ
架け橋てある. この理論を通して, 組合せ論の問題, 結果を代数幾何
の観点から見ることがてきる. また, その逆もしかりてある. トーリッ
ク多様体論の組合せ論への応用の中で最も際立ったものは, Stanley[12]
による McMullenの予想の解決てあろう。McMullenの予想とは, 単体
的凸多面体の面の数の特徴付けを述べたものである. Stanley は, 単体
的凸多面体に付随する射影的トーリツク軌道体に, Poincar\’e双対定理,
Hard Lefschetz Theorem, Macaulayの定理を用いることにより, 単体
的凸多面体の面の数による必要条件を得た. 一方ほぼ同時期に, Bfllera-
Lee[l] により, これらの必要条件をみたす単体的凸多面体が構或され,
McMullenの予想が肯定的に解決された. この結果は, しばしぼ g-定理
と呼ぼれている ([3], [6] 参照).

実は, トーリック多様体論を, 代数幾何てはなくトポロジーを用い
てある程度展開できる ([5], [7]). つまり, トポロジーと組合せ論の架け
橋を構築することがてきる. このとき, 組合ぜ論には, トーリック多
様体論に現れるものより広い対象のものが現れ, 凸多面体など組合せ
論で知られている結果を, これら広い対象に適当な修正を施して拡張
することがてきる. 本稿では, この観点から g-定理に対応する結果の
一般化を考える.

2. 単体的凸多面体の面の数

$n$次元ユークリッド空間 $\mathbb{R}^{n}$ の有限個の点の凸包を凸多面体 (convex
polytope) という. これら有限個の点は, ある超平面に含まれていない
としても一般性は失わないのて, 以下そのように仮定する. これは, 凸
多面体の次元を $n$ と思うことに他ならない. 凸多面体 $P$ の部分集合 $F$

が $P$ の面てあるとは, $\mathrm{R}^{n}$ の超平面 $H$ で, $H$ の一方の半空間に $P$が
すっぽり入り, $P\cap H=F$ をみたすものが存在することてある. $F$ の

次元は, $F$ を含む最小のアフイン空間の次元と定める $\mathrm{c}$ 余次元 1 の面
をファ $\mathrm{t}$ ット (facet) という,| 凸多面体 $P$ の $i$ 次元面 $(0\leq i\leq n-1)$ の
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数を $f_{i}(P)$ (または単に $f_{i}$ ) と表し, $(f_{0}, fi, . . . , f_{n-1})$ を $P$ の $f$-vector
という 1

$f$-vectorの各或分 $f_{j}$ は自然数であるが, 勝手な自然数をとる訳では
ない. 例えば, $P$ の境界は $n-1$ 次元球面であるから, オイラー数を考
えて

(2.1) $f_{0}-f_{1}+\cdots+(-1)^{n-1}f_{n-1}=1+(-1)^{n-1}-$

また, $P$ は $n$次元であるから, 頂点の数 $f\mathrm{o}$ について

(2.2) $f_{0}\geq n+1$ .
このように, 凸多面体の $f$-vector には, 等式, 不等式両方の制限があ
るが, 4 次元以上の凸多面体の $f$-vectorの特徴付けは未だなされてい
ない ([15] 参照).

$f$-vectorから, 式

$h_{0}t^{n}+h_{1}t^{n-1}+\cdots$ +h、
(2.3)

$:=(\mathrm{t}-1)^{n}+f_{0}(t-1)^{n-1}+\cdots+f_{n-1}$

で定義される整数の組 $(h_{0}, h_{1,)}\ldots h_{n})$ を $h$-vector という $\mathrm{r}$ 定義から明
らかに $h_{0}=1,$ $h_{1}=f\mathrm{o}-n$ てある. 一般に , $h_{j}$ を $f_{:}$ たちで表すと, 2
項係数が現れた複雑な式となる. $h$-vector は $f$-vector と同じ情報を含ん
でいるが, $h$-vectorの方がしばしば扱いやすい. 例えぼ, 上記の (2.1),
(2.2) は, $h$-vector の言葉では, それぞれ

(2.4) $(1=)$ h$0=h_{n}$ , $(1=)$ h$0\leq h_{1}$

とすっきり表される.

凸多面体 $P$ を定める $\mathbb{R}^{n}$ の有限個の点が一般の位置にあるとき, $P$の

各面は単体てある故, このような $P$を単体的凸多面体 (simplicial convex
polytope) という, 単体的凸多面体の $f$-vector に関しては, 次のような
特徴付けが得られている.

g\prec 之 J!(Billera-Lee [1], Stanley [12]). 整数ベクトノレ $(h_{0}, h_{1}, \ldots, h_{\mathrm{n}})$

(ただし $h_{0}=1$ ) が, ある $n$次元単体的凸多面体の $h$-vector となる必要
十分条件は, 次の 3 つの条件がすべて成立ことてある 1

(1) $h_{:}=h_{n-:}(\forall i)$ . (Dehn-Sommerville equations)
(2) $(1=)$ h$0\leq h_{1}\leq...\leq h_{[n/2]}$

(3) $h_{:+1}-h_{1}$. $\leq(h_{i}-h:-1)^{(1)}$
.

$(1 \leq i\leq[n/2]-1)$

ここて, $(1),(2)$ は (2.4) の一般化と思える. (3) にある記号の意味は以
下の通り。 自然数 $a,$ $i$ に対して,

$a=(\begin{array}{l}a_{\dot{\mathrm{o}}}i\end{array})+(\begin{array}{l}a_{|-1}i-1\end{array})+\cdots+(\begin{array}{l}a_{j}j\end{array})$

$(a_{1}$. $>a:-1>\cdots>a_{j}\geq j\geq 1)$ と唯一通りに展開できる. これを用いて
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$a^{(i\rangle}:=$ C�++ll) $+(\begin{array}{l}a_{i-1}+1i\end{array})+,$ . . $+(\begin{array}{ll}a_{j} +1j +1\end{array})$

と定めたものが, (3) にある記号の意味である. 例えぼ, $a=28,$ $i$ =4
ならば

$28=(\begin{array}{l}64\end{array})$ $+$ $+$

より

$28^{(4)}=(\begin{array}{l}75\end{array})$ $+$ G) $+$ C) $=40$

参考. McMullen[ll] が, トーリック多様体論を用いす組合せ論の範躊
で条件 $(1),$ (2),(3) の必要性を示したが, 組合せ論の範噴ての簡明な証
明は発見されていないようである.

3. 単体的球面
$n$次元単体的凸多面体の境界は, $n-1$ 次元球面の単体分割を与えて

いる. 単体分割をもった球面を単体的球面 (simplicial sphere) という $\iota$

$f_{:}$ を $i$次元単体の数とすれば, 単体的球面に対して (もつと一般に任意
の単体複体に対して) , $f$-vector, $h$-vector が同様に定義てきる, した
がって

問題. $g$-定理は $n-1$ 次元単体的球面に対しても成立するか.

という問題が自然に生じるが, これに関しては証明もされていないし,
反例も見つかっていない. 20年あまり懸案の問題である.

上の問題を意味のあるものとするには, 単体的凸多面体から得られな
い単体的球面が存在することを見る必要があるが, そのようなものが沢
山あることが知られている. 例えば, 基本群が非自明なホモロジー 3 球
面 $X$ を単体分割し, それの 2 重懸垂 $\Sigma^{2}X$ を考える. Double Suspension
Theorem により, $\Sigma^{2}X$ は 5次元球面 $S^{5}$ と同相である. また, $\Sigma^{2}X$ は,
$X$ から導かれる単体分割をもつ. しかし, 2重懸垂によって得られる
$S^{1}$ のリンクは $X$ 自身てあり, これは 3 次元球面と同相ではないから,
このようにして得られた単体的 5次元球面は単体的凸多面体からは得
られない. 実は, 単体的凸多面体から得られない単体的球面が非常に
沢山あることが知られている.
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4. 単体的セル球面

単体分割とセル分割の中間に位置するものとして, 単体的セル分割
(simplicial cell decomposition) というものがある. 単体分割では, 2
つの単体は高々 1 個の部分単体で貼りあっているが, 2 つの単体が 2
個以上の部分単体で貼りあう事を許したものが, 単体的セル分割であ
る. 単体的セル分割を考えた位相空間を単体的セル複体 (simplicial cell
complex) という. 言うまでもなく,- 単体複体は単体的セル複体である.
2つの 2単体を境界で貼りあわせた 2次元球面は, 単体複体ではないが,
単体的セル複体である. 単体的セル複体に関しても, $f$-vector, h-vector
が同様に定義される.

定理 4.1 ([8], [13]). 整数ベクトノレ $(h_{0}, h_{1}, \ldots, h_{\mathrm{n}})$ (ただし $h_{0}=1$ ) が,
$S^{n-1}$ の単体的セル分割の $h$ -vectorとなる必要十分条件は, 次の 3 つの
条件がすべて成立ことである、

(1) $h_{:}=h_{n-i}(\forall i)$ ,
(2) $h_{\dot{l}}\geq 0(1\leq i\leq n-1)$ ,
(3) $n$が偶数のとき, ある $i$ に対して (2) の等号が成立すれば (つま

り, ある $i$ に $*\mathrm{F}\backslash$ $\llcorner$ で $h_{:}=0$ ならば) , $h_{n/2}$ は偶数.

単体的凸多面体の場合 ( $g$-定理) と違って, 上記の定理の証明はそれ
程難し $\langle$ ない. 実際, 十分性の証明は容易である. 一方, 必要条件を
示すには, 単体複体に対して定義されている face ring (別名 Stanley-
Reisner環) を単体的セル複体に拡張した face ring を用いる $\mathrm{t}$ Stanley
は, [13] において, この拡張した face ring を導入し, $(1),(2)$が必要条
件てあることを示している. (3)が必要条件であることは, [13] で予想
され, [8] で証明された. その証明は全く代数的であるが, トポロジー
のアイデアが使われている, 単体的凸多面体がトーリック多様体 (ま
たは軌道体) と結びついているように, 単体的セル球面は, 奇数次の
コホモロジー消えているトーラス多様体 (または軌道体) と密接に結
びついている ([10], [9] 参照).

5. 対称性をもつ単体的セル複体と軌道空間

$\overline{\mathcal{P}}$ を $n-1$ 次元単体的セル複体とし, $G$ を $\overline{\mathcal{P}}$ の同相写像からなる有
限群て $\overline{\mathcal{P}}$の単体を単体に移すものとする $cG$ は $\tilde{\mathcal{P}}$ の単体の集合上の作
用を導くが, この作用が自由てあるとき: $\tilde{\mathcal{P}}$ 上の $G$ 作用は very free
という。 $\overline{\mathcal{P}}$上の $G$作用が very freeならば, 軌道空間 $\mathcal{P}\cdot:=\tilde{\mathcal{P}}/G$ は再び
$n-1$ 次元単体的セル複体となる. 単体的セル複体の利点の一つがここ
にある. $\mathcal{P}$ と $\tilde{\mathcal{P}}$ の $h$-vectorの関係は次の通り.

補題 5.1. $|G|h.\cdot(\mathcal{P})=h_{i}(\overline{\mathcal{P}})+(-1)|.(|G|-1)(\begin{array}{l}ni\end{array})$
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Proof. $f_{i}(\mathcal{P})=|G|f_{i}$ (P) であるから

$\sum_{\dot{l}=0}^{n}h_{i}(\tilde{\mathcal{P}})t^{n-i}=(t-1)^{n}+\sum_{i=0}^{n-1}f_{i}(\tilde{\mathcal{P}})(t-1)^{n-i}$
-1

$=$ ( $1-|$G $|$ ) $(t-1)^{n}+|$G$|((t-1)^{n}+ \sum_{\dot{\iota}=0}^{n-1}f_{i}(\mathcal{P})(t-1)^{n-:-1})$

=(l–lGl)(t-l戸 $+|G|. \sum_{1=0}^{n}k.(\mathcal{P})t^{n-:}$ .

ここで, 両辺の $t^{n-:}$ の係数を比較すれぼ補題の式を得る 口

6. 対称性もつ単体的セル球面
凸多面体が対称性をもつとき, 面の数には制限がつく。対称性とし

て最も簡単て興味あるのは, 中心対称 (中心に関する点対称) である.
これに関しては次の結果が知られている、

定理 6.1([14] 参照). $n$次元単体的凸多面体が中心対称てあるとき, そ
の $h- v\dot{e}cto\mathrm{r}$は

$h_{\dot{l}}-h_{\dot{\iota}-1}\geq(\begin{array}{l}ni\end{array})＋\begin{array}{l}ni-1\end{array}\},$ $1\leq i\leq[n/2]$

をみたし, $h:-(\begin{array}{l}n\dot{l}\end{array})$ はすべての $i$ に $\lambda.1\llcorner \text{て}2$ で割れる。

注意. $n$次元立方体の極 (または双対) 凸多面体は中心対称な $n$次元単
体的凸多面体で, $\cdot h:=(\begin{array}{l}n|\end{array})$ である. したがって, 上の定理において, す
べての $i$ に対して等号が成立する、

中心対称な単体的凸多面体は, 上記の条件以外にも, Dehn-Sommerville
equations も当然みたしているが, 中心対称な単体的凸多面体の h-vector
の完全な特徽付けは未だ得られていない. 中心対称は free involutionて
あるが, Stanley の本 [14] には, 中心対称に限らない有限位数の free ac-
tion に関する結果がある. しかし, 中心対称の場合と同様, 必要十分
という形の決定的な結果はない.

定理 6.2. $\tilde{\mathcal{P}}$ を $n-1$次元単体的セル球面, $G$ を (単位群てない) 有限
群とする. もし, $G$が $\overline{\mathcal{P}}$ に very freeに作用するならば, $\overline{\mathcal{P}}$ の $hrightarrow vector$

$(h_{0}, h_{1}, \ldots, h_{\mathrm{n}})$ は次を条件をみたす
(1) $k$. $=h_{n-:}(\forall i)$ ,

(2) $h_{\dot{\iota}}\geq\{$

$(\begin{array}{l}n\dot{|}\end{array})$ ( $i\mathrm{o}\mathrm{o}$ 偶数)
$(|G|-1)(\begin{array}{l}\mathrm{n}|\end{array})$ ( $i|\mathrm{n}$‘奇数)

さらに, 不等式の左辺と右辺の差は $|G|$ の倍数.
(3) $n$が偶数のとき,「奇数の」ある $i$ に対して (B) $\text{の等}-\overline{\mathrm{F}}\mathrm{B}^{\mathrm{f}}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}[perp]\backslash " \text{す}$n
ば, $h_{\mathrm{n}/2}$ は偶数.
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注意. (1) 定理 6.2 の条件 (3) における「奇数の」 というところは不
要と思われる, $|G|=2$ の場合, これが示せれば, 定理 6.2 の 3
つの条件は必要十分となる.

(2) 定理 6.2 の条件 (2) において, $|G|=2$ の場合は, $n$次元立方体の
極凸多面体の境界複体が, 等号が戒立する $n-1$ 次元単体的セル
球面の例であるが, $|G|\geq 3$の場合, 等号が成立する $n-1$ 次元
単体的セル球面の存在は不明.

7. 単体的セル多様体

定理 4.1 の一般化として 2 次の問題を考える.

問題. 位相多様体 $X$ を固定し, $X$の単体的セル分割がとる $h$-vector を
特徴付けよ。

ます, Dehn-Sommerville equations は次のように一般化される.

定理 7.1 ([2] の Theorem 7.44 参照). $X$ を $n-1$ 次元閉多様体, $\mathcal{P}$ を
$X$ の単体的セル分割とすると, $i=0,1$ , . .. , $n$ に対して

$h_{n-i}(\mathcal{P})-h:(\mathcal{P})=(-1)^{:}(\chi(X)-\chi(S^{n-1}))(\begin{array}{l}ni\end{array})$

が成立する.

$X$が実射影空間 $\mathrm{R}P^{n-1}$ のとき, $\mathcal{P}$ を $\mathbb{R}P^{n-1}$ の単体的セル分割とす
ると, 2重被覆 $S^{n-1}arrow \mathbb{R}P^{\mathrm{n}-1}$ のより, $\mathcal{P}$ は $S^{n-1}$ の単体的セル分割 $\overline{\mathcal{P}}$

で very free な位数 2 の群の作用をもつものを定める. したがって, 補
題 5.1, 定理 6.2 と定理 7.1 より次を得る.

定理 7.2. 整数ベクトノレ $(h_{0}, h_{1}, \ldots, h_{n})$ (ただし $h_{0}=1$ ) が, $\mathbb{R}P^{\mathrm{n}-1}7$)

単体的セル分割の $h$ -vectorとなるならば, 次の 3 つの条件をみたす 4
(1) $h_{1}$. $=h_{n-:}+(-1)|. \frac{1}{2}(1+(-1)^{n-1})(\begin{array}{l}n\dot{l}\end{array})$ $(^{\forall}i)$

(2) $h_{\dot{\iota}}\geq r$ (n, $i$ ) かつ $k$. $\equiv r(n, i)$ $\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 2$ . ここで
$r(n$ ,。$=\{$

(3) $n$が偶数のと

0 (訃奇数)
$(\begin{array}{l}n\dot{l}\end{array})$ ( $i$ : 偶数)
き,「奇数の」あるに対して (2)の等号が成立すれ

ば, $h_{n/2}$ は偶数.

注意. 定理 6.2 の後の注意と同様に, 条件 (3) における「奇数の」とい
うところは不要と思われる, また, これが示せれば, 定理 7.2 の 3 つ
の条件は必要十分となる.

実射影空間の次に面白く攻略てきそうな閉多様体は, レンズ空間, ポ
アンカレホモロジー 3 球面, もっと一般に球面を普遍被覆空間に持つ多
様体 (topobgical spherical space form), 複素射影空間などてあろう。
また, 円板の単体的セル分割の $h$-vectorの特徴付けも基本的な面白い
問題である

$\mathrm{r}$
球面の単体的セル分割はトーラス多様体と関係しており,
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トーラス多様体は定義よりコンパクトであるが, 非コンパクトなトー
ラス多様体も自然に考えられ, 円板の単体的セル分割は非コンパクト
なトーラス多様体と関係している ([4]).

8. 結び

組合せ論では , 単体的凸多面体 (もう少し一般に単体的球面) の面
数を主に取り扱っており, トーリック多様体論や (単体複体に対する)
Stanley-Reisner環の理論が中心的な役割を果たしている. しかし, ト
ポロジーの観点からすると, 単体的セル複体が自然に現れ, この対象
に関して, これまでと類似の理論の展開が期待できる. しかし, 類似と
いっても全く同じてはなく, 本稿で見たように代数幾何とトポロジー
の違いがそこに現れる.

単体的セル複体は単体複体を含む概念てあるが, その $h$-vectorの決
定は, [13], [8] に見られるように単体複体の $h$-vector より易しいと推察
される. にも関わらす, 単体的凸多面体や単体複体に比べ, 単体的セ
ル複体の研究は少ない. その理由の一つは, 幾何との関連が認識され
ていなかったためと思われる. しかし, 単体的凸多面体が (トーリッ
ク多様体論を通して) 代数幾何と結びついているように, 単体的セル
複体はトポロジーと結びついており, [8], [10] にあるように, 単体的セ
ル複体の研究にトポロジーの結果, アイデアを使うことが期待てきる.
単体的凸多面体, 単体複体をより深く理解するため, また, 代数幾何
とトポロジーの違いの認識を深めるためにも, 単体的セル分割の研究
を進める必要があると感じる.
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