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再帰的な部分終結式と

1変数代数方程式の実根の個数の計算

照井 章 $*$

AKIRA TERUI

筑波大学数学系
INSTITUTE OF MATHEMATICS, UNIVERSITY OF TSUKUBA

1 はじめに

本稿では, 1 変数多項式の部分終結式の拡張の一つである “再帰的な部分終結式” を構或し, 再帰的な部分
終結式の応用として, 1 変数代数方程式の実根の個数を重複度も含めて計算することを考える.
多項式剰余列 (PRS) は数式処理における基本的な道具の一つである. 多項式剰余列の算法として知られ

ている Euclid の互除法 [9] は単純てあるが, 係数膨張が計算効率上の問題となる. この問題の解決策として,
係数膨張の仕組みが詳しく調べられ, 部分終結式の理論が発展してきた (Brown and Traub [3], Coffins [4],
Loos [10] 等を参照) . 部分終結式の理論を用いることにより, 多項式剰余列の要素に現われる余分な因子を
系統的に取り除き, 係数膨張を抑制することが可能になる.
本稿では, 部分終結式の 1 つの拡張を考える. 与えられた 2 つの多項式が自明でない GCD をもつ場合に
それらの多項式剰余列を計算すると, 剰余列の最後の要素にその GCD が現われ, 通常はそこで計算を終了
する. ところが, GCD とその 1 階微分から計算される新たな多項式剰余列が有用な場合がある. たとえば,
1 変数代数方程式の実根の個数を多重度も含めて計算する場合には, このようにして計算される多項式剰余
列が必要になる. 本稿ては, このような多項式剰余列を “再帰的な多項式剰余列” と呼ぶ.

部分終結式についてはこれまでに多くの研究がなされているが, 再帰的な多項式剰余列に対する同様の理
論は, 筆者の知る限り見当たらない. 本稿ては主にこの点について議論する. 本稿では “再帰的な部分終結
式” を構或することにより, 再帰的な多項式剰余列の要素多項式の係数を与多項式の係数を要素とする行列
式て表す.
本稿では, 再帰的な多項式剰余列の応用として, 浮動小数係数の 1 変数代数方程式の実根の個数を多重度
も含めて計算することを考える. Sturm の定理 [17] は 1 変数代数方程式の実根の個数の計算に用いられる
が, 再帰的な多項式剰余列と同様に計算される Sturm 列を “再帰的な Sturm 列” と呼び, これを用いて実根
の個数を多重度も含めて計算することが考えられる. しかし, 与多項式が重根や近接根をもつ場合には, 多
項式剰余列 (Sturm 列) の要素多項式の係数に大きな誤差が生する. そこて, 再帰的な Sturm 列の要素の零
判定を, 再帰的な部分終結式を表す行列の特異性を数値算法を用いて判定することにより行う.
本稿ては以下の内容を述べる. 第 2 章ては再帰的な多項式剰余列を導入する. 第 3 章では再帰的な部分終

結式を定義し, 再帰的な多項式剰余列との関係について述べる. 第 4章ては再帰的な Sturm 列を用いること
により, 浮動小数係数の 1 変数代数方程式の実根の個数を多重度も含めて計算する算法について考察する.
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2 再帰的な多項式剰余列

以下では $R$ を整域とし, $F$ と $G$ を $R$ [x] の 1 変数多項式とする. 多項式剰余列は以下のように定義される.

定義 1(多項式剰余列 (PRS))
$F$ と $G$ を $R$ [x] の 1 変数多項式とし, 次数をそれぞれ $m,$ $n$ (ただし $m>n$ ) とする. このとき,

$P_{1}=F$, $P_{2}=G$ , $\alpha$i $P_{i-}2$ $=q_{l}-{}_{-1i-1}P+\beta$ i $P_{i}$ $(i=3, \ldots, l)$ ,
(1)

$\alpha$i, $\beta i\in R$ , $\deg(P_{i-1})>\deg(P_{i})$

によって与えられる多項式の列 $(P_{1}, \ldots, P_{l})$ を $F$ と $G$ の多項式剰余列 (PRS) といい, $\mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{s}(F, G)$ て表す、こ

のとき, 列 $((\alpha_{3}, \beta 3)$ , .. ., ($\alpha\iota,$
$\beta$l) $)$ を $\mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{s}(F, G)$ の division rule と $\mathrm{A}\mathrm{a}$ う (von zur Gathen and L\"ucking [16]

を参照) $P_{l}$ が定数のとき, $\mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{s}(F,G)$ は完全 (complete) であるという (Knuth[9] を参照) 1

$F$ と $G$ が互いに素ならぼ, 完全な多項式剰余列の最後の要素は定数になり, そうでない場合は $F$ と $G$ の

最大公約式 (GCD) の定数倍に等しい, すなわち, ある $\gamma\in R$ に対し $P\iota=\gamma\cdot \mathrm{g}$cd(F, $G$) をみたす, このと

き, $P_{l}$ と $\frac{d}{dx}P$l から新しい完全な多項式剰余列を生或することを考える. そして, この完全な多項式剰余列

$\mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{s}$( $P_{l}$ , $\frac{d}{dx}P$l) が定数てない多項式を最後の要素にもつ場合は, 最後の要素とその 1 階微分から, 前と同様に
さらなるfflしい剰余列を生或することができる. このような計算を繰り返すことにより, 完全な $\text{多^{}-}$項式剰余

列を次々と “再帰的に” 生或し, 最後の要素が定数になるまて繰り返し剰余列を計算することが考えられる.
そこで, このようにして計算される “再帰的な多項式剰余列” を以下のように定義する.

定義 2(再帰的な多項式剰余列)
$F$ と $G$ を定義 1 で定義される多項式とする. このとき,

$P_{1}^{(1)}=F$, $P_{2}^{(1)}=G$ , $P_{l_{1}}^{(1)}=\gamma$1
$\mathrm{g}\mathrm{c}\mathrm{d}(P_{1}^{(1)}, P41))$ , $\gamma 1\in R$ ,

$(P_{1}^{(1)}, P_{2}^{(1)}, \ldots, P_{l_{1}}^{(1)})=\mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{s}(P_{1}^{(1)}, P_{2}^{(1)})$,
(2)

$P_{1}^{(k)}=P_{l}(.k-1)-1$
’

$P_{2}^{(k)}= \frac{d}{dx}P_{l_{k-1}}^{(k-1)}.$

’
$P_{l_{k}}^{(k)}.=\gamma$k.

$\mathrm{g}\mathrm{c}\mathrm{d}(P_{1}^{(k)}, P_{2}^{(k)})$ , $\gamma’\in R$ ,

$(P_{1}^{(k)}, P_{2}^{(k)}, . .., P_{l_{k}}^{(k)}.)=\mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{s}(P_{1}^{(k)}, P_{2}^{(k}))$ , $k=2,$ $\ldots,$
$t$

によって与えられる多項式の列 $(P_{1}^{(1)}, \ldots, P_{l_{1}}^{(1)}, P_{1}^{(2)}, \ldots, P_{l_{2}}^{(2)}, \ldots, P_{1}^{()}’, \ldots, P_{l_{t}}^{(0})$ を $F$ と $G$ の再帰的な多項式

剰余列 (recursive $PRS$) といい, rprs(F, $G$) て表す. このとき, 列 $((\alpha_{3}^{(1)}, \beta_{3}^{(1)}),$

$\ldots,$
$(\alpha_{l_{t}}^{(t)}, \beta_{l_{t}}^{(t)}))$ を rprs(F, $G$)

の division rule という. $P_{l_{t}}^{(t)}$ が定数のとき, rprs(F, $G$) は完全 (complete) てあるという. 1

3 再帰的な多項式剰余列の部分終結式
$F$ と $G$ をそれぞれ次式て与えられる $R$ [x] の多項式とする.

$F(x)=f_{m}$x$m+\cdot..+f_{0}$x0, $G(x)=g_{n}x^{n}+\cdots+$ gOx0, $m\geq n>0$ . (3)

本章ては, 再帰的な多項式剰余列に対して部分終結式を定義し, その性質 (部分終結式の基本定理に相当する

もの) を述べる (通常の多項式剰余列に対する部分終結式の理論については von zur Gathen and Liidcing [16]

等を参照)

定義 3(再帰的な部分終結式行列)
$F$ と $G$ を式 (3) て定義される多項式とし, $(P_{1}^{(1)}, \ldots, P_{l_{1}}^{(1)}, \ldots, P_{1}^{(t)}, \ldots, \mathrm{P}_{t}^{(t)})$ を $F$ と $G$ の完全な再帰的多項

式剰余列 (cf. 定義 2) とする. $k=1,$ $\ldots,$
$t$ および $i=1,$ $\ldots,l$k に対し, $n_{i}^{(k)}=\deg(P_{i}^{(k)}),$ $j_{0}=m,$ $j_{k}=n_{l}^{(k)}$
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とおぐ このとき, 数の組 $(k,j)$ (ただし $k=1,$ $\ldots,$
$t$ , $j=j_{k-1}-2,$ . . . , 0) に対し, 行列 $M^{(k,j)}$ (F, $G$ ) を

以下のように再帰的に定義する.

1. $k=1$ に対し, $M^{(1,j)}$ (F, $G$ ) $=N^{(j)}$ (F, $G$) とおく, ここに, $N^{(j)}$ (F, $G$) は $F$ と $G$ の Sylvester行列

$\mathrm{S}\mathrm{y}1(F, G)=$

$[f_{m}f_{0}.\cdot..\cdot..\cdot.f_{m}\underline{nF^{1}1}f_{0}...g_{n}g_{0}.\cdot.\cdot.\cdot.\cdot.g_{n}\underline{mF|\mathrm{J}}\mathit{9}^{\cdot}\cdot.0]$

(4)

から, $F$ の係数からなる第 1 列,. . . , 第 $n-j$ 列および $G$ の係数からなる第 $n+1$ 列,. . ., 第 $m+n-j$
列を取り出した小行列てある.

2. $k>1$ に対し, M(切) $(F, G)$ を以下の上ブロックと下ブロックからなる行列として定義する.

(a) M(I-I,九-I)(F, $G$) の下 $j_{k-1}+1$ を取り除いた小行列を $M_{U}^{(k-1,j_{k-1})}$
. とおく. このとき, $M_{U}^{(k-1,j_{k\cdot-1})}$

を左上部から対角線状に $(j_{k-1}-j_{k}-1)$ 個並べたブロックを上ブロックとする.

(b) M($k-1$ ,九-l) $(F, G)$ の下 $j_{k-1}+1$ の小行列を $M_{L}^{(k-1,j_{k-1})}$ とおき, $M_{L}^{(k-1,j_{k-1})}$
. の第 $j_{k-1}+1-\tau$行

$(\tau=j_{k-1}, \ldots, 1)$ を $\tau$ 倍し, 最下行を除いた小行列を $M_{L}^{(k-1,j_{k-1})}’$
. とおく. このとき, $j_{k-1}-j-1$

個の $M_{L}^{(k-1,j_{k-1})}$
. を最左部のブロックから 1 行すつ右下がりになるように並べ, ついて $j_{k-1}-j$

個の $M_{L}^{(k-1,\mathrm{j}_{k-1}}$

’

ゝを, 最左部のブロツクの第 1 行を $M_{L}^{(k-1,j_{k-1})}$
. の最左部のブロツクの第 1 行に

合わせ, 以下 1 行すつ右下がりになるように並べたものを下ブロックとする.

このとき, $M^{(k,j)}(F, G)$ を $F$ と $G$ の $(k,j)$ 次の再帰的な部分終結式行列と呼ぶ. 1

定義 4(再帰的な部分終結式)
$F$ と $G$ を式 (3) て定める. ( $P_{1}^{(1)},$

$\ldots,$
$P$l(11), ..., $P_{1}^{(t)},$

$\ldots,$
$P_{l_{t}}^{(t)}$ ) を $F$ と $G$ の完全な再帰的多項式剰余列と $\llcorner$ .

$j_{0}=m,$ $j_{k}=n_{l}^{(k)}$ $(k=1, \ldots, t)$ とおく. $j=j_{k-1}-2,$ $\ldots,$
$0$ および $\tau=j,$

$\ldots,$
$0$ に対し, $M^{(k,j)}(F, G)$ の上

部 $(m+n-2j_{1}) \{\prod_{\mathrm{t}=2}^{k-1}(2j_{l-1}-2j_{l}-1)\}(2j_{k-1}-2j-1)-1$ 行と第 $(m+n-2j_{1}) \{\prod_{t=2}^{k-1}(2j_{l-1}-2j\iota-$

$1)\}(2j_{k-1}-2j-1)+j-\tau$ 行からなる小行列を $M_{\tau}^{(k,j)}=M_{\tau}^{(k,j)}$ (F, $G$) とおく ( $M_{\tau}^{(k,j)}$ は正方行列である
ことに注意) このとき, 多項式

$\overline{\mathrm{s}}$k,j(F, $G$) $=\det(M_{j}^{(k,j)})x^{j}+\cdot..+$ det(M5k,j) $)$xo(5)

を $F$ と $G$ の (k,力次の再帰的な部分終結式と呼ぶ. $\mathrm{I}$

再帰的な多項式剰余列は再帰的な部分終結式に定数倍を除いて等しいことが, 次の定理により示される (証

明は Terui[14] を参照)

定理 5
定義 4 と同様の完全な再帰的多項式剰余列を考える. $k=1,$ $\ldots,$

$t$ および $i=1,$ $\ldots,$
$l$ k に対し, $c!^{k)}.=1\mathrm{c}(P_{\dot{l}}^{(k)})$

とおき, $k=1,$ $\ldots,$
$t$ および $i=1,$ $\ldots,$

$l_{k}-1$ に対し, $d_{i}^{(k)}=n_{i}^{(k)}-n!_{+}^{k\rangle}$. 1 とおく. さらに, $k=1,$ $\ldots,$
$t$ -l お
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よび $j=j_{k-1}-2,$ . . . , 0 に対し,

$u_{k,j}=(m+n-2j_{1}) \{\prod_{l=2}^{k-1}(2j_{l-1}-2j\iota-1)\}(2j_{k-1}-2j-1)$, $u_{k}=u_{k.j_{k}}$ ,

$B_{k}=(c_{l_{\mathrm{t}}}^{(k)})^{d_{l_{k}-1}^{(k)}-- 1}. \cdot\prod_{\downarrow=3}^{l_{k}}\{(\frac{\beta_{l}^{(k)}}{\alpha_{l}^{(k)}})^{n^{(k|}-n^{(k)}}l-\cdot 1\downarrow.\cdot..-k(c_{l-1}^{(k)})^{(d_{l2}^{(k)}+d_{I-1}^{(k\rangle})}-(-1)^{(n_{l2}^{(k)}-n_{\mathrm{t}_{\iota}}^{(k)})(n_{l-1}^{(k\rangle}-n_{\iota_{k}}^{(k)})}..\cdot...\}$

(6)

とおき, $k=2,$
$\ldots,$

$t$ および $j=j_{k-1}-2,$ $\ldots,0$ に対し,

$b_{k,j}=2j_{k-1}-2j-1$ , $b_{k}=b_{k,j_{k}}$ , $r_{k,j}=(-1)^{(u_{k-1}-1)(1+2+\cdots+(b_{k.g}-1))}.$ , $r_{k}=r_{k,j_{k}}$. (7)

とお $\langle$ .

$R_{1,j}=1$ , $R_{k,j}=$ $((\cdots((B_{1}^{b_{2}}\cdot r_{2}B_{2})^{b_{3}}\cdot r_{3}B3)b_{4}...)b_{k-1}. .r_{k-1}B_{k-1})^{b_{\mathrm{t}}}$ ..j . $r_{k,j}$ $(k>1)$ (8)

とする. このとき,

$\overline{\mathrm{S}}$ k,j(F, $G$) $=0$ for $0\leq\sim<n$” (9)

$\overline{\mathrm{S}}_{k_{1}n}\cdot(!^{k)}F,G)=P_{1}^{(k)}.(c_{i}^{(k\rangle})^{d_{i-1}^{(k)}-1}.R_{k,n}!^{k)}$

$\cross\prod_{l=3}^{1}\{(\frac{\beta_{l}^{(k)}}{\alpha_{l}^{(k)}})^{n_{\mathrm{I}-1}^{(k\rangle}-n_{i}^{(k)}}..(_{\mathrm{C}_{l-1})^{(+d_{l-1}^{(k)})}(-1)^{(-n}}^{(k)!^{k)})(-n_{}^{(k)})}d_{l-2}^{(k)}.n_{l-\underline{\mathrm{O}}}^{(k)}..\cdot n_{l-1}^{(k)}..\},$ $(10)$

$\overline{\mathrm{s}}$ k,j(F, $G$) $=0$ for $n_{j}^{(k)}<j<n!_{-1}^{k)}.-1$ , ( 11)

$\overline{\mathrm{s}}_{k}$

,
$n!^{1)}.-\cdot 1-1(F, G)=P_{i}^{(}$

0
$(_{\mathrm{C}}!_{-1}^{k)}.)^{1-d!_{-1}^{k)}}.\cdot R_{k,n_{-1}^{(h)}-1}$

,

$\mathrm{x}\prod_{l=3}^{1}\{(\frac{\beta_{l}^{(k)}}{\alpha_{l}^{(k)}})^{n_{1-1^{-n_{-1}^{(k)}+1}}^{(\iota)}}..(\mathrm{c}_{l-1})^{(+d^{(k)}}(k)d_{l-2l1}^{(k)}.-\cdot)(-1)(n_{l2^{-n}}^{(k\rangle}-\cdot!^{k)}-1+1)(n_{\iota-1}^{(\iota)}.-n!^{\mathrm{A})}.-\cdot 1+1)\}$ . (12)

が成り立つ. $\mathrm{I}$

4 浮動小\Re 係数をもつ 1 変数代数方程式の実根の個数の計算

本章では, 与えられた実係数 1 変数多項式

$F(x)=a_{n}x^{n}+a_{n-1}x^{n-1}+\cdots+a0x\mathrm{o}$ (13)

の係数 $a_{n},$ $\ldots$ , $a_{0}$ が浮動小数で与えられたときに, 方程式 $F(x)=0$ の実根の個数を多重度も含めて計算す
ることを考える.

4.1 再帰的な Sturm列の零判定問題

1 変数代数方程式の実根の個数の計算としては, Sturm の定理 [17] による方法がよく知られている. この

方法ては, 多項式剰余列の一つてある Sturm 列を用いる.

本稿ては, 多重度も含めた実根の個数を計算する. そこで, Sturm 列の計算と同様に, division rule を
$(\alpha_{i}^{(k)},\beta_{i}^{(k)})=(1, -1)$ として, $F(x)$ と $\frac{d}{dx}F(x)$ の完全な再帰的多項式剰余列を計算する. 以下てはこれを
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$‘ {}^{\mathrm{t}}F$ (x) の再帰的な Sturm r架と o乎ぶ. $F(x)=F_{1}(x)^{1}F_{2}$ (x)2. . . $F_{t}$ (x)t(ただし, 異なる $i$ と $j$ に対し, $F_{i}(x)$

と $F_{j}(x)$ は互いに素) と表されるとき, $F(x)$ の再帰的な Sturm 列が次式のように表されるとする.

$L_{1}=$ $(P_{1}^{(1)}=F, P_{2}^{(}.1)= \frac{d}{dx}F,$
$\ldots$ , $P_{l}$t1) $=\mathrm{g}\mathrm{c}\mathrm{d}(P_{1}^{(1)}, P_{2}^{(1)}))$ ,

$L_{2}=(P_{1}^{(2)}=P_{l_{1}}^{(1)}, P_{2}^{(2)}= \frac{d}{dx}P_{l_{1}}^{(1)}, \ldots, P_{l\underline{\mathrm{o}}}^{(2)}=\mathrm{g}\mathrm{c}\mathrm{d}(P_{1}^{(2)}, P_{2}^{(2)}))$,
(14)

$L_{t}=$ $(P_{1}^{(t)}=P_{l}(t-1),(P_{2}t)-1= \frac{d}{dx}$ P($t-1$ )
$-1’\ldots$

, $P_{l_{\ell}}^{(t)}=$ (const.) $)$ .

このとき, 各剰余列 $L_{j}$ $(j=1, \ldots, t)$ に Sturm の定理を適用させることにより, $F$ (x) の因子 $F_{j}\cdots F$t の実

根の個数が計算される. そして, これらの実根の個数の和をとることにより, $F$(x) の実根の個数が多重度も

含めて求まる [2].
ここで, 1 変数多項式に対して適当なノルム $||.||$ を導入する. $F(x)$ の係数が整数や有理数て与えられ, 係

数演算を厳密に行う状況の下ては, $F$(x) の実根の個数は単純に再帰的な Sturm列から計算される. しかし,
浮動小数で与えられた係数に対して浮動小数演算て再帰的な Sturm 列を計算しようとすると, $F$(x) の再帰

的な Sturm 列の要素を $P_{\dot{l}}^{(k\rangle}$ に対し, 浮動小数演算によって生ずる係数の誤差により, 次の零判定問題が生
じることがある.

1. 要素の響判定: $||P_{j}^{(k\rangle}||<<1$ のとき, Pi(\sim よ 0 が

2. 微小主係数の零判定: $|1\mathrm{c}(P_{i}^{(k)})|\ll 1$ のとき, $|1\mathrm{c}(P_{1}^{(k\rangle}.)|$ は 0 が?

本稿ては問題 1. を考察する (問題 2. は Terui and Sasaki [15] を参照) $F$ (x) が重根や近接根をもつ場合

には多項式剰余列の係数の精度低下が著し $\langle$ [13], 再帰的な Sturm 列を計算する上で大きな問題になる.
再帰的な Sturm 列の計算において $||P_{i}^{(k)}||<<1$ が生するのは $P_{\dot{l}}^{(k)}$ が $\mathrm{g}\mathrm{c}\mathrm{d}(P_{1}^{(k)}, P_{2}^{(}’)$ に近い場合てあると

考えられる. そこで $P_{i}^{(k)}$ の零判定の方法の一つとして, 1 変数多項式の近似 GCD (Corless et al. [5], Emiris

et al. [6], Sasaki and Noda [12] 等) を用いた方法が考えられる. 一方, $P_{i}^{(k)}=\mathrm{g}\mathrm{c}\mathrm{d}(P_{1}^{(k)} , P_{2}^{(k)}),$ $j=\deg(P_{\dot{2}}^{(k)})$

のときは, $F$ (x) と $\frac{dF}{dx}$ の $(k,j-1)$ 次の再帰的な部分終結式が 0 になり, $(k,j-1)$ 次の再帰的な部分終結式

行列のランクが落ちるので, 本稿では, 数値計算を用いて再帰的な部分終結式行列のランク落ちを判定する
ことにより, $P_{i}^{(k)}$ の零判定を行うことを考える.
再帰的な部分終結式行列のランク落ちの判定には部分終結式行列の特異値 (Golub and Van Loan [7] 等
を参照) を用いる. $P_{i}^{(k)}$ に対応する再帰的な部分終結式行列 $M_{j}^{(k)}(F, \frac{d}{dx}F)$ を特異値分解して特異値を計算

し, 最小特異値が 0 に等しけれぼ $P_{i}^{(k)}=0$ と判定できる. (1 変数近似 GCD の次数判定おいて, 上記と同
様に部分終結式行列等の特異値を用いる方法については Corless et al. [5], Emiris et al. [6], Rupprecht [11]
等を参照.)

4.2 計算例

本稿ては, $F$(x) と $\frac{d}{dx}F(x)$ の再帰的な部分終結式行列の $\text{特}|$異値を下記の各次数において計算機上て計算
し, ランク落ちの見積もりを行った. 計算には CPU に Pentium III lGHz, $\mathrm{O}\mathrm{S}$ に Linux 2.4.18 を用いた. 実

装には $\mathrm{C}++$ $(\mathrm{G}\mathrm{C}\mathrm{C} 2.95.3)$ を用いた. 特異値分解には LAPACK (CLAPACK) 3.0 [1] を用いた. 演算は倍

精度浮動小数演算て行った.
再帰的な部分終結式の零判定の例として

$F(x)=\{(x-0.3)(x+0.4)\}\{(x-0.5)(x+0.6)\}^{2}\{(x-0.7)(x+0.8)\}^{3}\{(x-0.9)(x+1)\}^{4}$ (15)
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$\frac{\prime R\backslash \text{数}(k,j)\ovalbox{\tt\small REJECT}’ \mathrm{J}\backslash \mathrm{f}\not\simeq \text{異}\int\llcorner \mathrm{g}}{(1,12)5.94437\mathrm{x}10^{-6}}$ $. \frac{\beta \mathrm{g}\mathrm{b}\text{数と^{}\backslash },R\text{数}(k,j)\ovalbox{\tt\small REJECT}’ \mathrm{J}\backslash \#\yen \text{異}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{L}}{(1,12)5.94437\mathrm{x}10^{-6}}$

$(1, 11)$ 1.98301 $\mathrm{x}10^{-15}$ $(1,11)$ 1.98301 $\mathrm{x}10^{-15}$

$(2, 6)$ 1.43746 $\mathrm{x}10^{-10}$ $(2,6)$ 1.43746 $\mathrm{x}10^{-10}$

$(2, 5)$ 2.00921 $\mathrm{x}10^{-15}$ $(2,5)$ 2.00921 $\mathrm{x}10^{-15}$

$(3, 2)$ 8.21743 $\mathrm{x}10^{-14}$ $(3,2)$ 8.21743 $\mathrm{x}10^{-14}$

$(3, 1)$ 1.63332 $\mathrm{x}10^{-15}$ $(3,1)$ 1.63332 $\mathrm{x}10^{-15}$

$(4, 0)$ 2.26162 $\mathrm{x}10^{-15}$ $(4,0)$ 2.26162 $\mathrm{x}10^{-15}$

表 1: $F\Leftarrow$ ) と $\frac{d}{dx}F(x)$ の再帰的な部分終結式行 表 2: $F$ (x) と $F^{(k)}(x)$ の部分終結式行列

列 $M_{j}^{(k)}$ $(F, \frac{d}{dx}F)$ の最小特異値. $N^{(j)}$ (F, $F^{(k)}$ ) の最小特異値.

で定義される多項式 $F(x)$ を用いた. $F(x)$ と $\frac{d}{dx}F(x)$ の再帰的な部分終結式はそれそれ $(1, 11)$ 次, $(2, 5)$ 次,
$(3, 1)$ 次において 0 になるのて, 各次数において再帰的な部分終結式行列のランクも落ちると考えられる.
本稿では, $F(x)$ と $\frac{d}{dx}F(x)$ の再帰的な部分終結式行列の特異値を上の各次数において計算し, ランク落ち
の見積もりを行った. 計算結果を表 1 に示す. 再帰的な部分終結式行列の次数がそれそれ $(1, 11)$ 次, $(2, 5)$

次, $(3, 1)$ 次において, 最小特異値が計算機イプシロンに近い値になっており, 再帰的な部分終結式行列のラ

ンクが落ちていることがうかがえる. 一方, 再帰的な部分終結式行列の次数がそれぞれ山 12) 次, $(2, 6)$ 次,
$(3, 2)$ 次, $(4, 0)$ 次においては, 再帰的な部分終結式は 0 にならないため, 最小特異値も 0 にならないと予想
されたが, 計算結果を見ると, $(2, 6)$ 次, $(3, 2)$ 次, $(4, 0)$ 次の最小特異値は微小になっており, 特に $(3, 2)$ 次,
$(4, 0)$ 次では $(3, 1)$ 次の結果と区別するのが困難である.
本計算の比較として, $F$ (x) とその $k$ 階微分 $F^{(k)}(x)$ の (通常の) 部分終結式行列の最小特異値も求めた.

計算結果を表 2 に示す, (部分終結式行列 $N^{(j)}(F, F^{(k)})$ の特異性はほぼ $M_{j}^{(k)}(F, \frac{d}{dx}F)$ の特異性に対応

しているが, $F$ (x) の零点の分布によっては, $F$ (x) が無平方てあるにもかかわらす, ある $k>1$ に対して
$N^{(j)}$ (F, $F^{(k)}$ ) が特異になる場合があるので注意が必要てある [8, Example 3].) この場合も, 階数 $k$ 力吠き

くなるほど, 非特異な部分終結式行列 (表 2 の (1, 12), (2, 6), $($3,2), $($4,0) の場合) の最小特異値の大きさ

が特異な部分終結式行列 (表 2 の (1, 11), (2, 5), (3, 1) の場合) の最小特異値とほぼ等しくなり, 最小特異

値から行列のランク落ちを判定するのは容易てはないと思われる.
計算時間は, 表 1 の計算に要した時間が約 8144秒, 表 2 の計算に要した時間が約 0.02 秒てあった. 表 1
て最後に最小特異値を計算した $M_{0}^{(4)}$ $(F, \frac{d}{dx}F)$ の次数は 3465 次であるのに対し, 表 2 て最後に最小特異値

を計算した $N^{(0)}(F, F^{(4)})$ の次数が 36 次てある. 特異値分解の計算量は一般に行列の次数 $n$ に対して $O(n^{3})$

て与えられる [7] が, 今回の計算時間は理論的見積もりに近いものであると考えられる.

5 まとめ

本稿ては, 1 変数多項式の再帰的な多項式剰余列に対して再帰的な部分終結式を定義し, 再帰的な多項式
剰余列の要素の係数が, 与多項式の係数を要素とする適当な行列式の定数倍て表されることを示した.
次に, 再帰的な部分終結式の応用として, 浮動小数係数をもつ 1 変数代数方程式の実根の個数の計算を取
り上げた. 本稿ては, 再帰的な Sturm 列の要素の零判定として, 再帰的な部分終結式行列のランク落ちを特

異値分解を用いて判定する方法を提案した. 計算例より, 再帰的な多項式剰余列の段数 $k$ が大きくなる場合

は, 演算精度を倍精度より大きくとることが必要てあると考えられる. また, $k$ か吠きくなると, 再帰的な部

分終結式行列を単純に特異値分解するのは効率的てなく, 計算に何らかの工夫が必要てあると考えられる.
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