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1 はじめに

本研究は, 初等幾何の証明問題を例に, 人間の創造的思考の解明を日指すものてある. 人間は無限の探索
空間を持つような問題に対して創造的思考により, 効率よく解を導き出すことがてきる. この様な問題をコ
ンピュータに解決させる方法として, 無限木の探索において, 探索空間の膨張を押さえながら効率よく行う
探索戦略について述べる.

補助線を自動的に発見しながら証明を行う補助線付き推論 [1] は, 証明の深さに関する幅優先探索を用い
て, 簡潔て読みやすい証明を得ることが出来る. 演鐸データベースを用いて推論を行う不動点法 [2] て行わ
れている探索法は, 補助点を追加するものとしないものに分けて交互に探索を行 $\mathrm{A}\mathrm{a}$ , 追加する補助点の数
に限界を与えることで探索空間の膨張を防止している.

[1] では幅優先探索を用いているのて, 最も浅い解を導出するが, 解が深いところにある場合には効率が
悪い. また不動点法で用いられた探索法は, 幾何の領域に限定した分類で汎用性がな $\langle$ , また無限木の探索
は放棄している. 汎用の探索法としては, 深さを少しすつ増やしながら深さ優先探索を行う反復深化法 [3]’
幅を少しすつ広けながら探索を行う反復拡幅法 [4] などがある. 反復深化法により得られる解は幅優先探索
と同じである. また反復拡幅法は無限木の探索に用いるとすぐに発散してしまう. どちらの方法も無限木の

探索を網羅的に効率よく行うことは困難である.
本論文で提案する反復拡大法は, 探索空間を有限方向, 無限方向に分けて, 有限方向の全探索, 無限方向

への空間の拡大を交互に行うことで, 探索空間の膨張を押さえながら探索を行う方法である. 反復拡大法
によって得られる解については $\lceil 4$ 議論」の「反復拡大法の妥当性」で説明する.
補助線付き推論て反復拡大法を利用すると, 従来の幅優先探索て行った場合と比較して探索するノード

の数は 20分の 1 程度に抑えられ, 探索時間は最大で 1000分の 1 になった.

反復拡大法は, 探索木の枝が有限の種類を持ち, たとれる木が有限になるような枝の種類が決定てきる場
合に利用可能な探索戦略てあり, 領域によらす利用可能て, 無限木の探索を効率よく行える.
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2 反復拡大法

反復拡大法は, 深さ無限の木の探索を行う方法てある. 探索木の枝の種類が有限てあるような木に対し,
探索空間を広けない非拡大枝集合, 探索空間を広ける拡大枝集合に分類し, 非拡大枝集合による全探索て
ある閉包, 拡大枝集合の探索てある拡大の操作を交互に繰り返すことにより探索を行う. この章では, 各用
語の定義をし, 反復拡大法のアルゴリズムを示す.

2.1 非拡大枝集合・拡大枝集合

記号

木 $T$ の枝の集合を mlge(T) と書 $\langle$ . Color を有限集合とするとき, $T$ の色つけ $c\tau$ :edge(T)\rightarrow Color は

$T$ の枝を有限種類に分類する. $T$ を固定したとき, ノード $v$ をルートとする部分木を down(v) と定義する.
Color の部分集合 $J$ に対して, $T’\subseteq T$ の枝を $c\tau(a)\in J$ となる $a\in \mathrm{e}\mathrm{d}\mathrm{g}\mathrm{e}(T’)$ に制限して得られたグラフの
うち $T’$ のルートを含む連結或分を $T’|_{J}$ と書く.

定義
枝が有限の種類 Color に分類されるような探索木について考える. 枝の種類を $J\subseteq \mathrm{C}\mathrm{o}1\mathrm{o}\mathrm{r}$ に限定して探索
を行った場合, 木のどの-ノードから始めても必す有限て停止するような集合 $J$ のうち, 極大集合を非拡大
枝集合と呼び, その要素となる種類の枝を非拡大枝と呼ぶ. すなわち, $c\tau$ :edge(T)\rightarrow Color に対し, 非拡
大枝集合は $J\subseteq \mathrm{C}\mathrm{o}1\mathrm{o}\mathrm{r}$ であって $T$ の任意のノード $v$ に対して $\mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{w}\mathrm{n}(v)|_{J}$ が有限になるような極大の $J$ てあ

り, 非拡大枝は $c_{T}(e)\in J$ となる $e$ てある. 非拡大枝集合の補集合を拡大枝集合と呼び, その要素となる種
類の枝を拡大枝と呼ぶ. すなわち, $E=\mathrm{C}\mathrm{o}1\mathrm{o}\mathrm{r}\backslash J$ が拡大枝集合てあり, $c\tau(e)\in E$ となる $e$ が拡大枝てある.

2.2 閉包・拡大

非拡大枝集合の要素のみによる全探索は必す有限て停止するため, 有限方向の探索てある. この操作を
閉包と呼ぶ. 拡大枝集合の要素の探索は, 拡大枝を追加して探索を行うと有限て停止しなくなるため無限
方向への探索てある. 探索空間の急激な膨張をさけるため, 非拡大枝のみて探索が進まなくなった場合に,
拡大枝を一本追加する. この操作を拡大と呼ぶ.

探秦アルゴリズム (反復拡大法)

入力 : 探索木 $T$ (ルートは r)

色づけ $c\tau$ : edge(T)\rightarrow Color

非拡大枝集合 $J$

拡大枝集合 $E$

出力 : 探索結果
$v=$r
$S$ を $\mathrm{r}$ のみからなる部分木とし, 以下の操作を繰り返す.

1. 閉包 : $S’:=\mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{w}\mathrm{n}(v)\mathrm{I}_{J},$ $S:=” S$ に $S’$ を接き木したもの
$S’$ の全探索を行う (全探索の方法は任意)

解が得られたら返して終了-
2. 拡大 : $c\tau(e)\in E$ なる $S$ と連結な枝 $e$ を一つ選ひ $e$ のノードのうち,

$S$ に入っていない方を $v$ とする.

XXIV-2



158

図 1: 反復拡大法による探索木 図 2: 補助線付き推論における探索木

2.3 探索木

反復拡大法によって探索を行った場合の探索木の様子を図 1 て示す. 図の薄い影付きの部分は, 閉包によ

り広がった木 down(v) $|_{j}$ を表し, 濃い影付きの部分は拡大拡大時に追加されたノード $v$ を表している.

3 反復拡大法を用い f\breve -幾何証明探索

この章ては補助線付き推論による幾何証明の探索に反復拡大法を応用する. 補助線付き推論ては, 幾何学

の初等的な知識を表す推論規則を用いて演鐸により推論を行う. 推論の過程て得られた知識の集合データ
ベースに推論規則の前提が存在するとき, 推論規則の帰結をデータベースに追加する. 証明器はデータベー
スに求めたい事実が得られたとき, データベース内の知識の依存関係に従って証明を出力する.

3.1 探索木

従来の, 幅優先探索による探索木を図 2 に示す $t$ 探索木は深さが証明の 1 ステツプに対応した木て, ノー

ドは推論規則によって追加される知識となり, 枝は推論規則の適用となる. また図の影の部分はすてに探索

した範囲で, 得られた知識と知識の依存関係を保存したデータベースに相当する.

補助線付き推論における探索木の枝の種類

補助線付き推論ては推論規則の適用が探索木の枝に相当するのて, 推論規則の種類によって枝の種類が
分類可能てある. (各推論規則の詳細は [1] を参照) これから考える例ては, 枝の種類は, Thl : 中点連結定
理 (補助点の追加有り), Th2 : 中点連結定理 (補助点の追加無し), Th3 : 二等辺三角形の公理 1, Th4 :
二等辺三角形の公理 2, Th5 : 平行の公理てある. すなわち, Color $=$ {Thl,Th2,Th3,Th4,Th5} てある.

ところて, 補助線付き推論ては補助点は再帰的に追加可能であるが, 補助点以外の幾何概念てある, 直

線, 長さ, 角度, 平行, 交点, 等の幾何概念は点の数で抑えられるため, 補助点を追加しない推論規則の適
用は探索空間の拡大を起こさない. しかし, 補助点を追加すると, 各幾何概念の数も増えるため探索空間が
拡大する. よって, 補助点を追加しない推論規則の集合が非拡大枝集合となり, 補助点を追加する推論規則

の集合が拡大枝集合となる. よって, 補助線付き推論では. 非拡大枝集合 $\mathrm{J}=$ {Th2,Th3,Th4,Th5}’拡大
枝集合 $\mathrm{E}=$ {Thl} となる.
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非拡大枝の例

図 3 て示すように, 帰結にある点 $\mathrm{P}$ が前提となるデータベースにすでに存在する場合, この推論規則の
適用が非拡大枝である.

拡大枝の例

図 4 で示すように, 中点連結定理を適用したとき, 帰結で追加される点 $\mathrm{P}$ が前提となるデータベースに
存在しない場合, この規則の適用によって補助点 $\mathrm{P}$ が追加される. この推論規則の適用が拡大枝である.

$B/^{l}arrow-\cdot-\cdot-’\backslash /\cdot.\backslash i^{\nwarrow}\backslash A-\backslash P\backslash$

$A$

$\sim/(^{\backslash }\backslash ..$.

$l\not\in$

$arrow-\sim-\backslash .\backslash -p\backslash \backslash _{\backslash }\dot{\cdot}$

$\mathit{1}$

$\mathit{4}’.\cdot./_{\backslash }-\cdot\backslash .\cdot...\backslash .\backslash \backslash ..\backslash$

r’/\acute ---、’’
\sim ----

$p$ –. $p$
$\wedge^{\wedge}$

図 3: 非拡大枝となる推論規則 (Th2) 図 4: 拡大枝となる推論規則 (Thl)

以上より, 幾何証明における探索アルゴリズムは以下のようになる.

初等幾何における証明探索アルゴリズム
入力 : 問題の記述 (仮定 $+$ ゴール) 十推論規則の集合
出力 : 証明
1. 作業用データベースを仮定て初期化
2. 以下を繰り返す

1 – 閉包) 補助点を追加しない推論規則について幅優先の全探索を行い,
ゴールが見つかれば, 証明を出力し終了

2: 拡大) 補助点を追加する規則の適用を元の木から幅優先てーっ選ぶ.

ここて, 拡大時に適用を選ぶ戦略を幅優先としたことて全体として探索漏れが無くなることに注意せよ,

3.2 実験結果

中学生程度の問題の証明について, 幅優先探索による方法と, 反復拡大法を利用した場合の比較実験を
行った. その結果を示す.
例 1 図 5 $\text{て}\backslash$ , AB $=\mathrm{C}\mathrm{D}$ , $\mathrm{A}\mathrm{E}=\mathrm{E}\mathrm{C}$ , $\mathrm{B}\mathrm{F}=\mathrm{F}\mathrm{D}$ てあるとき, $\angle \mathrm{H}\mathrm{G}\mathrm{I}=\angle$ EIC てあることを証明せよ.

3.2.1 探索木の比較

幅優先探索で行った場合 (左) と, 反復拡大法で行った場合 (右) の探索木を図 6 に示す、 図て, 数字は
枝の数, 括弧内の数字は追加した補助点の数 (拡大枝の数) てある. 図を見て分がるように, 反復拡大法を
利用することにより, 必要以上に探索空間を広げることなく証明が出来ている.
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図 5: 例 1 の問題図 図 6: 例 1 の探索木

3.2.2 反復拡大法の結果

例 1 の証明を, 幅優先探索 (BFS), 反復拡大法 (IE) によって行った場合, またそれそれの方法を共有適用
点の優先化 $(\mathrm{S}\mathrm{F})[1]$ を組み合わせて行った場合の結果を表 1 に示す. 実行環境は, CPU PentiumM $1.6\mathrm{M}\mathrm{H}\mathrm{z}$ ,
RAM $512\mathrm{M}\mathrm{B}$ , GNU Prolog ver.1.2.16 てある. 反復拡大法を用いた場合, 探索過程において追加される補
助点の数が減った事により, 探索空間の広がりが抑えられ, 高速化が達或されている.

表 1: 例 1 の実行結果の比較

4 議論

無限木の探索を効率よく行う汎用の探索戦略てある反復拡大法を提案し, 初等幾何の証明問題を例に有
効性を示した.

反復拡大法の妥当性

幅優先探索てはある深さて証明が見つからない場合, その深さて発見された推論規則をすべて適用する
ことになり, 追加する補助点の数が非常に多くなってしまう. 証明の過程において補助点の数が増えると証
明に使われない補助点は無駄に探索空間を広けるだけとなり効率のよい証明探索の妨けになる.
また, 得られる証明は証明の深さの最も浅い証明が得られることを保証していた. しかし, この場合, 証

明の深さは浅いが, 補助点の数が多い証明が得られる可能性がある. 反復拡大法によって得られる証明は,
補助点の数が最小 $\text{と}$. なる証明が得られる. 前者の証明より, 後者の方がより人間的な証明てあると思われる.
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適用範囲

反復拡大法は拡大のあと, 閉包操作て全探索を行うことて, 探索空間を拡大した後の深いところに解があ
る場合に特に有効てある. 以下て反復拡大法の効果が顕著に現れる例を示す。

例 2(反復拡大法が特に有効てある間瓶) 図 7 で, AB $=\mathrm{C}\mathrm{D},$ $\mathrm{M}$ は $\mathrm{A}\mathrm{C}$ の中点, $\mathrm{N}$ は $\mathrm{B}\mathrm{D}$ の中点てある
とき $\mathrm{E}\mathrm{G}=\mathrm{F}\mathrm{G}$ てあることを証明せよ.

実行結果
例 1 と同様に各方法による実行結果を表 2 に示す.

表 2: 例 2 の実行結果の比較
–

探索方法 g-用数 適用候補 補助点数 時間 $[\mathrm{m}\mathrm{s}]$

$\mathrm{B}\mathrm{F}\mathrm{S}$ $\mathrm{N}\mathrm{A}$ $\mathrm{N}\mathrm{A}$ $\mathrm{N}\mathrm{A}$ NA
$\underline{\mathrm{S}}\underline{\mathrm{F}+\mathrm{B}\mathrm{F}\mathrm{s}}^{-}$ 845 17718

–

75 560310
正十 BFS 27 97 3 370

-

正十 $\mathrm{S}\mathrm{F}+\mathrm{B}\mathrm{F}\mathrm{S}$ 10 31 1310

探索木の比較
図 8 は例 2 の証明探索木てある. この問題ては, 証明に必要な補助線を追加した後, 深さ 2 にわたって

探索が必要となり, 幅優先探索て行うと, 深さ 1 て証明に必要な補助線が追加されているにもかかわらす,
さらに深さ 2 て多くの補助点を追加してしまい, その結果探索空間を大きく膨張させてしまう. 反復拡大法
を利用する事て, 必要な補助線を追加した後の, 無駄な探索を押さえることが出来る. これにより大幅な高
速化につながる.

$p$.

$//^{/}$

$\Gamma^{f^{\neq}}\backslash _{\backslash _{\backslash \overline{/}}}^{---p}\nearrow\backslash _{\mathrm{R}_{\backslash .\overline{a}_{\nearrow}^{-}\cdot\prime}}\backslash \backslash _{\backslash }\propto’.\cdot\cdot’\cdot$

.
$\not\leq_{---\cdot\prime}’\backslash \vee\backslash _{\mathrm{c}}x’\backslash -\overline{/},\acute{\acute{\acute{\mathrm{m}}}}^{-\grave{-}\grave{\gamma}_{\backslash _{\backslash }}^{\overline{-}\sim\backslash }\sim}’-^{F}\backslash _{t_{\backslash }}\backslash \backslash .\backslash$

$/,\nearrow/\nearrow$

’

$ff^{----}―$ $-\iota$

図 7: 例 2 の問題図 図 8: 例 2 の探索木

共有適用点の優先化との組み合わせ
反復拡大法は, 表 1, 表 2 をみて分かるように, 単独て用いることが可能てある, しかし, 共有適用点の

優先化と組み合わせて利用することてさらに効果を発揮する.
例 1 の問題について, 各戦略による有効な補助線の発見の効果を図 9 に示す、
図 9 は, 左から順に, 幅優先探索 $+$共有適用点の優先化, 反復拡大法, 反復拡大法 $+$共有適用点の優先

化で探索を行った結果, 証明にたどり着くまてに追加した補助点 (線) の様子てある. 反復拡大法と共有適
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用点の優先化を組み合わせて利用した場合, それぞれを単独て利用した場合と比べ, 証明に必要のない補
助点の追加を減らすことが可能となり, 有効な補助線を効率よく発見することができる.

$C$ $C$ $\Gamma_{I}$

$P_{F}^{\cdot}$

.

$\cdot..\cdot..\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\sim}^{\backslash }ff.\cdot.\cdot.\cdot.\cdot.\cdot..\cdot-\sim\backslash tF\vee*\backslash \prime f$

.
.

$.\cdot\cdot \mathbb{A}^{I},A\cdot$

.

$..-\sim ffF\backslash \backslash B^{\cdot}l\overline{\mathrm{A}}^{I},Affff$

図 9: 例 1 て追加された補助線 (点)

関連研究

Geometry EXpert(GEX) て実装されている不動点法は, 補助線付き推論と同様に, 幾何の概念を述語論
理により表現し, 演鐸により推論を行う論理的方法てある. しかし, 補助点の導入を推論規則としている
補助線付き推論とは異なり補助点の導入はアドホックに行われ, 必すしも証明の探索に使われる補助点だ
けを導入しているわけてはない. また, 不動点法ては規則を, 補助点を追加するかしないかに分け探索を
行っているが, 補助点には 2 直線の交点も含まれている. ところが, 交点は直線の数て抑えられるため, 探
索空間の拡大を起こさない. つまり不動点法ての補助点を追加しない規則の集合の選び方は不完全てあり,
反復拡大法における非拡大枝集合の極大性を満たさない.
また不動点法ては, 例 1, 2 は解けなかった. 不動点法は, 追加した補助点を親として持つような補助点

の追加は行わない為, 網羅的な探索を行うことができないからである.
反復拡大法は, 探索木の枝を分類することがてきれば, 領域によらす応用可能てあり, とくに, 通常人間

が考える問題によくあるような, 探索空間が無限であり, かつ, 解が深いところにある場合に有効な方法て

1.
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