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Associative binary operators for quadratic rational
maps
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1ff
本論文は、 S. Northshield の最近の論文 [1], [2] の紹介てある。 ここては、 $\mathbb{C}$ 上に 2 項間作用素を導入

し、 この作用素についてみる。 この制限でもり一群の例として意味があることに注意しておく。

2 2次有理関数と作用素 $\oplus$

定義 1
微分可能な関数 $J$ : $\overline{\mathbb{C}}arrow\overline{\mathbb{C}}$ と任意の $x,$

$y\in\overline{\mathbb{C}}$ に対して作用素 $\oplus$ を次のように定義する :

$x \oplus y=\frac{xf(y)-yf(X)}{f(y)-f(x)}$

$x=y$ のときは、次のように定義する:

$y arrow x1\mathrm{i}\mathrm{m}x\oplus y=x-\frac{f(X)}{f(X_{J}},$,

21 作用素 $\oplus$ の結合律

$a,$ $b,$ $c,$ $d,$ $e\in \mathbb{R}$ に対して $f(X)= \frac{ax^{2}+bx+c}{dx+e}$ とし、 $a,$ $d$ が同時に 0 をとらないとする。

命題 2
2次有理関数 $f(X)= \frac{ax^{2}+bx+c}{dx+e}$ に付随する作用素 $\oplus$ は、結合律を満たす。

注意 1
2次有理関数 $f(X)= \frac{ax+b}{cx^{2}+dx+e}$ の形、 2次有理関数 $f(X)= \frac{ax^{2}+bx+c}{dx^{2}+ex+f}$ の形ならば、 関数 $f$ (x) の付

随する作用素 $\oplus$ は、 結合律を満たさない。
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2.2 作用素 $\oplus$ の微分可能性
定理 3
$p(x)=ax^{2}+bx+c$ とする。 2次有理関数 $f(x)= \frac{ax^{2}+bx+c}{dx+e}$ に付随する作用素 $\oplus$ は、 微分可能てあっ
て次式を満たす :

$\frac{\partial}{\partial x}$ ($x$。$y$ ) $= \frac{p(x\oplus y)}{p(x)}$

証明 $s(x, y)= \frac{f(x)}{x-x\oplus y}=\frac{f(x)-f(y)}{x-y}$ とする。 2 次有理関 $\text{数}$

.
$f$ (x) ならば $\iota=-\frac{e}{d},$ $2$ 次多項式 $f(x)$

ならば $\iota=\infty$ とする。 どちらの場合においても $f(\iota)=\infty$ となり

$\lim_{tarrow\iota}x\oplus z=x$.

$\frac{\partial}{\partial x}(x\oplus y)$ $=$ $z arrow 1\mathrm{i}\mathrm{n}‘\frac{x\oplus y-x\oplus y\oplus z}{x-x\oplus z}=\lim_{zarrow \mathrm{t}}\frac{x\oplus y-x\oplus y\oplus z}{f(x\oplus y)}f(x\oplus y)\frac{f(x)}{x-x\oplus z}\frac{1}{f(x)}$

$=$ $\lim_{zarrow\iota}\frac{s(x,z)}{s(x\oplus y,z)}\frac{f(x\oplus y)}{f(x)}=\frac{f(x\oplus y)}{f(x)}\lim_{zarrow}\sim$ $\frac{s(x,z)}{s(x\oplus y,z)}$

$\lim\underline{s(x,z)}$
$=$ $\lim_{zarrow\iota}\frac{f(x)-f(z)}{x-z}\frac{x\oplus y-z}{f(x\oplus y)-f(z)}=\lim_{zarrow\iota}\frac{f(x)-f(z)}{f(x\oplus y)-f(z)}\frac{x\oplus y-z}{x-z}$

$zarrow\iota s(x\oplus y, z)$

・関数 $f(x)$ が 2 次有理関数のとき $\iota=-\frac{e}{d},$ $f(^{e}-l)=$ �より

$\lim_{zarrow\iota}\frac{f(x)-f(z)}{f(x\oplus y)-f(z)}=\lim_{zarrow\iota}\frac{*_{fz}^{x}-1}{+_{J}^{x\oplus}z*-1}=1$ .

よって $\lim=\lim_{zarrow}‘\frac{x\oplus y-z}{x-z}=\frac{x\oplus y+\frac{e}{d}}{x+\frac{e}{d}}\underline{s(x,z)}$.
$zarrow\iota\epsilon(x\oplus y, z)$

$\frac{p(x)}{d}=f(x)(x+\frac{e}{d})$ より $\frac{\partial}{\partial x}(x\oplus y)=\frac{f(x\oplus y)}{f(x)}\frac{x\oplus y+\frac{e}{d}}{x+\frac{e}{d}}=\frac{p(x\oplus y)}{p(x)}$.

・関数 $f(x)$ が 2 次多項式のとき $\iota=\infty,$ $f(\infty)=$ �より

$z. arrow l\mathrm{h}\mathrm{m}\frac{f(x)-f(z)}{f(x\oplus y)-f(z)}=\lim_{zarrow \mathrm{t}}\frac{*_{fz}^{fx}-1}{+_{J}^{x\bigoplus_{z}}\neq^{y}-1}=1$ .

よって $\lim_{zarrow}‘\frac{s(x,z)}{s(x\oplus y,z)}=\lim_{zarrow\iota}\frac{x\oplus y-z}{x-z}=1$ .
$\frac{p(x)}{d}=f(x)$ よ $\gamma$) $\frac{\partial}{\partial x}(x\oplus y)=\frac{f(x\oplus y)}{f(x)}=\frac{p(x\oplus y)}{p(x)}$. 1

2.3 メビウス変換
定理 4
2次有理関数 $f(x)= \frac{ax^{2}+bx+c}{dx+e}=\frac{p(x)}{dx+e}$ に付随する作用素 $\oplus$ に対して、 関数 $x\oplus$ 鱈よ、 メビウス変換
て島る。
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証明 $m(x)=x\oplus k$ のシュワルツ微分 $S(m(x))=( \frac{m’’(x)}{m(x)},)’-\frac{1}{2}(\frac{m’’(x)}{m(x)},)^{2}=0$ を計算する。

$m’(x)= \frac{\partial}{\partial x}(x\oplus k)=\frac{p(x\oplus k)}{p(x)}=\frac{p\circ m(x)}{p(x)}$

$m”(x)$ $=$ $\frac{m’(x)p’\circ m(x)p(x)-p’(x)p\mathrm{o}m(x)}{\{p(x)\}^{2}}=\frac{p\circ m(x)p’\circ m(x)-p\circ m(x)p’(x)}{(p(x))^{2}}$

$=$ $\frac{p\circ m(x)}{p(x)}(\frac{p’\circ m(x)-p’(x)}{p(x)})$ .

$\frac{m’’(x)}{m’(x)}$ $=$ $\frac{p\mathrm{o}m(x)}{p(x)}(\frac{p’\circ m(x)-p’(x)}{p(x)})(\frac{p(x)}{p\circ m(x)})=\frac{p’\circ m(x)-p’(x)}{p(x)}$

$( \frac{m’’(x)}{m’(x)})’$ $=$ $\frac{p(x)(p’’\mathrm{o}m(x)m’(x)-p’’(x))-p’(x)(p’\circ m(x)-p’(x))}{(p(x))^{2}}$

$( \frac{m’’(x)}{m’(x)})^{2}$ $=$ $\frac{(p’\circ m(x))^{2}-2p(\prime x)p’\circ m(x)+(p’(x))^{2}}{(p(x))^{2}}$

これらをシュワルツ微分 $S$ (m(x)) に代入すると

$S(m(x))$ $=$ $\frac{p(x)(p’’\circ m(x)m’(x)-p’’(x))-p’(x)(p’\circ m(x)-p’(x))}{(p(x))^{2}}$

$- \frac{1}{2}\mathrm{t}\frac{(p’\circ m(x))^{2}-2p’(x)p’\circ m(x)+(p’(x))^{2}}{(p(x))^{2}}\}$

$=$ $\frac{p\circ m(x)p’’\circ m(x)-\frac{1}{2}(p’\circ m(x))^{2}-\{p’’(x)p(x)-\frac{1}{2}(p’(x))^{2}\}}{(p(x))^{2}}$.

ここて $q(x)=p(x)p”(x)- \frac{1}{2}$(p’(x))2 とすると

$S(m(x))= \frac{q\circ m(x)-q(x)}{(p(x))^{2}}$ .

$p(x)=ax^{2}+bx+c$ より $p’(x)=2ax+b,$ $p”(x)=2a$.

$q(x)$ $=$ $2a(ax^{2}+bx+c)- \frac{1}{2}(2ax+b)^{2}=2ac-\frac{1}{2}b$2

$q \circ m(x)-q(x)=(2ac-\frac{1}{2}b^{2})-$ ( $2ac- \frac{1}{2}$ b$2$ ) $=0$ .

よって

$S(m(x))= \frac{q\mathrm{o}m(x)-q(x)}{(p(x))^{2}}=0$

より $m(x)=x\oplus k$ は、 メビウス変換である。 I

2.4 群

$Z(f)=\{x: f(x)=0\}$ とし、 $G=\overline{\mathbb{C}}-Z$ (f) とする。そのとき $G$ は、 2次有理関数 $f(x)= \frac{ax^{2}+bx+\mathrm{c}}{dx+e}$

に付随する作用素 $\oplus$ のもとで閉である。

$\mathrm{X}\mathrm{X}\mathrm{V}\mathrm{I}\sim 3$
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命題 5
2次有理関数 $f(x)= \frac{ax^{2}+bx+\mathrm{c}}{dx+e}$ に付随する作用素 $\oplus$ によって $G$ は、 アーベル群である。

証明

・結合律については、命題 2 より成り立つ。
・単位元の存在については、以下の通りである。
$\iota=-\frac{e}{d}$ とし、 $d=0$ のとき $\iota=\infty$ とする。 このとき $f(\iota)=\infty$ てある。従って

$x \oplus\iota=\frac{xf(\iota)-\iota f(x)}{f(\iota)-f(x)}=\frac{x-\iota\#^{x}}{1-f+fx\iota}‘=x$ .

・任意の $k\in\overline{\mathbb{C}}$ に対しての逆元の存在は、 $x\oplus k$ がメビウス変換であることによって保証されている。 $k$ を

与え $m(x)=x\oplus k$ とし $k$ の逆元 $k^{-1}=m^{-1}$ (t) とする。

・可換てあることは 2 次有理関数 $f$ (x) に付随する作用素 $\oplus$ の定義より明らかてある。

注意 2
群 $(G, \oplus)$ は、 り一群て 1 つか 2つ穴の空いたリーマン球面への準同型写像を持つ。

2.5 作用素 $\oplus$ に関する反復列と Root finding algorisms
定義 6
列 $\{x_{n}\}$ を次のように定義する : $x_{1}=k,$ $x_{n+1}=x_{n}\oplus k$

これを特に $k^{\oplus n}$ と表す: $k^{\oplus 1}=x,$ $k^{\oplus n+1}=k\oplus k^{\oplus n}$

定義 7
関数 $f$ に対し Newton 法を適用した数列 $\{T_{n}\}$ を次のように定義する :

$T_{1}=k,$ $T_{n+1}=T_{n}-, \frac{f(T_{n})}{f(T_{n})}$

定義 8
関数 $f$ に対し Secant法を適用した数列 $\{S_{n}\}$ を次のように定義する

$S_{0}=k,$ $S_{1}=m$ (k), $S \text{、}+\mathrm{l}=S_{n}-f(S_{n})\frac{S_{n}-S_{n-1}}{f(S_{n})-f(S_{n-1})}$

定義 9
シード $(2, 3)$ て決まるフイボナツチ数列を $\{F_{n}\}$ とする。

定理 10
$f(x)= \frac{ax^{2}+bx+c}{dx+e}$ に付随する作用素 $\oplus$ は、次の関係式が成り立つ :

$T_{n}=k^{\oplus 2^{n}}=x_{2^{\mathrm{n}}},$ $S_{n}=k^{\oplus F_{n}}=x$F$n$
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2.6 例

例 1
$f(x)= \frac{1}{x}$ に付随する作用素 $\oplus$ の反復列は、 $k^{\oplus n}=nk$ .

$x \oplus y=\frac{\frac{x}{y}-x\mathrm{A}}{\frac{1}{y}-\frac{1}{x}}=\frac{x^{2}-y^{2}}{xy}(\frac{xy}{x-y})=x+y$ .

例 2
$f(x)= \frac{x}{1-x}$ に付随する作用素 $\oplus$ の反復列は、 $k^{\oplus n}=k^{n}$ .

$x \oplus y=\frac{x(_{\overline{y}-\overline{1}}\mathrm{A})-y(\frac{x}{1-oe})}{\overline{1}-\overline{y}\mathrm{A}-\frac{x}{1-x}}=\frac{xy-x^{2}y-xy+xy^{2}}{y-xy-x+xy}=xy$ .

上の 2 つの例は、次のように一般化される。

定理 11
メビウス変換 $f(x)= \frac{ax+b}{cx+d},$ $ad-bc\neq 0$ に対して $x\oplus y$ は、 次の形となる:

$Axy+B(x+y)+C$

証明

$x\oplus y$ $=$
$\frac{x(_{y}\frac{a}{c}\mathrm{p}+b)\mp d-y(\frac{ax}{\mathrm{c}x}+\pm_{\frac{b}{d}})}{a_{\mathrm{A}_{\frac{+b}{+d}-\frac{ax+b}{cx+d}}},\overline{\mathrm{c}}y}=\frac{x(cx+d)(ay+b)-y(ax+b)(cy+d)}{(cx+d)(ay+b)-(ax+b)(cy+d)}$

$=$ $\frac{acxy(x-y)+bc(x^{2}-y^{2})+bd(x-y)}{bc(x-y)-ad(x-y)}=\frac{1}{bc-ad}\{acxy+bc(x+y)+bd\}$

であるから

$Axy+B(x+y)+C$.

I

定理 12
作用素 $\oplus$ に対して $x\oplus y=xy,$ $x\oplus y=x+y$ を溝たす関数 $f$ (x), $g$ (x) は、 定数倍を除き次の関数に限る :

$f(x)= \frac{x}{1-x},$ $g(x)= \frac{1}{x}$

証明 作用素 $\oplus$ の定義より $\lim_{yarrow x}x\oplus y=x-,\frac{f(x)}{f(x)}$ ,

$x\oplus y=xy$ より $x\oplus x=x^{2}$

であるから次の微分方程式を満たす: $x^{2}=x-, \frac{f(x)}{f(x)}$

この微分方程式を解くと $f(x)=C\underline{x}$ .
$1-x$

よって $x\oplus y=xy$ を満たす関数 $f$ (x) は、 定数倍を除き $\frac{x}{1-x}$ に限る。

$g$ (x) も同様に証明される。
$\iota$
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3 作用素 $\oplus$ と関数方程式
定理詔

任意の $e\in \mathbb{C}$ に対しば 2次有理関数 $f(x)= \frac{p(x)}{x-e}=\frac{ax^{2}+bx+c}{x-e}$ とし、 群 $(G, \oplus)$ の単位元を $\iota \text{と}$ する。

$x$ の関数 $F(x)$ が

$F’(x)= \frac{1}{p(x)},$ $F(\iota)=0$

を満たすとき、 2次有理関数 $f$ (x) に付随する作用素 $\oplus$ と $F$ (x) は、次の関係式を満たす :

$F(x\oplus y)=F(x)+F(y)$

証明

$\frac{\partial}{\partial x}F(x\oplus y)$ $=$ $F’(x \oplus y)\frac{\partial}{\partial x}(x\oplus y)=F’(x\oplus y)\frac{p(x\oplus y)}{p(x)}$

$=$ $F’(x \oplus y)\frac{F’(x)}{F’(x\oplus y)}=F’(x)$

となる。 このことより関数 $G$ に対し $F(x\oplus y)=F(x)+G$ (y).
作用素 $\oplus$ の定義より可換てあることは明らかてあるから

$F(x\oplus y)=F(y\oplus x)=F(y)+G(x)$

$F(x)-G(x)=F(y)-G(y)$

となる。 この等式が成り立つのは、 $F(x)-G(x)=F(y)-G$(y) が定数のときのみである。

$F(x)-G(x)=F(y)-G(y)=-c$, $c$ : 定数

とすると $G(y)=F(y)+c$ であるから

$F(x\oplus y)=F(x)+G(y)=F(x)+F(y)+c$ .

$F(\iota)=0$ より

$x \oplus\iota=\frac{\iota F(y)-yF(\iota)}{F(y)-F(\iota)}=\frac{\iota F(y)}{F(y)}=\iota$

となり $y$ の値に関係なく $\iota\oplus y=$ ’

$y=\iota$ としても $\iota\oplus\iota=\iota$

てあるから $F(x\oplus y)=F(x)+F(y)+c$ に対し $x=\iota,$ $y=\iota$ とすると

$F(\iota\oplus\iota)=F(\iota)=0$

$F(\iota)+F(\iota)+c=c$

より $c=0$ .
よって $F(x\oplus y)=F(x)+F$(y).
関数 $m$ (x) に対して関数 $F$ (x) と $p(x)=ax^{2}+bx+c$ は、 よく知られている関数方程式の解であ石。

・関数 $F$ (x) は、 アーベル関数方程式の解てある:

$F\circ m(x)=F(x)+1$. 2 次多項式 $p(x)$ は、 ジュリア方程式の解てある:

$p^{\text{。}}m(x)=p(x)m’(x)$

$\mathrm{X}\mathrm{X}\mathrm{V}\mathrm{I}\sim 6$
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命題 14
$\tanh x$ は、 $f(x)= \frac{-x^{2}+1}{-x}$

.
とする群 $(G, \oplus)$ 上の $(G, +)$ への準同型写像である:

$\tanh(x\oplus y)=\tanh x+\tanh y$

証明 $p(x)=-x^{2}+1$ より $F(x)= \int\frac{1}{-x^{2}+1}dx=\tanh x$ +C.
$\iota=0,$ $F(\iota)=0\mathrm{J}\text{り}C=0$.
よって

$F(x)=\tanh x$ .

$\iota$

命題 15
$\tan x$, は、 $f(x)= \frac{x^{2}+1}{x}$ とする群 $(G, \oplus)$ 上の $(G, +)$ への準同型写像である :

$\tan x+\tan y=\tan(x\oplus y$

証明 定理 13 を用いて証明てきるが、正接の加法定理を用いて証明することもてきる。
正接の加法定理より

$\tan(X+\mathrm{Y})=\frac{\tan X+\tan \mathrm{Y}}{1-\tan X\tan \mathrm{Y}}$ .

両辺に $\tan$ をとると

$\tan$ ($\tan$ ($X+$ Y)) $=$ $\tan(\frac{\tan X+\tan \mathrm{Y}}{1-\tan X\tan \mathrm{Y}})$

$X+\mathrm{Y}$ $=$ $\tan(\frac{\tan X+\tan \mathrm{Y}}{1-\tan X\tan \mathrm{Y}}$)
$\tan X=x\Leftrightarrow\tan x$ =X, $\tan \mathrm{Y}=y\Leftrightarrow\tan y$ =Y より

$\tan x+\tan y$ $=$ $\tan(\frac{x+y}{1-xy})$

$=$ $\tan(x\oplus y)$ . .
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