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一変数代数方程式の行列固有値解法について

村上弘
MURAKAMI HIROSHI

東京都立短期大学経営情報学科
TOKYO METROPOLITAN COLLEGE, MANAGEMENT AND INFORMATION’

要約: monic な一変数代数方程式の解法を、対応する一般化随伴行列の行列固有値の数値解法に帰着させ
る方法の周辺について考察を行なった。全零点が既知の多項式 $P$(x) による方程式 $f(x)=0$ の条件改善の
前処理 (pre-conditioning) と見なせる定式化を取り上ける。 $f(x)/P$ (x) の部分分数分解は、方程式 $f(x)=0$

の係数と $P$(x) の零点から有理的に求められ、 $f$ (x) に対応する一般化随伴行列の要素は、部分分数分解の係
数から直ちに導ける。 $f$ (x) の零点と $P(x)$ の零点とのすれの上限を与える Smith の定理は、 $f(x)/P(x)$ の

部分分数分解から容易に導かれる。代数方程式の標準的数値解法の Durand-Kerner法は、「前回の近似根を
$P$ (x) の零点に置いて得られる一般化随伴行列の対角近似の固有値を新しい近似根に採用する反復法」と解
釈できる。部分分数分解の式に対し直接に摂動展開近似や Newton-Raphson 法を用いて反復的に方程式の
近似根を得る試みについても説明する。

1 部分分数分解の係数の計算

相異なる $M$個の分点を $\alpha_{1},$ $\cdots,$ $\alpha_{M}$、各分点の重複度を $m_{1},$ $\cdots$ ,mM、重複度の和 $\sum_{p=1}^{M}m$p は多項式 $f(x)$

の次数 $n$ に等しいとする。重複度を込めた因子の積を $P(x)= \prod_{p=1}^{M}(x-\alpha_{p})^{\prime \mathrm{n}_{p}}$ とするとき、部分分数分解
$f(x)/P(x)=1+ \sum_{p=1}^{M}\sum_{\ell=1}^{m_{\mathrm{p}}}\mathcal{T}_{\alpha_{\mathrm{p}},l/(x-\alpha_{p})^{\ell}}$ の係数 $\tau_{\alpha_{\mathrm{p}},\ell}$ は以下のように求めることが出来る。

$f(x)/(P(x)/(x-\alpha_{p})^{m_{p}})$ の $x=\alpha_{p}$ を中心とする Taylor展開を $(m_{p}-1)$ 次の部分まて求めた

とすれば、 $k$ 次の係数が $\tau_{\alpha_{\mathrm{p}},m_{P}-k}$ ゆえ、多項式 $f(x)$ と $P(x)/(x-\alpha_{p})^{m}$p の $x=\alpha_{p}$ を中心とす

る展開を各々 $(m_{p}-1)$ 次まて取って割算て商の Taylor 展開を $(m_{p}-1)$ 次まて求めれば良い。

一層具体的に係数を表してみる $\circ$ 有理関数 $\psi_{p}(x)\equiv f(x)/(P(x)/(x-\alpha_{p})^{m_{p}})$ を定義すると、 $\tau_{\alpha_{\mathrm{p}},m_{p}-k}=$

$\psi_{p}^{(k)}(\alpha_{p})/k!,$ $k$ =0, $\cdot$ .. , $m_{p}-1$ てある。 $B_{p}(x)=- \mathrm{R}_{\alpha_{p})^{\mathrm{n}_{\mathrm{p}}}}x’=\prod_{q(\neq p)}’Px(x-\alpha_{q})^{m_{q}}$ : $G_{p}(x) \equiv\frac{d}{dx}1$Og $B_{p}(x)=$

$\sum_{q(\neq p)\alpha_{q}}’\frac{m}{x-}arrow$ と置き. $k=0,$ $\cdots,$ $(m_{p}-1)$ ‘対して $\psi_{p}(x)\equiv f(x)/B_{p}$ (x) の導関数を計算すると $\tau_{\alpha_{p},m_{p}-k}=$

$(1/k!)\psi_{p}^{(k)}(\alpha_{p})$ から係数 $\{\tau_{\alpha_{p},\ell}\}$ が求められる。
$\psi_{p}$ (x) の導関数の計算の便利の為に、 $\psi_{p}^{\langle k)}(x)\equiv\phi_{p}^{[k]}(x)/B_{p}(x)$ と置いて $\phi_{p}^{[k]}(x)$ を導入する。 (但し $\phi$ の肩の

$[k]$ は添字てあって微分の階数の意味ではない。) 関係 $\phi_{p}^{[0]}(x)=f$ (x) から始め、帰納的な関係 $\phi_{p}^{[k+1]}(x)=$

$( \frac{d}{dx}\phi_{p}^{[k]}(x))-\phi_{p}^{[k]}$ (x) $G$ (x) を利用して $\phi_{p}^{[k]}(x)$ が求まる。 $f^{(k)}(x)$ は $f(x)$ の $k$-階導関数、 $G_{p}^{(k)}(x)$ は $G_{p}(x)$

の $k$-階導関数て $G_{p}^{(k)}(x)=(-1)^{k}k! \sum_{q(\neq p)(x-}^{l}\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\alpha_{q})}^{m}$。係数 $\{\tau_{\alpha_{p},\ell}\}$ は $\tau_{\alpha_{p},m_{p}-k}=(1/k!)\psi_{p}^{(k)}(\alpha_{p})$ で、式

中の $x$ に $\alpha_{p}$ を代入して $\psi_{p}^{(k)}(x)=\phi_{p}^{[k]}(x)/B_{p}$ (x) により計算てきる。 $\phi_{p}^{[k]}$ (x) の表式の最初の 5 個 (重複度

.murakamiOtmca.ac.jp

XXXI-I

数理解析研究所講究録 1395巻 2004年 198-204



188

5 への対応が可能) までを具体的に書くと:

$\phi_{\mathrm{p}}^{[0}](x)=f(x)$
: $\phi$Pl $(x)=f^{(1)}(x)-G_{p}(x)f(x)$ ,

$\phi_{p}^{[2}$1 $(x)=f^{(2)}(x)-2G_{p}(x)f^{(1)}(x)+(G_{p}^{2}(x)-G_{p}^{(1)}(x))f(x)r$.
$\phi_{p}^{[3}$ 1 $(x)=f^{(3)}(x)-3G_{p}(x)f^{(2)}(x)+3(G_{p}^{2}(x)-G_{p}^{(1)}(x))f^{(1)}(x)+(-G_{p}^{3}+3G_{p}^{(1)}(x)G_{p}(x)-G_{p}^{(2)}(x))f(x)$

:
$\phi_{p}^{[4}$ 1 $(x)=f^{(4)}(x)-4G(x)f^{(3)}(x)+(6G_{p}^{2}(x)-6G_{\mathrm{p}}^{(1)}(x))f^{(2)}(x)+$ ( $-$ 4G (x)+l2G )

$(x)G_{p}(x)-$

$4G_{p}^{(2)}(x))f^{(1)}(x)+(G_{p}^{4}(x)-6G\mathrm{p}(1) (x)G_{\mathrm{p}}^{2}+4G_{p}^{(2)}(x)+3(G_{\mathrm{p}}^{(1)}(x))^{2}-G_{p}^{(3)}(x))f(x)$ .

2 -ffi化 Lagrange補間と一 $\Re\backslash$化随伴行列

monic を $n$ 次方程式を $f(x)=0_{\backslash }$ 一般化 Lagrange 補間の相異なる $M$ 個の分点を $\alpha_{1},$ $\cdots,$ $\alpha_{M}$、各分点
の重複度を $m_{1},$ $\cdots,$ $m_{M}$、重複度の和 $\sum_{p=1}^{M}m$p は $n$ に等しいとする。重複度を込めた因子の積を $P(x)=$
$\prod_{p=1}^{M}(x-\alpha_{p})^{m_{p}}$ とすると. 部分分数分解 $f(x)/P(x)=1+ \sum_{p=1}^{M}\sum_{l=1}^{m_{p}}\tau_{\alpha_{p}},\ell/(x-\alpha_{p})$ ’の分子の係数は $f$ の係
数と $M$個の分点とから有理的に求められる。次に合計 $n$ 個の (多重) 極因子 $\varphi_{\alpha_{p},\mathit{1}}(x)\equiv 1/(x-\alpha_{p})^{t},$ $1\leq\ell\leq m_{p}$

を基底にとる。そのとき定数 1 は $\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} f(x)$ で ( $P$(x) を乗じて $\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} f$ (x) て法をとれば同値になるという意
味で) 基底の線形結合によって $1=- \sum_{q=1}^{M}\sum_{j=1}^{m_{q}}\tau$

\mbox{\boldmath $\alpha$}q’j $\varphi_{\alpha_{q},j}$ と書けることに注意する。 $x$ を乗じる作用の
基底上の線形表現は:. $\ell\geq 2$ のとき $x\cdot\varphi_{\alpha_{\mathrm{p}}},\ell=\ulcorner_{x-\alpha_{\mathrm{p}})}^{\neg}=xr\sim Y+G^{=}d_{\mathrm{p}}$ $T\text{了}=\alpha_{p}\cdot\varphi_{\alpha_{p\prime}\ell}+1\cdot\varphi_{\alpha_{p},\ell-1}$. $\ell=1$ のとき $x \cdot\varphi_{\alpha_{p\prime}1}=\frac{x}{x-\alpha_{\mathrm{p}}}=\frac{\alpha}{x-}\mathrm{z}_{-+1=\alpha_{p}\cdot\varphi_{\alpha_{p},1}-\sum_{q=1}^{M}\sum_{\mathrm{j}=1}^{m_{q}}\tau_{\alpha_{q},j}\cdot\varphi_{\alpha_{q},j}}\alpha_{\mathrm{p}}$ .

となる。変換の行列 $T$ の要素はこれから求まる。’ 多項式の基底での表現に移るには、基底 $\varphi_{\alpha_{p},\ell}$ に $P$(x) を
乗じると、 一般化 Lagrange 補間多項式 $B_{\alpha_{p},\ell}(x)$ が得られ、 $x$ を表現する行列 $T$ は不変てあることが容易
に分かる。あるいは最初から $P$(x) を乗じた形ての基底の関係式を考えてぃると見なすとよい。

2.1 分点が原点て重複度 $n$ の場合

$P(x)=x^{n}$ に相当し、 $T$ は副対角が全て 1 の下 Hessenberg 形行列て、最後の行は $f$ (x) の係数の符号を
変えたもので、古典的な随伴行列。 $x$ を乗じる作用を制約 $f(x)=0$ の下て線形独立な単項多項式の基底
$\{1, x,x^{2}, \cdots,x^{n-1}\}$上て線形表現したものて、基底の数値的な線形独立性は $x=0$ と $x=\infty$ の近傍て高い。
古典的随伴行列 (Companion matrix) の固有値を、非対称行列に balancing適用後に QR-反復法によって

解く方法を適用する場合の後退誤差解析は既に行った $[1]_{\text{。}}$ 古典的随伴行列を利用する一変数代数方程式の
数値解法は、後退誤差解析の意味で極めて安定てある。高次の場合 (数百 $\sim$など) でも、 固定精度の浮動小
数点数表現での計算の範囲では方程式の残差が小さいという意味ての一応妥当な数値近似根が得られる。

2.2 分点が相異なる場合

相異なる $n$ 個の分点 $\alpha_{1},$ $\cdots,$
$\alpha_{n}\in \mathrm{C}$ を採り $P(x)= \prod_{p}(x-\alpha_{p})$ を作ると、 $f(x)/P$(x) の部分分数分解て

分母 $(x-\alpha j)$ に対応する分子の係数は $\tau_{j}\equiv f(\alpha_{j})/P’(\alpha j)_{\text{。}}x$の表現行列 $T$ は $t_{k,j}$ $=\alpha j\delta k,j-\tau j$ となり、 $T$

の固有値が $f(x)=0$ の根である。 $T$ の対角近似の固有値を根の近似値に採用することが Durand-Kerner法
の反復 1 回に一致する。

$f(x)=0$ の制約の下て $n$ 個の相異なる分点上の Lagrange 補間多項式 $P(x)/(x-\alpha j)$ を基底に採って $x$

を乗じる作用を表現する行列が $T$ で、基底は分点 $\alpha_{k}$ の近傍ての数値的線形独立性が高い。
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分点集合から一般化随伴行列の固有値として近似計算で求めた根を新たな Lagrange補間多項式の分点集合
と置き、その新しい分点集合から (必要なだけの高精度計算を用いて) 一般化随伴行列を再度構或、 という反

復操作を行えば近似度を必要に応じ上げながら近似根全てを確実に求められる算法が得られる $[2][3]_{\text{。}}$ 一般化

随伴行列は反復に伴い次第に対角行列に収束する。収束する一般化随伴行列の固有値を反復毎に求めるので、
前回の情報を $QR$法のシフト量の決定に利用すれば計算量をかなり低減てきるが、それても $n$-次行列の QR-

反復法による Schur分解は $O$ (\sim ) の計算量なので、反復 1 回当たりの計算量が $O$ (n2) である Durand-Kerner
法 (行列の対角近似に該当) に比べ、計算量や必要な記憶量の面でかなり不利である。 ほとんどの場合、最

初の一回だけは数値解法により古典随伴行列の固有値の近似根を得て、以降は Durand-Kerner 法の反復を

(演算精度を必要なだけ上げながら) 適用すればよく、 (Durand-Kerner 法の反復の補正量の $n$倍が Smith の

円の半径だから) 必要に応じて Smith の定理を用いると近似根の誤差限界を評価でき、Durand-Kerner の

反復による計算の進行の様子を監視することが出来る。
方程式 $f(x)=0$ の根に重根がある場合 (これは仮に正確な GCD 計算が行なえれば除外することもてき

る)、 あるいは極端な近接根を持つ場合については、 Lagrange補間多項式の分点を移動させて根に近づけて
いくことて次第に一般化随伴行列の条件を向上てきるが、分点相互が極端に近づくと、 固定精度の浮動小

数点数による演算ては数値的問題が生じ、精度の良い根や誤差の限界を求めることが困難になる。 むしろ

積極的に重複した分点を許す定式化が数値的扱いには有利てある (参考:[12])。

2.3 分点に重複を許す場合

最も一般化された随伴行列の行列要素は、相異なる分点に基づいた Lagrange補間多項式を基底にとった
「一般化随伴行列」 と $x$ の単項式を基底にとった通常の「古典的な随伴行列」 との混合型になる。
分点 $\alpha_{p}$ の分点の重複度を $m_{p}$ とする $\text{。}$ 因 $\circ$子の積を $P(x)= \prod_{p=1}^{M}$ ($x$ -\mbox{\boldmath $\alpha$}p)mp.\downarrow 部分分数分解を $f(x)/P(x)=$

$1+ \sum_{p=1}^{M}\sum_{k=1}^{m_{p}}\tau$
\mbox{\boldmath $\alpha$}

$p’ k/(x-\alpha_{p})^{k}$ とする。そのとき表現行列 $T$ は $(p, k)$ の組て指定される分母 $(x-\alpha_{p})^{k}$ に

対応する $m_{p}$ 個の行を持ち、その減少する極位数の列 $k=m_{p},$ $\cdots,$
$2$ に対応する $(m_{p}-1)$ 個の行は対角要素

が \mbox{\boldmath $\alpha$}p、右副対角要素が 1 て他は 0 となる。位数 $k=1$ に対応する行は $(q,j)$ の組で指定される分母 ($x-\alpha_{q}$ V
に対応する列に対して一 $\tau_{\alpha_{q},j}$ を置き、 さらに対角位置に $\alpha_{p}$ を加えたものになる。

分点の重複度が {3, 2, 1} の例
$f(x)$ を monic を 6-次多項式とする。分点を三点 $\alpha,$

$\beta,$
$\gamma$ とし、それぞれの重複度を 3, 2, 1 とする。$P(x)=$

$(x- \alpha)^{3}\text{とする_{。}}(\begin{array}{l}x-\beta\mathrm{g}\end{array})2\text{と}\ovalbox{\tt\small REJECT}\mathrm{A}\mathrm{a}\text{て_{、}}f(x)/P(x)\text{の}\mathrm{g}\beta \text{分}\mathrm{f}\mathrm{f}\text{数}4\neq \mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}\text{の各極の}ffi_{\backslash }\text{数を}\{\tau_{\alpha,3},\tau_{\alpha,2},\tau_{\alpha,1}, \tau_{\beta},,\tau\tau\}\theta)_{\grave{l}}r-\bigwedge_{\coprod}$

を乗じる線形表現行列 $T$ は、

$[-\tau_{\alpha}-\tau_{\alpha}-\tau_{\alpha}\alpha 00$,’, $333$

$-\tau_{\alpha}-\tau_{0}-\tau_{\alpha}\alpha_{\mathrm{O}}1$ ,,,
$222$

$\alpha_{0,-\tau_{\alpha,1}}-\tau_{\alpha,1}-\tau_{\alpha,1}01$ $-\tau\rho-\tau_{\beta}-\tau_{\beta}\beta 00$

,

$222$

$\beta-\tau_{\beta}-\tau_{\beta,1}-\tau_{\beta,1}001$

, $1$

$\gamma-\tau_{\gamma}-\tau_{\gamma,1}-\tau_{\gamma.1}000$

,1

$]$

2.4 実係数方程式の場合

実係数方程式の場合を考察する。 (古典的) 随伴行列は実 Hessenberg 形なのて、疎性を生かし適切に

balancing $|_{\vee}$た後に do.uble-QR 法を行う方法が固有値計算に採用てきるが、数値根の近似を改良するた
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め相異なる分点を根付近に配置し、 実の一般化随伴行列を得る方法を導く。

monic を $n$ 次の実方程式 $f(x)=0$ に対し、複素平面上 $n=s+2t$ 個の相異なる分点を設け、実の分点
か 個 虚で複素共愛 $\mathrm{J}$分点の組を 個とする $\iota$ $s$

$\mathrm{z}$

基底関数 2 を用いれ $\mathrm{f}$

を乗しる乍用の表現’丁 F よ実行 F| $\#$ よる 詐 痛略 ある $\mathrm{A}$ よ複素共 1対の分声に対, する基底に

$\ovalbox{\tt\small REJECT}$. $i$
を用 $\mathrm{A}$ るーとも出来る 実 $\ni\lambda$ 竹行 F を 法じ

より ヒの後 去を用 $\mathrm{A}$ て固有値を。算すること力出来る

3 非対称行列の固有値の計算法

行列の数値的固有値解法は連立一次方程式と同様に既に膨大な研究がなされているが、簡便に非対称複素
行列の固有値を全て求めるのには、例えば行列の疎性に適合した balancing と組み合わせて Francis の QR-
法 [14] を、 あるいは P.J.Eberlein の Norm Reducing Jacobi 法 [14] を利用出来る。 Jacobi 法は、行列要素
への参照パターンから記憶参照の局所性が低く、行列の次数が大きいとかなり不利である。但し、非対角或
分が小さい場合には収束が早い。代数方程式の解法として行列固有値の解法で $\mathrm{Q}\mathrm{R}$法など行列の変形に基
づく数値計算法を利用する場合に共通の難点は、「行列を保持する為に $O$ (n2) の記憶量が必要て、全固有値
を求めるのには $O$ (n3) の計算量が必要」 なことである。固有値の一部分が欲しい場合などには、行列 $T$ の

構造を利用した反復系解法も考察すべきてあろう。

$T$ の b油mcing について

分点が相異なる場合、分点の組 $\{\alpha\}$ を固定すると、 $n$個の係数 $\{\tau\}$ て方程式の根が決まるが、複素対角行列
$D$ で $T$ を相似変換 $Tarrow\tilde{T}=DTD^{-1}$ する balancing を行うと、 $t_{k,j}=\alpha_{k}\delta_{k,jj}-\tauarrow\tilde{t}k,j=\alpha k\delta k,j-\tau j(d_{k}/dj)$

となる。例えば $\tau_{j}\neq 0$ のとき $d_{j}=(\tau_{j})^{1/2}$ とし、 $\tau_{j}=0$ もしくは丸め誤差 $\epsilon$ 程度のときには $4=(\epsilon)^{1/2}$ と

すると、 $\mathcal{T}j(d_{k}/dj)=(\tau_{k}\tau_{j})^{1/2}$ となり、 $\tilde{T}$ は (複素) 対称行列になる。特に分点 $\{\alpha\}$ が実数て $f$ (x) も実係
数多項式のとき、全ての $\mathcal{T}j$ が同符号てある場合 (即ち分点を値の順に並べたとき分点上での $f$ (x) の符号が
毎回反転する場合) には $\tilde{T}$ が実対称な行列てあることがわかる。

$T$ の非対角要素の絶対値の 2 乗和と $\tilde{T}$ の非対角要素の絶対値の 2 乗和の差は $n||\tau||_{2}^{2}$ –|I|21\geq 0(等号は全
或分の大きさが等しい時)、あるいは $T$ の非対角要素の絶対値の 1 乗和と $\tilde{T}$ の非対角要素の絶対値の 1 乗
和の差は川 $|\tau||_{1}$ –||’’||1/2\geq O(等号は全或分の大きさが等しい時)。いずれの尺度ても $T$ よりも $d_{j}=|\tau j|^{1/2}$

て balancing された複素対称行列 $\tilde{T}$ の方が非対角性が小さい。

4 部分分数展開と Smithの定理

4.1 分点に重複のない場合

部分分数分解を $f(x)/P(x)=1+ \sum_{p=1}^{n}\tau_{p}/(x-\alpha_{p})\text{。}$ 根 $x$が分点と異なるなら. $1=| \sum_{p}\tau_{p}/(x-\alpha_{p})|$ か

ら $1 \leq\sum_{p}|\tau_{p}/(x-\alpha_{p})|$ 。いま 0 を省いた分子 $\tau_{p}$ の個数を $n^{*}(\leq n)$ と置く。 $n^{*}=0$ なら $f(x)/P(x)\equiv 1$ で $x$

は分点に一致するから $n^{*}\neq 0$ としてよい。すると、 $|\tau_{p}/(x-\alpha_{p})|\geq 1/n^{*}$、即ち $|x-\alpha_{p}|\leq n^{*}|\tau_{p}|$ となる添字 $p$

が (無ければ不等式を満たせないから) 必すある。また更に $1 \leq\sum_{q}|\tau_{q}/(x-\alpha_{q})|\leq(1/\min_{q}|x-\alpha_{q}|)\sum_{q}|\tau_{q}|$

だから $q$ を $|x-\alpha_{q}|$ を最小にする添字とすれば、 $|x- \alpha_{q}|\leq\sum_{q}|\tau_{q}|=||\tau||_{1}$ 。また、 分点 $\alpha_{p}$ が根なら、 部
分分数分解の左辺は $x=\alpha_{p}$ で有限だから \mbox{\boldmath $\tau$}p=0、逆に $\tau_{\mathrm{p}}=0$ なら $\alpha_{p}$ は根てある。 よって根 $x$ が分点に一
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致する場合も、 両方の不等式を満たす添字があることが容易にわかる。
以上から方程式の任意の根 $x$ に対して、 $|x-\alpha_{p}|\leq n^{*}|\tau_{p}|$ となる添字 $p$ と $|x-\alpha_{q}|\leq||\tau||_{1}$ となる添字 $q$ が存

在する。即ち $f(x)=0$ の全根は、全ての $p$ について円板:lx-\mbox{\boldmath $\alpha$}pl $\leq n"|\tau_{p}|$ を合併させた領域に含まれること

がわかる。あるいは全ての $q$ について円板:lx-\mbox{\boldmath $\alpha$}ql $\leq||\tau||_{1}$ を合併させた領域についても同様である。更に、

部分分数展開の分子の係数 $\{\tau\}$ を全部一斉に実数 $t$ 倍に置き換えたものを考え対応する左辺を $F$ (x, $t$) $/P(x)$

と置くと $F$ (x, $\mathrm{O}$ ) $=P$(x), $F$ (x, $1$ ) $=f$ (x) てある。 (今の場合 $F(x,$ $t)\equiv P(x)+t(f(x)-P(x))_{\text{。}}$ ) 実数 $t$ を

0 から 1 まで単調連続的に変え、それに伴う各根の軌跡の連続性を考えると、円板 $D_{p}$ : $|x-\alpha_{p}|\leq n^{*}|\tau_{p}|$ に

ついて、 Gershgorin 型の根の包含定理: 「全円板の合併領域内に全根が含まれる。各連結或分内の根の個
数は連結或分を構或する円板の個数に等しい」がわかる。 (円板 $D_{q}’$ : $|x-\alpha_{q}|\leq||\tau||_{1}$ についても同様。) 以

上で、分点が相異なる場合の Smith の定理 [12] が Gershgorin の定理を経由しない初等的方法て得られた。
注意: 係数 $|\tau_{p}|$ の正確な零判定が出来ない場合 $n^{*}$ を $n$ とすると Smith 円の半径が増える、 $|\tau_{p}|$ の値が誤差

を含む場合には上限値て置き換えると、 Smith 円の半径が増えた粗い評価が得られる。

4.2 分点に重複を許す一般の場合

部分分数分解を $f(x)/P(x)=1+ \sum_{p=1}^{M}\sum_{k=1}^{m_{p}}\tau$
\mbox{\boldmath $\alpha$}

$p’ k/(x-\alpha_{p})^{k}$ とする。分点と異なる根 $x$ に対しては、
$1 \leq\sum_{p=1}^{M}(\sum_{k=1}^{m_{p}}|\tau_{\alpha_{p},k}/(x-\alpha_{p})^{k}|)\circ$ M 個ある分点 $\{\alpha_{p},p$ =1, $\cdot$ .., $M\}$ のうちて、対応する分子の係数

$\tau_{\alpha_{p},k}$ , $k=1,$ $\cdots,$ $m$p が全て 0であるような分点を省いた個数を $M^{*}(\leq M)$ とする。M*=0.なら $f(x)/P(x)\equiv 1$

で、分点と異なる根が存在しないから $M^{*}\neq 0$ と仮定してよい。すると不等式 $\sum_{k=1}^{m_{p}}|\tau_{\alpha_{p},k}/(x-\alpha_{p})^{k}|\geq 1/M^{*}$

を満たし、係数 $\tau_{\alpha_{p},k}$ , $k=1,$ $\cdots,m$p の中に 0 てはないものがあるような添字 $p$ が存在する (無ければ元の
不等式を満たせない)。
いま簡明の為に $r\equiv|x-\alpha_{p}|>0,a_{k}\equiv M^{*}|\tau_{\alpha_{p},k}|\geq 0$ と置くと、不等式は $g(r) \equiv 1-\sum_{k=1}^{m_{p}}a_{k}/r^{k}\leq 0$ となる. 係

数 $a_{k}$ の中に 0 でないものがあるので、 $g$ (r) は単調増加関数て 0 の近傍ては $g(r)<0$ だから、 $g(r)=0$ は

唯一の正根馬を持ち、不等式 $g(r)\leq 0$ なら r\leq Rp、即ち $|x-\alpha_{p}|\leq b$ である。 $R_{p}$ は分点 $\alpha_{\mathrm{p}}$ を中心とする

Smith 円の半径である。

方程式 $g(r)=0$ の唯一の正根 $R_{\mathrm{p}}$ は以下のようにして求められる。係数 { $a_{k},$ $k=1,$ $\cdots,$ $m$p} の
うち 0 てはないものの個数 $m_{p}^{*}$ は仮定から 0 てはない。 $1= \sum_{k=1}^{m_{p}}a_{k}/R_{p}^{k}$ だから、少なくとも

$a_{k}/R_{p}^{k}\geq 1/m_{p}^{*}$ となる添字 $k$ が存在する。その添字 $k$ に対して $R_{p}\leq(m_{\mathrm{p}}^{*}a_{k})^{1/k}$ だから正根 $R_{p}$ の

上限が $\max_{k}\{(m_{p}^{*}a_{k})^{1/k}\}$ で与えられる。関数 $g(r)$ は単調て下に凸だから、 Newton-Raphson
法によってこの正根の限界から始めて反復すると、途中の近似値の列は単調に減少しながら常
に根の上界を与えつつ、唯一の正根 $R_{p}$ へ必す収束する。

注意:係数の厳密な零判定が出来ない場合、 $M^{*},$ $m_{p}^{*}$ の代わりに $M,$ $m_{p}$ を使うと Smith 円の半径
は増加し、 より粗い評価が得られる。 また $g$ (r) の関数値は ($r>0$ だから) どの係数 $a_{k}$ に関して

も単調減少なのて、鳥の値はどの係数 $a_{k}$ に関しても単調増加てある。係数 $a_{k}$ の値が正確に求

まらない場合ても、係数の値を誤差上限から決まる上限値により置き換えれば Smith 円の半径
が増加した粗い評価が得られる。

分点 $\alpha_{p}$ が $f$ (x) の位数 $m_{p}$ 以上の零点ならば、 $f(x)/P$(x) は $x=\alpha_{p}$ て極を持たないのて、係数 { $\tau_{\alpha_{\mathrm{p}},k}$ ,
$\cdot$

$k=$

$1,$ $\cdots,$ $m_{p}\}$ は全て 0 になる。 この場合は Smith 円の半径馬を 0 と定義する。この定義は、係数 { $\tau_{p,k},$
$k$ =

1, $\cdots$ , $m_{p}$ } の中に 0 てはないものがある場合を考え、それらの係数を全て 0 に近づけて極限を取った場合
と矛盾しない。 (上述の Smith 円の半径の計算て馬の上限の値 $\max_{k}\{(m_{p}^{*}a_{k})^{1/k}\}$ 力 $\backslash \cdot$

$a_{k}arrow 0,$ $k$ =1, $\cdot$ . . , $m_{p}$

の極限ては 0 になることからも分かる)
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分点 $\alpha_{p}$ が $f$ (x) の位数 $L(0<L\leq m_{p})$ の零点ならば、 $f(x)/P$ (x) は $x=\alpha_{p}$ で $m_{p}-L$ 位の極を持つの

で、 係数 $\{\tau_{\alpha_{p},\mathrm{b}}k$ =1, $\cdot$ . . , $m_{p}\}$ は添字 $k=m_{p}-$ L に対しては 0 でなぐ それより大きい $L$ 個の添字

$k=m_{p}-L+1,$ $\cdots,$ $m$p に対しては全て 0 となる。逆に、係数の添字 $k$ を大きい側から順にみて $\mathrm{T}$度

$L(1<L<m_{p})$ 個が連続して 0 なら、 $\alpha_{p}$ は $f$ (x) の T度 $L$ 位の零点である。この場合の Smith 円の半径 $R_{p}$

を求めると値は正だから、分点に一致する根 $x=\alpha_{p}$ に対して $|x-\alpha_{p}|\leq R_{\mathrm{p}}$ は当然成立する。

まとめると、各分点 $\alpha_{p}$ を中心とする Smith 円の半径 $R_{p}$ を求めると、方程式 $f(x)=0$ の全ての根は、い

すれかの (周をも含めた) 円板上にある。
(主係数が 0 にならない) 方程式の根はその係数の連続関数なので、ホモトピー的考察を行えば更に強いこと

が言える。ホモトピーの構或は、 $f(x)/P$(x) の部分分数分解の係数 { $\tau_{\alpha_{p}}$ ’k} に対して何を実のパラメタとし
て一斉に { $t^{k}\tau_{\alpha_{p}}$ ,k} で置き換えた右辺をつくり、それが $F(x, t)/P$(x) の分解てあると置くと $F$ (x, $\mathrm{O}$ ) $=P$(x),
$F$ (x, $1$ ) $=f$ (x) で、 $t$ の値を $t=0$ から $t=1$ まて単調に増大させると分点 $p$ を中心とする Smith 円の半径
は $tR_{p}$ となり単調に増大するのて、Gershgorin型の包含定理: 「全ての円板の合併領域中に全根が含まれ

る。 しかも各連結或分中の根の個数は、連結或分を構或する円板の重み (中心の分点の重複度) の和に等し

い」が導ける。 このように、不等式を中心としたなるべく簡単な議論で Smith の定理 [12] の主要な結果を
得ることが出来る。 (Smith 円の半径 $R_{p}$ は係数 $\{\tau_{\alpha_{\mathrm{p}},k},$ $k$ =1, $\cdot$ . . , $m_{p}\}$ の絶対値の単調増加関数だから、 ホ

モトピーを構或するのには、係数 $\tau_{\alpha_{p}}$ ,k に $t$ の関数 $h_{p,k}(t)$ を乗じたものを考え、関数 $h_{p,k}$ ( t) が広義単調増

加で閉区間 $[0, 1]$ を $[0, 1]$ へ写せば充分である。例えば $h_{p,k}(t)=t$ てもよい。)

5 部分分数分解と分数方程式

分数分解を $f(x)/P(x)=1+ \sum_{j=1}^{n}\tau_{j}/(x-\alpha_{j})$ とする。係数は $\tau_{j}=f(\alpha_{j})/P’(\alpha_{j})_{\text{。}}$

$x$ がどの分点とも一致しない方程式の根ならぼ、分数方程式:l+\Sigma jn$=1\tau j/(x-\alpha j)=0$ を満たす. $x$ が分

点 $\alpha_{k}$ と一致する元の方程式の根ならぽ、 $\tau_{k}=0$ なので部分分数分解から添字 $k$ を持つ項は消え、 $f(x)=0$

と $P(x)=0$ が共通根を持ち、元の方程式の減次に対応する。
反復的に分点の組 $\{\alpha\}$ を変化させる場合、その分点の組に対応した分子の係数の組 $\{\tau\}$ の中に値 O(もし

くは丸め誤差を考慮して 0 とみなせるもの) が生じた場合はその項を積極的に除き、以後その分子に対応す
る分点は固定してよい。以下ではこの ($f(x)=0$ を $P(x)$ で pre-conditioning を施したと見なせる) 分数方

程式を反復法で解くことを試みる。

Newton-Raphson法による方法

Newton-Raphson法の利用を考察する。 $g(x) \equiv 1+\sum_{j}\tau_{j}/(x-\alpha_{j})$ と置くと、 $g$ の零点を求める Newton-
Raphson 法の反復は: $x \vdash x-g(x)/g’(x)=x+(1+\sum_{j}\tau_{j}/(x-\alpha_{j}))/(\sum_{j}\tau_{j}/(x-\alpha_{j})^{2})$ となる。近似根

から始め、反復して値が収束すれば根が得られる。 (但し、 $\tau_{j}\neq 0$ のとき、反復の途中偶然に $x$ が $\alpha_{j}$ に一致

した場合は、 $x$ の更新量の分子分母は無限大だが極限値は 0 である。そのため反復が停止するが、 これは根
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摂動的方法

$\{\tau\}$ の大きさが充分小さい場合に摂動的扱いを試みる。 $\alpha_{k}$ 付近の解 $x$ を求める為に、 $(x-\alpha_{k})$ を乗

じた関係式: $x=\alpha_{k}-$ \mbox{\boldmath $\tau$}k $-(x- \alpha_{k})\sum_{\mathrm{j}(\neq k)}’\tau_{j}/(x-\alpha_{j})$ から逐次近似: $x^{(s+0}=\alpha k$ $-\tau_{k}-$ (x(s) -
$\alpha_{k})\sum$ ’j $(\neq k)\tau_{j}/(x^{(s)}-\alpha_{j})$ を得る。 $\tau$ の 1 次近似では $x^{(1)}=\alpha_{k}-\tau k$ となり、 Durand-Kerner 反復に等
価。次に $\tau$ の 2 次近似ては $\theta^{(2)}\equiv 1-\Sigma’ j(\neq k)\tau j/(x^{(1)}-\alpha_{j})$ :

$x^{(2)}=\alpha_{k}-\tau k\theta^{(2)}$ さらに 3 次近似では
$\theta^{(3)}\equiv 1-\theta^{(2)}\sum_{j(\neq k)}’\tau_{j}/(x^{(2)}-\alpha_{j}),$ $x^{(3)}=\alpha_{k}-\tau_{k}\theta$ (3) などとなる。

まとめると 1 次て $\theta^{(1)}\equiv 1$

:
$x^{(1)}=\alpha_{k}-\tau_{k}\theta^{(1)}$ から始めて、 $(s+1)$ 次では $s$ 次の $\theta^{(\epsilon)},x^{(\epsilon)}$ を用いて

$\theta^{(s+1)}\equiv 1-\theta^{(s)}\sum_{j(\neq k)}’\tau_{j}/(x^{(\epsilon)}-\alpha_{j})\acute{.}x^{(s+1)}=\alpha_{k}-\tau_{k}\theta^{(s+1)}$ となる。
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