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1 量子テレポーテーション

完全に綽れ合った 2 量子ビット状態である Bell 状態を用いた理想的な量子テレポー
テーションを述べる. 送信者 A(Alice と呼ぶ) が 1 量子ビットの未知の量子状態
$|\psi^{\Lambda}>$ を受信者 $\mathrm{B}$ (Bob と呼ぶ) に送らなければならないとする. 一般に送信者 A の

任意の 1 量子ビットの状態 $|\psi^{\Lambda}>$ は次の式で与えられる.

$|$ $$A>=\alpha|0^{\Lambda}>+4|1’>$

ここで $\alpha,$
$\beta$ は規格化条件 $|\alpha|^{2}+|\beta|\underline’=1$ を満たす複素数である. また状態ベクトル

$|0^{\mathit{1}1}>$ と $|1^{\Lambda}>$ は送信者 A の 2 次元 Hilbert 空間 $\mathcal{H}_{2}^{\Lambda}$ の基底ベクトルを表す この

1 量子ビットの量子状態 $|\psi^{A}>$ を量子テレポーテーションによって送信者 A から
受信者 $\mathrm{B}$ へ伝送するためには, その準備として送信者 A と受信者 $\mathrm{B}$ の間で完全に
纏れ合った Bell 状態を前もって共有しておく必要がある. ここでは. 次の式で与え
られる Be旧犬態 $|\Phi_{+}^{\Lambda l_{-}?}>$ が受信者 A と送信者 $\mathrm{B}$ の間で前もって共有されていると
仮定する.

$| \+\Lambda\Pi>.=\frac{1}{\sqrt{\underline{9}}}(|0^{\Lambda}>\otimes|0^{\Pi}>+| 1A>\otimes|1^{B}>)$ .

このとき送信者 A と受信者 $\mathrm{B}$ からなる全システムの量子状態は Hilbert 空間 $\mathcal{H}^{\Lambda}..’\otimes$

$H_{-}^{\Lambda},\otimes \mathcal{H}_{2}^{B}$ の規格化されたベクトル $|\psi^{A}>\otimes|\Phi_{+}^{\Lambda R}>$ で与えられる. (1) と (2) から簡
単な計算によって. この全体の量子状態は次のように書き換えることができる.

$|$e$A>\otimes|\Phi_{+}^{\Lambda\Gamma \mathit{3}}>$

$=$ $\frac{1}{2}|\Phi_{+}^{AA}>\otimes(\alpha|0^{B}>+\beta|1^{l?}>)+\frac{1}{2}|\Phi_{-}^{\Lambda A}>\otimes(\alpha|0^{l3}>-\beta|1^{B}>)$

$+$ $\frac{1}{2}|\Psi_{+}^{A\Lambda}>\otimes(\alpha|1^{B}>+\beta|0^{l}’>)+\frac{1}{2}|\Psi_{-}^{\Lambda\Lambda}>\otimes(\alpha|1^{B}>-\beta|0^{B}>)$
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ただし. 量子状態 $|\Phi\ovalbox{\tt\small REJECT}^{A}>$ と |重 A $>$ は次の式で与えられる Hilbert 空間 $\mathcal{H}\wedge\otimes \mathcal{H}\ovalbox{\tt\small REJECT}$

の Bell 状態である.

$| \Phi_{\pm}^{\Lambda\Lambda}>=\frac{1}{\sqrt{\underline{9}}}(|0’>\otimes|0A>\pm| 1\Lambda>\otimes|1^{\Lambda}>)$ ,

$| \Psi_{\pm}^{\Lambda\Lambda}>=\frac{1}{\sqrt{2}}(|0^{\Lambda}>\otimes|1^{\Lambda}>\pm|1^{A}>\otimes|0^{A}>)$ .

これらの 4 つの Bell 状態は互いに直交し、 4 次元 Hilbert 空間において完全系を張
る. したがって送信者 A は適当な量子測定を行うことによって, 自分が持っている
2 個の量子ビットの量子状態が 4 つの Bell 状態の内の何れであるかを誤り無く正確
に知ることができる. このような 4 つの Be旧犬態を区別する量子測定は Bell 測定
と呼ばれる. (3) 式の各項の係数はすべて等しいので, 送信者 A が Bell i犬態を行っ
た場合に得られる結果は全くランダムである. このため送信者 A は 4 つの Be旧犬態
$|\Phi_{+}^{\Lambda\Lambda}>,$ $|\Phi^{\underline{A}\Lambda}>,$ $|\Psi_{+}^{\Lambda A}>,$ $|\Psi_{-}^{\Lambda\Lambda}>$ を等確率 $(P= \frac{1}{4})$ で得ることになる. 送信者 A が
Bell 測定を行った後の送信者 A と受信者 $\mathrm{B}$ からなる全システムの量子状態は: Bell
測定の結果に依存して次の 4 つの量子状態の何れかである.

$|\Psi^{\Lambda\Lambda}">=|\Phi_{+}^{\Lambda\Lambda}>\otimes(\alpha|0">+\beta|1’>)$ ,

$|\Psi^{A\Lambda B}>=|\Phi_{-}^{\Lambda A}>\otimes(\alpha|0^{\partial}>-\beta|1^{l\mathit{3}}>)$ ,
$|\Psi^{\Lambda AI?}>=|\Psi_{+}^{\Lambda\Lambda}>\otimes(\alpha|1^{B}>+\beta|0^{f}’>)$,
$|\Psi^{\Lambda\Lambda\Pi}>=|\Psi_{-}^{A\Lambda}>\otimes(\alpha|1’>-\beta|0^{\Pi}>)$ .

次に送信者 A は Bell 測定によって 4 つの Be旧犬態の内のどの Bell 状態が得られた
かを受信者 $\mathrm{B}$ に古典通信によって知らせる. 一方受信者 $\mathrm{B}$ は次の式で与えられる 4
つの tlnif $\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{y}$ 変換を用意する.

$U/.;(\Phi_{+})=|0"><$ O” $|+|1"><$ l’1
$U_{J},(\Phi_{-})=|0^{ll}><0^{l;}|-|1^{1?}><1^{\Pi}|$ ,
$U^{B}(\Psi_{+})=|1^{\mathcal{B}}><0^{B}|+|0^{l?}><1^{\Pi}|$ ,
$U^{\Pi}$ (重-) $=|0^{\mathcal{B}}><1^{tJ}|-|1^{J\mathit{3}}><0^{l?}|$ .

そして送信者 A から 2 ビットの古典情報を受け取った受信者 $\mathrm{B}$ は受信した情報の
内容に従って. 以下のような 4 つの unitary 変換の中から 1 つを選んで受信者が保持
している量子状態に作用させる. その結果は次のようになる.

$|\Phi$Q$\Lambda l\mathit{3}>\Rightarrow U(\Phi_{+})$ ( $\alpha|0^{\Pi}>+\beta|$ l“ $>$ ) $=|\psi^{B}>$ ,

$|\Phi_{-}^{\Lambda\Lambda}>\Rightarrow U^{B}(\Phi_{-})(\alpha|0^{l?}>-\beta|1^{B}>)=|\psi^{B}>$ ,
$|\Psi_{+}^{\Lambda\Lambda}>\Rightarrow U^{\mathrm{f}\mathit{3}}(\Psi_{+})(\alpha|1^{B}>+\beta|0^{B}>)=|\psi^{B}>$,

$|\Psi^{\underline{\Lambda}A}>\Rightarrow U^{l3}(\Psi_{-})(\alpha|1^{B}>-\beta|0^{\mathrm{B}}>)=|\psi^{B}>$

送信者 A が行った Be旧則定の結果が何であろうと, 受信者 $\mathrm{B}$ の最終的に得る量子
状態は送信者 A が送ろうとした未知の量子状態 $|\psi^{\Lambda}>$ に他ならない.
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2 不完全な量子テレポーテーション

送信者 A と受信者 $\mathrm{B}$ が不完全に $’${$);\backslash .\ovalbox{\tt\small REJECT}$ れ合った量子状態を共有している場合に量子テ
レポーテーションを行ったとき, 量子ビットの状態がどの程度正確に送信者 A から

受信者 $\mathrm{B}$ に伝えられるかを述べる. 送信者 A と受信者 $\mathrm{B}$ は Bel口犬態 $|\Phi_{+}^{\Lambda B}>$ の代
わりに次の式で与えられる不完全に縫れ合った量子状態 $|\Phi_{\iota\iota}^{\Lambda l3}.>$ を共有していると
仮定する.

$|\Phi$0$B>=\sqrt{1-u}|$O’ $>\otimes|0">+\sqrt{u}|$ 1 $A>\otimes|$ $1”>$ , $(0\leq u\leq 1)$

送信者 A が送るべき未知の量子状態 $|\psi^{\Lambda}>$ が (1) で与えられたとき, 送信者 $\mathrm{A}$ と

受信者 $\mathrm{B}$ からなる全系の量子状態 $|\psi^{\Lambda}>\otimes|\Phi_{u}^{\Lambda l\mathit{3}}>$ は次のように表すことができる.

$|\psi^{A}>\otimes|\Phi$C$l’>$

$=$ $\frac{1}{2}|\Phi_{+}^{A\Lambda}>\otimes$ ( $\alpha\sqrt{1-u}|$ O” $>+\beta\sqrt{u}|$ t’ $>$ )

$+$ $\underline{\frac{1}{9}}|\Phi_{-}^{\Lambda A}>\otimes$( $\alpha’\sqrt{1-u}|$ O” $>-\beta\sqrt{u}|$ l” $>$ )

$+$ $\frac{1}{2}|\Psi$c$\Lambda>\otimes$ ( $\alpha\sqrt{u}|$ l $B>+\beta\sqrt{1-u}|$O” $>$ )

$+$ $\underline{\frac{1}{9}}|\Psi_{-}^{\Lambda\Lambda}>\otimes(\alpha\sqrt{u}|1^{l\mathit{3}}>-\beta\sqrt{1-u}|0’>)$

送信者 A は不完全に橢れ合った量子状態 $|\Phi_{\iota\iota}^{\Lambda/3}.>$ にある 1 個の量子ビットと未知に
量子状態 $|\psi^{\Lambda}>$ の量子ビットからなる 2 量子ビット系に対して Bell 測定を行う. こ

のとき測定結果 $(\Phi_{+}, \Phi-, \Psi_{+}, \Psi-)$ が得られる確率とそれらの結果が得られた場合の
受信者 $\mathrm{B}$ の量子状態はそれぞれ次のようになる. 確率

$P(\Phi\pm)=\underline{\frac{1}{9}}\{|\alpha|^{2}(1-u)+|\beta|^{2}u\}$

で

$|\phi^{B}(\Phi_{\pm})>=$

同様に確率

P(重士) $=\underline{\frac{1}{9}}\{|\alpha|^{2}u+|\beta|\underline’(1-u)\}$

で

$| \phi^{l?}(\Psi\pm)>=\underline,\frac{\alpha\sqrt{u}|1^{l\mathrm{J}}>\pm\beta\sqrt{1-u}|0^{\Pi}>}{\sqrt{|\alpha|u+|\beta|(1-u)}}\underline,\cdot$

Bell 測定を行った後, 送信者 A は測定結果を受信者 $\mathrm{B}$ に古典通信を用いて知らせる.
そして測定結果を受け取った受信者 $\mathrm{B}$ は自分が保持している量子ピットに対して適



当な mxitary 変換を行うことによって: 確率 $P(\Phi)$ と $P(\Psi)=1-P$ (\Phi ) で次のよう
な量子状態 $|\phi^{l3}(\Phi)>$ および $|\phi^{B}(\Psi)>$ を得る. 確率

$P(\Phi)=|\alpha|^{2}(1-u)+|\beta|^{\sim}’ u$

で

$|\phi^{B}$ (。)’ $= \frac{\alpha\sqrt{1-u}|0^{B}>+\beta\sqrt{\acute{u}}|1^{B}>}{\sqrt{|\alpha|^{2}(1-u)+|\beta|^{2}u}}$ .

同様に確率
$P(\Psi)=|.\alpha|\underline’ u+|\beta|’.(1-u)$

で

$| \phi^{l}’(\Psi)>=\frac{\alpha\sqrt{u}|1^{ll}>+\beta\sqrt{1-u}|0^{\Gamma J}>}{\sqrt{|\alpha|^{\underline{9}}u+|\beta|(1-u)}}\underline,\cdot$

受信者 $\mathrm{B}$ の量子状態 $|\phi^{l}’(\Phi)>$ と $|\phi^{l\mathit{3}}(\Psi)>$ は完全な量子テレポーテーションが行
われた場合に受信者 $\mathrm{B}$ が受け取るはすであった量子状態 $|\psi^{B}>=\alpha|0^{l3}>+\beta|1^{\Gamma \mathit{3}}>$

と異なっている. 2 つの量子状態がどの程度異なっているかは忠実度と呼ぼれる量に
よって定量化される. 量子状態 $|\psi>$ と $|\phi>$ の忠実度は $F=|<\psi|\phi>|\underline’$ で与えら
れる. 2 つの量子状態が一致していれば $F=1$ であり, 完全に異なって直交してい
れば $F=0$ である. 忠実度は大きければ大きいほど, 2 つの量子状態が似ているこ
とになる. 今考えている量子テレポーテーションの場合に, 送信者 A が送るべき未
知の量子状態と実際に受信者 $\mathrm{B}$ が得た量子状態を計算すると次のようになる.

$P( \Phi)=|<\psi^{l?}|\phi(\Phi)>|’=1-,\underline,\underline’\frac{|\alpha|\cdot|\beta|(1-\sim 9\sqrt{u(1-u)})}{|\alpha|(1-u)+|\beta|^{2}u}$

$P(\Psi)=|<\psi^{B}|\phi(\Psi)>|^{\vee}’=1-\underline$

”

$\frac{|\alpha||\beta|\cdot(1-9\sqrt{u(1-u)}\lrcorner)}{|\alpha|^{2}u+|\beta|^{2}(1-u)}$

これらの忠実度の値は確率 $P$ (\Phi ) と P(重) で達或される. したがって不完全に纏れ
合った量子状態 $|\Phi_{\mathrm{A}}^{AB},$ > を用いた量子テレポーテーションによって伝送された量子
状態の平均忠実度 $F$ は次の式で与えられる.

$F=P(\Phi)F(\Phi)+P(\Psi)F(\Psi)=1-2|\alpha|^{2}|\beta|^{2}(1-2\sqrt{u(1-u)})$

3 エントロピーの導入

この論文では受信者 $\mathrm{B}$ の量子状態 $|\phi^{B}(\Phi)>$ と $|\phi^{\Gamma J}(\Psi)>$ は完全な量子テレポーテー
ションが行われた場合に受信者 $\mathrm{B}$ が受け取るはずであった量子状態 $|\psi^{B}>=\alpha|0’>$

$+\beta|1^{\mathcal{B}}>$ と異なっている. 2 つの量子状態がどの程度異なっているかを忠実度では
なく: 古典的エントロピー (Shannon ent.ropy) で測ることにする. ます完全な量子テ
レポーテーションが行われた場合に受信者 $\mathrm{B}$ が受け取るはすであった量子状態

$|\psi^{B}>=\alpha|0’>+\beta|$ 1 $B>$
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のエン トロピーを Shannon entropy を用いて表すと

$S(A)=-|\alpha|^{\underline{9}9}\mathrm{l}\mathrm{o}^{\mathrm{g}}|\alpha|^{\sim}-|\beta|^{2}\mathrm{l}\mathrm{o}^{\mathrm{g}|\beta|}\underline’$

となる. 一方: 不完全な量子テレポーテーションが行われた場合に受信者 $\mathrm{B}$ が受け
取る量子状態は次のように表される. 詳しくは 2 章を見よ. 確率

$P(\Phi)=|\alpha|^{\sim}’(1-u)+|\beta|^{2}u$

で

$|\phi^{\mathfrak{l}J}$ (。)’ $=, \frac{\alpha\sqrt{1-u}|0^{ll}>+\beta\sqrt{u}|1^{\mathit{1}\mathit{3}}>}{\sqrt{|\alpha|\cdot(1-u)+|\beta|u}}\underline,\cdot$

同様に確率
$P(\Psi)=|\alpha|^{2}u+|\beta|^{-}’(1-u)$

で

$| \phi^{\mathit{1}}’(\Psi)>=‘\frac{\alpha\sqrt{u}|1^{lJ}>+\beta\sqrt{1-u}|0^{B}>}{\sqrt{|\alpha|\sim u+|)\beta|(1-u)}}\underline,\cdot$

したがって確率 $P(\Phi)=|\alpha|\underline’(1-u)+|\beta|-,u$ で $|\phi^{l\mathit{3}}(\Phi)>$ の entropy $S$ (\Phi ) は次のよ
うに表される.

$S(\Phi)$ $=$ $- \underline,\frac{|\alpha|(1-u)}{|\alpha|(1-u)+|\beta|u}\underline’\underline,\mathrm{l}\mathrm{o}^{\mathrm{g}\frac{|\alpha|(1-u)}{|\alpha|\sim(1-u)+|\beta|2u}},\underline’$

$- \frac{|\beta|u}{|\alpha|^{2}(1-u)+|\beta|u}\underline’\underline,\mathrm{l}\mathrm{o}^{\mathrm{g}\frac{|\beta|^{\sim}u}{|\alpha|-(1-u)+|\beta|^{2}u}},$

’

同様に確率 $P(\Psi)=|\alpha|\underline’ u+|\beta|^{\underline{9}}(1-u)$ で $|\phi^{\Pi}(\Psi)>$ の entropy $S(\Psi)$ は次のように
表される.

$S( \Psi)=-\frac{|\alpha|u}{|\alpha|^{2}u+|\beta|(1-u)}\underline’\underline,\mathrm{l}\mathrm{o}^{\mathrm{g}\frac{|\alpha|^{2}u}{|\alpha|\cdot u+|\beta|-(1-u)}},$,

$- \frac{|\beta|^{\wedge}(1-u)}{|\alpha|^{2}u+|\beta|(1-u)},\underline,\mathrm{l}\mathrm{o}^{\mathrm{g}\frac{|\beta|^{2}(1-u)}{|\alpha|2u+|\beta|(1-u)}}\underline,$

これより平均エントロピーは

$S(B)=(|\alpha|’.(1-u)+|\beta|^{2}u)S(\Phi)+(|\alpha|\underline’ u+|\beta|\underline’. (1-u))S(\Psi)$

になることがわかる. これを変形していくと次のようになる.

$S(B)$

$=$ $-| \alpha|^{2}(1-u)\mathrm{l}\mathrm{o}^{\mathrm{g}}.\frac{|\alpha|^{2}(1-u)}{|\alpha|^{\underline{\supset}}(1-u)+|\beta|u}\underline{.,}-|\beta|^{2}u\mathrm{l}\mathrm{o}^{\mathrm{g}\frac{|\beta|^{2}u}{|\alpha|-(1-u)+|\beta|u}},\underline,$



$\epsilon$

$-| \alpha|^{2}u\log\frac{|\alpha|\cdot u}{|\alpha|^{\underline{9}}u+|\beta|^{\underline{?}}(1-u)},.-|\beta|^{2}(1-u)\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}.\frac{|\beta|(1-u)}{|\alpha|^{\underline{7}}u+|\beta|^{2}(1-u)}\underline’$

$=$ $-|\alpha|$
’ $(1-u)\log|\alpha|^{\underline{9}}(1-u)+|\alpha|^{\underline{\mathrm{o}}}(1-u)\log\{|\alpha|\underline’(1-u)+|\beta|\underline’ u\}$

$-|\beta|\underline’$u $\log|\beta|^{2}u+|\beta|\underline’ u\log\{|\alpha|^{\sim}’(1-u)+|\beta|^{2}u\}$

$-|\alpha|^{2}$u $1\mathrm{o}$g $|\alpha|^{2}u+|\alpha|\underline’$ u $\log\{|\alpha|^{2}u+|\beta|\underline’(1-u)\}$

$-|\beta|^{2}(1-u)\log|\beta|^{-}$’0-u) $+|\beta|^{2}(1-u)\log\{|\alpha|^{2}u+|\beta|^{\sim}’(1-u)\}$

$=$ $-|\alpha|^{2}(1-u)\log|\alpha|^{2}-|\alpha|^{2}(1-u)\log(1-u)+|\alpha|\underline’(1-u)\log\{|\alpha|^{\underline{9}}(1-u)+|\beta|^{\underline{0}}u\}$

$-|\beta|\underline’$u $\log|\beta|\underline’-|\beta|^{\underline{9}}u\log u+|\beta|^{2}u\log\{|\alpha|^{2}(1-u)+|\beta|\cdot’ u\}$

$-|\alpha|\underline’$ulog $|\alpha|’$. $-|\alpha|\underline’$ u $\log u+|\alpha|^{2}u1\mathrm{o}$g $\{|\alpha|\underline’ u+|\beta|’.(1-u)\}$

$-|\beta|^{\underline{\nabla}}(1-u)\log|\beta|^{-}’-|\beta|\underline’(1-u)\log(1-u)+|\beta|^{-}’(1-u)\log\{|\alpha|\underline’ u+|\beta|\underline’(1-u)\}$

$=$ $-|\alpha|^{\sim}’\log|\alpha|$’ – (1-u) $\log(1-u)-|\beta|\underline’\log|\beta|^{2}-u\log u$

$+|\alpha|\underline’\log\{|\alpha|^{2}(1-u)+|\beta|^{2}u\}-(|\alpha|^{\underline{\mathrm{o}}}-|\beta|\underline’)u\log\{|\alpha|^{2}(1-u)+|\beta|\underline’ u\}$

$+|\beta|^{2}\log\{|\alpha|\underline’ u1[perp]|\beta|^{\underline{\mathrm{o}}}(1-u)\}+(|\alpha|^{2}-|\beta|^{\sim}’)u\log\{|\alpha|^{-}’ u+|\beta|^{2}(1-u)\}$

$=$ $S(A)-u\log u-(1-u)\log(1-u)$
$+\{|\alpha|^{\underline{\mathrm{o}}}(1-u)+|\beta|\underline’ u\}\log\{|\alpha|\underline’(1-u)+|\beta|^{\sim}’ u\}$

$+$ { $|\alpha|\underline’ u+|\beta|$ ’(1-u)} $\log\{|\alpha|^{2}u+|\beta|\underline’(1-u)\}$

ここで平均相対エントロピーを導入すると次のようになる.

$S(B||A)$ $=P(\Phi)S(P_{\Phi}||P)+P(\Psi)$ S( $P_{\Psi}||$ P)
$=$ $(|\alpha|^{2}(1-u)+|\beta|^{\underline{\tau}}u)S(P_{\Phi}||P)+(|\alpha|^{2}u+|\beta|^{-}’(1-u))S(P_{\Psi}||P)$

$=$ $| \alpha|^{2}(1-u)\log\frac{1-u}{|\alpha|^{2}(1-u)+|\beta|u}\underline,+|\beta|\underline’ u\log\frac{u}{|\alpha|^{2}(1-u)+|\beta|^{2}u}$

$+| \alpha|\underline’ u\log\underline,\frac{u}{|\alpha|u+|\beta|-(1-u)}.,+\cdot|\beta|^{2}(1-u)\log\overline{|\alpha|^{\underline{7}}u+|\beta|\underline’(1-u)}$

$1-u$

$=$ $|\alpha|\underline’(1-u)1\mathrm{o}$g(1-u) $-|\alpha|^{2}(1-u)\log\{|\alpha|’.(1-u)+|\beta|\underline’ u\}$

$+|\beta|^{\sim}$’u $1\mathrm{o}$g $u-|\beta|\underline’ u\log\{|\alpha|\underline’(1-u)+|\beta|^{2}u\}$

$+|\alpha|^{2}$ulogu $-|\alpha|^{2}$ ulOg{ $|\alpha|\underline’ u+|\beta|’$.(1-u)}
$+|\beta|^{2}(1-u)\log(1-u)-|\beta|^{2}(1-u)\log\{|\alpha|^{\sim}’ u+|\beta|^{2}(1-u)\}$

$=$ $-|\alpha|^{2}\{-u\log u-(1-u)\log(1-u)\}-|\beta|\underline’$ { $-u\log u-($1-u$)1$og(1-u)}
$-\{|\alpha|^{\underline{\mathrm{o}}}(1-u)+|\beta|\underline’ u\}10$g$\{|\alpha|\underline’(1-u)+|\beta|^{2}u\}$

$-\{|\alpha|\underline’ u+|\beta|^{2}(1-u)\}\log\{|\alpha|^{2}u+|\beta|^{2}(1-u)\}$

$=u\log u+(1-u)\log(1-u)$

$-\{|\alpha|^{2}(1-u)+|\beta|^{\sim}’ u\}\log\{|\alpha|^{2}(1-u)+|\beta|^{2}u\}$

$-\{|\alpha|^{2}u+|\beta|^{2}(1-u)\}\log\{|\alpha|^{2}u+|\beta|^{2}(1-u)\}$

したがって
$S(A)=S(B)+S(B||A)$
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4 $\yen \mathrm{F}’\backslash$

この章では数学的構造について述べる.

Proposition 1 $Q_{j}=$ (q1.j’ $q_{2j},$ $\ldots,$ $q_{\iota j},$ ), $(j=1,2,$ $\ldots,$
$N)$ を $N$ {固の $\uparrow l$ 次確率ベク ト

ルとする. このとき $\sum_{j=1}^{N}.\cdot\lambda\nearrow 1$ なる $\lambda_{j}\geq 0(1\leq j\leq N)$ に対して

$S( \sum_{j=1}^{N}\lambda jQj)=\sum_{j=1}^{N}\lambda$jS $(Q_{j})+ \sum_{j=1}^{N}\lambda$jS(Qj $|| \sum_{k^{1=}1}^{N}\lambda_{k}$.Q$k$ )

が成立する.

Pl.OOf$\cdot$

$\sum_{j=1}^{N}\lambda$jS(Q$j||. \sum_{k=1}^{N}\lambda_{k}$.Q$k$ )

$=$ $\sum_{j=1}^{N}\lambda$j $\sum_{i=1}^{\mathrm{t}}.q_{ij}$ { $\log q_{jj}..\cdot-\mathrm{l}\mathrm{o}^{\mathrm{g}}\sum_{k^{\backslash }=1}^{N}\lambda$ kqik}

$=$ $- \sum_{j=1}^{N}\lambda$j $S(Q_{j}.)- \sum_{j=1}^{N}\lambda$ j
$. \cdot\sum_{=1}^{n}q_{j.j}.\mathrm{l}\mathrm{o}^{\mathrm{g}\sum_{k=1}^{\Lambda’}\lambda}$

.k$q_{ik}$

$=$ $- \sum_{j=1}^{N}\lambda$ jS(Qj) $- \sum_{i=1}^{\gamma 1}\sum_{j=1}^{N}\lambda$jqij $\mathrm{l}\mathrm{o}^{\mathrm{g}\sum_{\mathrm{A}=1}^{N}\lambda}$ kqik

$=$ $- \sum_{j=1}^{N}\lambda$jS(Qj) $+S$ ( $\sum_{j=1}^{N}\lambda$jQj).

Remark 1 $P$roposition 1 は密度作用素 $\rho_{j}(1\leq j\leq N)$ と $\sum_{j=1}^{N}\lambda$, $=1$ なる $\lambda_{j}\geq$

$0(1\leq j’\leq N)$ に対 $\llcorner$ て

$S$ ( $\sum_{j=1}^{N}\lambda$j $\rho j$ ) $= \sum_{j=1}^{N}\lambda$jS $( \rho_{i}.\cdot)+\sum_{j=1}^{N}\lambda$jS( $\rho_{j}||\sum_{k^{\backslash }=1}^{N}\lambda$ k $\rho$k)

が成立することもわかる. ただ $\llcorner S(\rho)=-Tr[$\rho $\log\rho]$ は von Neum$ann$ entropy,
$S(\phi||\psi)=T\uparrow\cdot[\phi(\log\phi-\log\psi)]$ は relahve entropy である. 前章の $S($A) $=S($B) $+$

$S$ (A||B) はちょうど数学 $\mathrm{f}\backslash 6$構造が Proposition 1 と同様であることがわ力 ‘る.
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