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図形情報のスペクトル解析と
エントロピー解析

上坂吉則 (山梨英和大学), 塚田 真 (東邦大学)

1 序論

ここて扱う図形は、 2 次元平面に描かれた線図形のことて、

(1) 図形は幾つかの一筆書きてきる部分図形が重なって出来ている

(2) これらの部分図形はある順序て描かれる

という性質を持つものを考える。従って、 図形は $t_{\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{t}}$ を書き始めの時刻、 $t_{\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{d}}$ を書き終わりの時

刻として、 区間 \mbox{\boldmath $\nu$}ll\sim 。nd] て定義され複素平面 $\mathbb{C}$ に値をとる関数と見なすことがてきる。
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上のような図形の最も代表的なものは文字 (特に漢字やひらがな、カタカ $*$ ) てある。 我々は措
書て書かれた文字と行書或いは草書て書かれた同じ文字を、同じ文字てあると認識することがてき
る。 措書の文字と行書或いは草書の文字を比べると、前者は 1 画 1 画の微妙な位置、 長さ, 傾き、
跳ねや留めも正確に書かれるが、後者はそうてはない。 しかし行書或いは草書て文字を書く場合、
書き手は措書の文字の筆順に従って書いているものと思われる。行書或いは草書の文字は一般的に
緩やかて連続した曲線て構成されている。行書或いは草書て文字は措書の文字に比べて高周波成分
(不連続点や角度が急激に変化する点) が少ないとも言える。 このことは、措書て書かれた文字を

Fourier 展開して周波数分析を行い、 高周波威分を取り除けば行畜或いは草書て畜いたのと似たよ
うな文字が得られるのではないかと予想がてきる。

2 三角級数による展開

図形 $z:$ $[0,1]arrow \mathbb{C}$ は可測関数て 2 乗可積分、即ち

$\int_{0}^{1}|$ z(t)l $|^{2}dt<$ op
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であるとする。 このような図形の全体は Hilbert 空間 $L^{9}\sim$ $[0,1]$ をなす。 この Hilbert 空間の正規直
交基底として最もなじみ深いものは

$e_{k}(t)=e^{2\pi}$ik $t$ , $(0\leq t\leq 1;k\in \mathbb{Z})$

て定義される関数族 $\{e_{k}\}_{k\in \mathrm{Z}}$ てある。 $z$ の離散 Fourier 変換は

$\hat{z}(k)=\int_{0}^{1}e^{-2\pi i}$ k $t$ z(t)dt, $(k\in \mathbb{Z})$

て定義され、

$z(t)= \sum_{k\epsilon \mathrm{z}}\hat{z}(k)e^{2\pi}:k\iota$

が 2 乗平均収束の意味て成立する (Fourier 展開)。

$z_{m}(t)= \sum_{k=-m}^{m}\hat{z}$(k) $e^{2nik\mathrm{t}}$

が、 ローパスフィルタを通した関数てある。 これて得られる図形は始点と終点が繋がった閉曲線と
なる。
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$z$ そのものてはなく $z$ の微分 $z’$ をローパスフィルタを通して得られる $z_{m}’$ に対して、

$z(0)+ \int_{0}^{t}z_{m}^{/}(t)dt$

を考える。 $z_{m}^{/}$ は入力図形と始点および終点は等しくなる。 実際 $\text{、}$

出力される図形の始点と終点の

変位は、

$z(0)+ \int_{0}^{1}z_{m}’(t)dt-z(0)=\int_{0}^{1}z_{m}’(t)dt$

てあるが、

$\int_{0}^{1}z_{m}’(t)dt$ $=$ $\int_{0}^{1}\sum_{k=-m}^{m}"’(k)e^{2\pi ikt}dt$

$=$ $\sum_{k=-m}^{m}\sim\prime^{t}(k)\int_{0}^{1}\wedge e^{2\pi jkt}dt$

$=$ $\hat{z}’(0)$

$=$ $\int_{0}^{1}z’(t)dt$

$=$ $z(1)-z(0)$

となり、入力図形の始点と終点の変位に等しくなる (正規直交基底に定値関数 1 を含んていること

が本質的に効いている)。



208

1
\’ea。. $\cdot$

$1^{0}0.0$

.

$\mathrm{o}$ . /

1
$\mathrm{i}_{\succ}’.-\{\backslash ^{-}-_{\zeta}\sim--\mathrm{l}$ ,

$\mathrm{a}$

.
$\mathrm{O}\cdot 4$ $!\mathrm{i}:...---...\mathrm{l}.\cdot.\cdot-\ldots-\}\backslash \mathrm{i}..\cdot.$.
科.

$!-\ldots...\cdot..\cdot.:..\cdot\ldots-...[searrow]\dot{|}$

$0.210.40.0$ .
1 .. ..

-
$\cdot$ . ..

$z$ の微分 $z’$ の離散 Fourier 変換は

$\sim\vee’(k)\wedge$ $=$ $\int_{0}^{1}e^{-2\pi ik\mathrm{t}}z’(t)dt$

$=$ $[e^{-2\pi ikt}z(t)]_{0}^{1}+2\pi$ik $\int_{0}^{1}e^{-2\pi 1kt}.z(t)dt$

$=$ $z(1)-z(0)+2\pi ik\hat{z}(k)$

てあるのて、 $z’$ をローパスフィルタを通したものを積分すると、

$\int_{0}^{t}z_{m}’(t)dt=\int_{0}^{t}\sum_{k=-m}^{m}\hat{z}’(k)e^{2\pi ikt}dt=\sum_{k=-m}^{m}\hat{z}’(k)\int_{0}^{t}e^{2\pi ikt}dt$

てあり、 ここて

$\int_{0}^{t}e^{2\pi ikt}dt=\{$

$t$ , $(k=0)$ ,

$\frac{1}{2\pi ik}e^{2\pi ikt}$ , $(k\neq 0)$

であるから

$\int_{0}^{t}z_{m}’(t)dt=(z(1)-z\langle 0))t+$ ( $z(1)-$ z(0)) $\sum m\frac{e^{2\pi ikt}}{2\pi ik}+\sum_{k=-m}^{m}\hat{z}$(k)e $2\pi i$Jc $t- \int_{0}^{1}z(t)dt$

$|k|=1$

を得る。 従って、得られた図形は

$z(0)+(z(1)-z(0))t+(z(1)-z(0)) \sum_{|k|=1}^{m}$ $\frac{e^{2\pi ikt}}{2\pi ik}+z_{m}(t)-\int_{0}^{1}$ z(t)漬 .. . $(*)$

て表される関数てある。 この関数の意味を考えてみる。 今、

$w(t)=z(t)-$ (z $(1)-$ z(0)) $t-z(0)$

て定義される関数を考える。 この関数は、 $w(0)=w(1)=0$ を満たす。 $w$ の離散 Fourier 変換は

$\hat{w}(k)=\hat{z}(k)-(z(1)-z(0))\int_{0}^{1}e^{-2\pi}:kt$tdt-z $(0) \int_{0}^{1}e^{-2r}d:ktt$ , $(k\in \mathbb{Z})$

てあるが、
$\hat{w}(0)=\hat{z}(0)-\frac{z(1)-z(0)}{2}-z(0)=\hat{z}(0)-\frac{z(1)+z(0)}{2}$

てあり、 $k\neq 0$ のときは

$\int_{0}^{1}e^{-}2\pi|.\sim dt=[-\frac{e^{-2\pi*kt}}{2\pi ik}.t]_{0}^{1}+\frac{1}{2\pi ik}\int_{0}^{1}e^{-2\pi:kt}dt=-\frac{1}{2\pi ik}$
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より

$\hat{w}(k)=\hat{z}(k)+\frac{z(1)-z(0)}{2\pi ik}$

となる。 よって、 $w$ をローパスフィノレタに通したものは

$w_{m}(t)=z_{m}(t)+(z(1)-z(0)) \sum_{|k|=1}^{m}\frac{e^{2\pi jkt}}{2\pi ik}-\frac{z(1)+z(0)}{2}$

てあり、 これに最初の変換の逆を施せは

$(z(1)-z(0))t+z(0)+z_{m}(t)+(z(1)-z(0)) \sum m.\frac{e^{2\pi jkl}}{2\pi ik}-\frac{z(1)+z(0)}{2}$ . .. $(**)$

$|k\mathrm{l}=1$

が得られる。 これは、 $(*)$ の式の定数

$\int_{0}^{1}z(t)dt$

(これは図形の重心) が、 始点と終点の中点

$\frac{\sim\prime(1)+z\langle 0)}{2}$

に置き換わっただけのものてある。
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3 一般の関数系による展開

前節ては関数 $z$ を或いはそれを変換したものを関数族 $\{e^{-2\pi jkt}\}_{k=-m}^{m}$ が張る部分空間への直交

射影 (最小 2 乗近似) を計算していた訳てあるが、関数族は何も正規直交族てある必要はない。例

えば、 多項式系
$e_{m}(t)=t^{m}$ , $m=0,1,2,$ . ..

や、 Haar 関数系

$e_{2^{n}+k}(t)=\{$
1, $\frac{k}{2^{m}}\leq t<-k\pm 2^{m}1$

0, otherwise
$(m=0,1,2, \ldots ; k=0,1, \ldots, 2^{m}-1)$
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などが考えられる。 一般 (こ関数系 $\{e_{0}, e_{1}, \ldots, e_{m-1}\}\subseteq L^{2}[0,1]$ が与えられたとき

$z\succ t$ ( $\langle e_{0}|z\rangle$ , $\langle$ e1 $|z\rangle$ , . . . , $\langle$ e$m-1$ $|z\rangle$ )

て定義される線形写像 $A$ : $L^{2}[0,1]$ $arrow \mathbb{C}^{m}$ の一般化逆写像 $A^{\uparrow}$ : $\mathbb{C}^{m}arrow L^{2}[0,1]$ を考えると、

$A^{\uparrow}A:L^{2}[0,1]arrow L^{2}[0,1]$ は関数族 $\{e_{0}, e_{1}, \ldots, \mathrm{e}_{m-1}\}$ が生成する部分空間上への直交射影となる。

実際の計算ては次のように行う。 一定間隔の時刻

$t_{\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{t}}=t0<t1$ $<$ . . . $<t_{n-1}=t_{\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{d}}$

てサンプリングされた $\mathbb{C}^{n}$ のベクトルと見なす。 それを $\mathrm{v}$ て表すことにする。 即ち、

$\mathrm{v}=$ $(v_{0}, v_{1}, . . . , v_{n-1})=(z(t_{0}), z(t1),$
$\ldots,$

$z(t_{n-1}))$

てある。 同様に、 関数族 $\{e0, e_{1}, \ldots, e_{m-1}\}$ も

$\mathrm{e}_{i}=$ $(e_{i_{1}0}, e:,1, . .., e:,n-1)=$ ( $e_{1}.$ (to), $e_{i}(t_{1}),$
$\ldots,$

$e_{m-1}(t_{n-1})$), $(i=0,1, \ldots, m-1)$

とする。 行列 A を

$\mathrm{A}=\{\begin{array}{lllll}e\mathrm{o}_{\prime}\mathrm{o} e_{0,1} e_{0_{\prime}n-1}e_{1,0} e_{1_{\prime}1} \ddots e_{1_{\prime}n-1}\vdots \vdots \ddots \vdots e_{m-1,0} e_{m-1,1} e_{m-1_{\prime}n-1}\end{array}\}$

とおいて、 A の一般化逆行列を $\mathrm{A}\dagger$ とする。 このとき、

$\mathrm{v}\mathrm{A}^{*}$ A$\uparrow*=\mathrm{v}\mathrm{A}^{\uparrow}$ A $(***)$

は ( $*$ は共役転置) $\text{、}$

$\mathrm{v}$ の $\{\mathrm{e}_{0}, \mathrm{e}_{1}, \ldots, \mathrm{e}_{m-1}\}$が生成する部分空間の上への直交射影となっている。

$\mathrm{A}^{\uparrow*}=\{\begin{array}{lllll}f_{0_{\mathrm{I}}0} f_{0,1} f_{0,n-1}f_{1_{\prime}0} f_{1_{\prime}1} \ddots f_{1_{\prime}n-1}\vdots \vdots \ddots \vdots f_{m-1,0} f_{m-1,1} f_{m-1,n-1}\end{array}\}$

として

$\mathrm{f}_{}=$ ( $f_{i,0},$ $f$i,1) $\ldots,$ $f;,n-1)$ , $(i=0,1, \ldots, m-1)$

としたとき、 $(***)$ は

$\sum_{k=0}^{m-1}\langle \mathrm{e}_{k}|\mathrm{v}\rangle \mathrm{f}_{k}=\sum_{k=0}^{m-1}\langle \mathrm{f}_{k}|\mathrm{v}\rangle \mathrm{e}_{k}$

と書き下せる。即ち、 $\{\mathrm{e}_{0}, \mathrm{e}_{1}, \ldots, \mathrm{e}_{m-1}\}$ が生成する部分空間上へ $\mathrm{v}$ の直交射影をとったとき、

それは $\{\mathrm{e}_{0}, \mathrm{e}_{1}, \ldots, \mathrm{e}_{m-1}\}$ の線形結合て表現てきるが、そのとき $\mathrm{e}_{k}$ の係数が $\langle \mathrm{f}_{k}|\mathrm{v}\rangle$ と標準的

に表すことがてきる。 なおこれは、 $\{\mathrm{e}_{0}, \mathrm{e}_{1}, \ldots, \mathrm{e}_{m-1}\}$が線形独立てなくても構わない。従って、
$\{\langle \mathrm{f}0|\mathrm{v}\rangle, \langle \mathrm{f}_{1}|\mathrm{v}\rangle, \ldots, \langle \mathrm{f}_{m-1}|\mathrm{v}\rangle\}$ は $\mathrm{v}$ の $\{\mathrm{e}_{0)}\mathrm{e}_{1}, \ldots, \mathrm{e}_{m-1}\}$ に関する一般化されたスペクトル

と考えることがてきる。 $\{\mathrm{e}_{0}, \mathrm{e}_{1}, \ldots, \mathrm{e}_{m-1}\}$が特に正規直交系てあれば $\mathrm{f}_{k}=\mathrm{e}_{k}(k=0, \ldots, m-1)$

てあり、 通常のスペクトルに他ならない。
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上の図は、「田」 という文字の微分 (差分) に対して上から三角関数系、多項式系、 Haar 関数系に
よりローパスフィルタをかけて積分して得られた文字てある。左から右にいくに従って関数系の次
元は高くなっている。

4 図形の複雑さとエントロピー

次のような図形を考える。

この図形は左のような円が 2つ重なった図形と考えるか、それとも右のような欠けた 2 つの円が接

してできた図形と考えるか

これは人間は図形をなるべく単純な部分図形の集まりと捉えようするからてるとからてあると考え
られる。 図形 (一筆書きの線図形) の複雑さを表す一つの量としてエントロピーを導入する。前節

まてに述べたように、 図形は関数 $z:$ $[0,1]arrow \mathbb{C}$ とみなして、

$v= \sum_{k=-\infty}^{\infty}\langle e_{k}|v\rangle e_{k}$

のように Fourier 展開てきる。 このとき、 Perseval の等式

$||$ v $||^{2}= \sum_{k=-\infty}^{\infty}|\langle$e$k|v\rangle$ $|^{2}$

$\theta^{\mathrm{i}}\text{成}\mathrm{f}\backslash rightarrow t\text{るの^{}\vee}\mathrm{C}_{\text{、}}$

$p_{k}= \frac{|\langle e_{k}|z\rangle|^{2}}{||v||^{2}}$ , $k\in \mathbb{Z}$
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とおくと、 $p=$ $(\ldots,p- 1,p_{0},p_{1},p_{2}, \ldots)$ は確率となる。 そこでこの確率のエントロピー

$S(p)=- \sum p_{k}\log p_{k}$

$k=-\infty$

を与えられた図形の複雑さを表す量とする。
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ローパスフィルタの帯域周波数を $m=256,1$28,64, 32, 16, 8, 4, 2, 1, 0 と変化させると、エントロピー
は 843851206659, 743699605519, 63851247849, 537973143625, 433385826257, 357958881023,
258333074983, 207500184344, 152890228363, 0.0 と変化する。措書から行書、草書になるにつ
れてエントロピーは小さくなる。 直線のエントロピーは 0 てある。

$1_{\iota_{\backslash }}^{/j}(_{/}^{\iota}\backslash .’.\cdot.’ t/’\grave{r}.\backslash \sim\vee^{J\backslash }\vee’’\sim_{\backslash \nearrow-_{\backslash }}\backslash _{\mathrm{t},\mathrm{t}]}\backslash \backslash$

$\mathfrak{l}_{\backslash }f’\backslash .\}_{\mathrm{c}_{-\backslash _{\dot{/}}}^{J}}’\sim-----\backslash \grave{\gamma}^{\prime’}$

$\iota_{\backslash ,\backslash }\backslash ’\grave{\iota}^{\grave{1}}\mathrm{t}_{\mathrm{I}}\backslash$

この節の最初て取り上けた図形を、左は 2つの円が重なっていると考えて一筆書きて書いた図形て
エントロピーは L96791731393、右は 2つの欠けた円が接していると考えて一筆書きて書いた図形
てエントロピーは 278499248473。
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