
19

ブール方程式によるシーケンス. ペアの拡張
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概要

LSIチップのフロアプラニングは矩形パッキング問題として定式化できる。矩形パッキング問題

は,「与えられた矩形の集合に対して, すべての矩形を平面上に重なりがないように配置したもの

の中て配置されたすべての矩形を包含するような矩形の面積が最小となる配置を求めよ」 と述べ

ることができる。シーケンス ペア (Sequence-pair) の概念は矩形パツキング問題において矩形配

置を表現するものとして提案され, その有効性が確認されている。本論文てはシーケンス ペア

を 3次元の直方体パッキング問題に拡張するためのブール方程式を用いた新しい解析法を提案し,

具体例について解析結果を示す。

1 準備

集合 $X=\{x1, x2, \ldots, x_{n}\}$ 上の半順序 (partial order) $P$ とは, $X$ 上の 2 項関係 $(P\subset X\mathrm{x}X)$

$\mathrm{C}\forall x,$ $y,$ $z\in X\#_{-}\sim X*$ ’ $C$ ,

(1) $x\leq x$ (反射律)

(2) $x\leq y$ かつ $y\leq x$ ならば $x=y$ (反対称律)

(3) $x\leq y$ かつ $y\leq z$ ならば $x\leq z$ (推移律)

が成り立つものを言う。

また, 集合 $X$ 上の狭義の順序 (strict order) $P$ とは, $X$ 上の 2項関係で, $\forall x,$ $y,$ $z\in X$ に対して、

$(1’)x\neq x$

(2’) $x<y$ かつ $y<z$ ならば $x<z$

が成り立つことを言う。

半順序 $P$ に対して, $x<y\Leftrightarrow defx$ \leq y かつ $x\neq y$ と定義すれば, この関係くは狭義の順序と

なる。狭義の順序 < から $x\leq y\Leftrightarrow defx$ <y または $x=y$ て関係 \leq を定義すれば, これは半順序

となり, もとの $P$ と一致する。 よって, 半順序, 狭義の順序のどちらを考えても良い。本論文で

は, 狭義の順序を考え. これを単に順序と呼ぶ。集合 $X$ とその上の順序 $P$ の組 $(X, P)$ を順序集
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合と呼ぶ。 $x,$ $y\in X$が順序 $P$ で関係 $x<y$が成り立っとき, 順序 $P$ を強調して, $x<Py$ と書く

ことがある。 また, $\Omega=Xdef\cross X-$ { $(x_{1},$ $x_{1}),$ $($x2, $x_{2}),$
$\ldots,$

$($xn’ $x_{n})$ } とし, 順序 $P$ を $\Omega$ の部分集

合 $P=\{(x, y) |x<Py\}$ (C $X\cross X$ ) と同一視する $\text{。}$

定義 1 順序 $P$ に対して、

$P^{-1}$ $de=^{f}$

$\{(x, y)|(y,x)\in P\}$

$P$ &f= $\Omega-P$ (P の $\Omega$ に関する補集合)

と定義する。

このとき, 次の命題が成り立つ。

命題 1 順序 $P,$ $Q$ について以下が成り立つ。

(1) $(P\cup Q)^{-1}$ $=$ $P^{-1}\cup Q^{-1}$

$(2)$ $(P\cap Q)^{-1}$ $=$ $P^{-1}\cap Q^{-1}$

$(3)$ $(P’)^{-1}$ $=$ $(P^{-1})’$

(4) $P\cap P^{-1}$ $=$ $\emptyset$

(5) $(P^{-1})^{-1}$ $=$ $P$

証明

(1) $(x, y)\in(P\cup Q)^{-1}\Leftrightarrow(y, x)\in P\cup Q\Leftrightarrow(y, x)\in P$ または $(y, x)\in Q\Leftrightarrow(x, y)\in P^{-1}$ または

$(x, y)\in Q^{-1}\Leftrightarrow$ ($x$ , y)\in P-l\cup Q-l。

(2) $(x, y)\in(P\cap Q)^{-1}\Leftrightarrow(y, x)\in P\cap Q\Leftrightarrow(y, x)\in P$ かつ $(y, x)\in Q\Leftrightarrow(x, y)\in P^{-1}$ かつ

$(x, y)\in Q^{-1}\Leftrightarrow$ ($x$ , y)\in P-l\cap Q-l。

(3) $(x, y)\in(P’)^{-1}\Leftrightarrow(y, x)\in P\Leftrightarrow(y, x)\not\in P\Leftrightarrow(x, y)\not\in P^{-1}\Leftrightarrow$ ($x$ , y)\in (P-l)’。
(4) $(x, y)\in P\cap P^{-1}\Leftrightarrow(x, y)\epsilon_{-}P$ かつ $(y, x)\in P\Leftrightarrow x<y$ かつ $y<x\Rightarrow$ ($x$ , x)\in P。 これは

矛盾。

(5) $(x,y)\in(P^{-1})^{-1}\Leftrightarrow(y, x)\in P^{-1}\Leftrightarrow(x, y)\in P_{\text{。}}1$

$X$ 上の順序 $P$ に関して任意の $i,$ $j\in X(i\neq$ 力に対して $i<Pj$ または $j<Pi$が成り立つとき $P$

を線形順序あるいはチェインと呼び, このとき $(X, P)$ を線形順序集合と呼ぶ。 $P$ と $Q$ を $X$ 上て

定義された順序とする。 $P\subset Q$ てあるとき、 $Q$ は $P$ の拡張てあると言い, 特に $Q$ が線形順序て

あるとき線形拡張と呼ぶ。

順序集合 $(X, P)$ を表す有向グラフ $G_{P}=(V, E)$ を定義する。 ここて, $V$ は頂点集合て $V=X$ ,

$E$ は枝集合て $(i,j)\in E\mathit{4}^{e}di$ <P $j$ てある。 $P$が順序てあることから, $(i, j)\in E$ かつ $(j, k)\in E$

てあれば $(i, k)\in E$ てある (推移律)。

無向グラフ $G=$ $(V, E)$ に対して, 推移律が満たされるように $E$ に向きを付けられるとき, このグ

ラフは推移的向き付け可能であると言い, このグラフを比較可能グラフと呼ぶ。また, $G=(V, E)$

の補グラフ $G_{c}=$ ( $V,$ $E$c) は $\{i, j\}\in E_{c}\Leftrightarrow\{i,j\}\not\in E$ で定義されるグラフてある。頂点数 $n$の完全グ
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ラフ K。の枝集合の向き付け $F$ に対して, $F$が推移的なトーナメントであるとは, $(i, j),$ (j, $k$ ) $\in F$

ならば $(i, k)\in F$ であることを言う。

命題 2[2] $F$ を完全グラフ $K_{n}$ の向き付けであるとする。このとき, 以下の $(1)(2)(3)(4)$ は同値

である。

(1) $F$ は推移的なトーナメントてある。

(2) $F$ はアサイクリツクてある。

(3) $F$ ての頂点 $v_{\mathrm{i}}(i=1,2, . .., n)$ の入次数力 $\mathrm{a}$

’ $i-1$ となるような頂点の並び替え $(v_{1}, v_{2}, \ldots, v_{n})$

が存在する。

(4) 節点の並び替え $(v_{1}, v_{2}, \ldots, v_{n})$が存在して, $(v_{i}, vj)\in F\Leftrightarrow i<j_{\text{。}}$

順序 $P$がチェインであることと $P$ を表す完全グラフ $K_{n}$ の枝集合 $F$が推移的なトーナメント

てあることは同値てあるから命題 2 はチェイン $P$ は $X$ の要素の並びと同一視てきることを示す。

チェイン $P=$ $(x_{\sigma(1)}, x,(2), . . . , x_{\sigma(n)})$ は $(x_{\sigma(i)}, x_{\mathrm{a}(\mathrm{j})})\in P(i<j)$てあることを意味する。ここで

$\sigma$ は $\{1, 2, \ldots, n\}$ 上の置換とする。

命題 3 順序 $P$がチェインとなるための必要十分条件は $P’=P^{-1}$ が成り立つことてある。

証明 $P$ をチェインとする。 $P\cap P^{-1}=\emptyset$ てあるから $P^{-1}\subset P’$ は明らか。 $(x, y)\in P$ ならば

$(x, y)\not\in P_{\text{。}よ}\circ$て. $P=(\ldots, y, . . . , x, \ldots)$ であり. $(x, y)\in P^{-1}=(\ldots, x, . . . , y, \ldots)$ となる

から $P’$ \subset P-l。 よって $P=P^{-1}$ となる。

逆に, $P=P^{-1}$ とする. 命題 2から, $\forall x,$ $y\in X(x\neq y)$ に $\lambda 1\backslash \uparrow\vee$ て $(x, y)\in P$ または $(y, x)\in P$

を示せばよい。 これを否定して, $\exists x,$ $y\in X(x\neq y)$ に $*\backslash \dagger\dagger$

\check で $(x, y)\not\in P$ かつ $(y, x)\not\in P$ とすると,

$(x, y)\in P’=P_{\text{。}^{}-1}$ よって, $(y, x)\in P$ となり矛盾。 もちろん, $P$ は順序てあるから $(x, y)\in P$ か

つ $(y,x)\in P$ はあり得ない。 よって, $\forall x,$ $y\in X(x\neq y)$ に $X$}$\backslash$ $1_{\vee}$ で $(x, y)\in P$ と $(y, x)\in P$ のどち

らか一方のみ成り立つ。 $P$ は順序てあるから, $P$ はチェインとなる。1
集合 $X$ の上て定義された順序 $P$ は $\Omega=X\mathrm{x}X-$ { $(x_{1},$ $x_{1}),$ $($x2, $x_{2}),$

$\ldots,$
$($f, $x_{n})$ } の部分集合

と見なせることは既に述べた。 もちろん, $\Omega$ の部分集合の全体 $\mathfrak{B}$ は通常の集合演算, $\cup,$ $\cap$ , ’ て

ブール代数になる。最大元 (1 て表す) は $\Omega$ , 最小元 (0 て表す) は $\emptyset$ に対応する. また, $A\in \mathfrak{B}$ に

対して演算 $A\mapsto A^{-1}\in \mathfrak{B}$ も定義されている。

ブール代数 $\mathfrak{B}$ の上での方程式をブール方程式と呼ぶ。

命題 4 $\mathfrak{B}$ を任意のブール代数とする。 $a,$ $b,$ $x\in \mathfrak{B}$ に対して次の $(1)(2)(3)$ は同値である。ここで,

$a\leq b$ ?� I $a\cup b=b$ である。

(1) $(a\cap x)\cup(b\cap x’)$ $=0$

$(2)$ $b\leq x\leq a’$

(3) $x=(a’\cap x)$ $\cup(b\cap x’)$
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証明

$(1)\Rightarrow(2)$ (1) が成り立てば $a\cap x=0$ かつ $b\cap x’=0\Rightarrow x\leq a’$かつ $b\leq(x’)’=x\Rightarrow b\leq x\leq a’$

となり (2) が成り立つ。
$(2)\Rightarrow(\mathrm{S})$ (2) が成り立てば, $b\cap x’=0$ かつ $a’\cap x=x\Rightarrow x=(a’\cap x)\cup(b\cap x’)$ となり (3) が或

り立つ。

$(3)\Rightarrow(1)$ (3) が成り立てば, (3) の両辺と $x’$ の口を取って $b\cap x’=0_{\text{。}}(3)$ の両辺と $a\cap x$ の口を

取って a\cap x=0。 よって, $(a\cap x)\cup(b\cap x’)=0_{\text{。}}\mathrm{I}$

命題 5 $x$ に関するブール方程式 $(a\cap x)\cup(b\cap x’)=0$ が解をもっための必要十分条件は $a\cap b=0$

てある。 また, この条件が満たされるとき解は $b\leq x\leq a’$ てある。

証明

ブール方程式が解をもつとすると, $\exists x\in \mathfrak{B}$ (a\cap x)\cup (b\cap x/)=0。上の命題 $4(2)$ より, $b\leq x\leq a’$ て

あるから $a\cap b=0_{\text{。}}$ 逆に $a\cap b=0$ならば、 (a\cap b)\cup (b\cap b’)=0。これ;は, $x=b$が $(a\cap x)\cup(b\cap x’)=0$

の解てあることを示す。 この条件が満たされるとき, 上の命題 $4(2)$ より解は $b\leq x\leq a’$ てある。I

命題 6 $x$ に関するブール方程式 $(a\cap x)\cup(b\cap x’)\cup c=0$ が解をもっための必要十分条件は

$(a\cap b)\cup c=0$ てある。 この条件が満たされるとき, 解は $b\leq x\leq a’$ てある。

証明

上の命題 5 より明らか。 $\mathrm{I}$

ブール連立方程式について以下の命題が成り立つことも明らかである。

命題 7 ブール連立方程式,

$f_{1}$ $=$ $g_{1}$

$f_{2}$ $=$ $g_{2}$

$f_{n}$ $=$ $g_{n}$

が解をもっための必要十分条件は,

$(f_{1}\cap g_{1}’)$ $\cup$ $(f_{1}’\cap g1)$ $\cup$

$(f_{2}\cap g_{2}’)$ $\cup$ $(f_{2}’\cap g_{2})$ 火

$(f_{n}\cap g_{n}’)$ $\cup$ ( $f_{n}’$ ロ $g_{n}$) $=0$

てある。 ここで, $f_{i},$ $g_{i}$ $(i=1,2, . . . , n)$ はブール代数 $\mathfrak{B}$ の元と演算 $\cup,$ $\cap,$ ’からなるブール式で

ある。
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2 シーケンス. ペアとブール方程式

この節では順序の次元の概念についてまとめ, シーケンス ペアとブール方程式の関係につい

て述べる。

命題 8 順序集合 $(X, P)$ に対して, $P$ の全ての線形拡張を集めた族を $\not\subset$ とすれば, $\mathrm{C}\neq\emptyset$ であり,

寡 $\mathrm{C}=P$ てある。

証明

$P$がチェインであれば, $P$ 自身を線形拡張として選べるから命題は明らかに成り立つ。 $P$がチェ

インてな $\downarrow 1$れば, $\exists x,$ $y\in X(x\neq y)$ (x, $y$ ) $\not\in P$ かつ $(y, x)\not\in P_{\text{。}}P\cup\{(x, y)\}$ , $P\cup\{(y, x)\}$ に対

応する有向グラフはアサイクリツクてある。なせなら, サイクルがあるとすれば, もとの $P$が推

移律を満たすことに矛盾する。 $P\cup\{(x, y)\}$ はアサイクリックてあるから, その線形拡張 $\tilde{P}_{x,y}$が存

在する。この線形拡張を求めるには $P\cup\{(x, y)\}$ に対応する有向グラフの深さ優先探索 [1] を行え

ばよい。 $\overline{P}_{y,x}$ も同様に求める。この操作を $(x, y)\not\in P$かつ $(y, x)\not\in P$てある $x,$ $y(x\neq y)$ の組すべ

てに行い, 集めた線形拡張の族を $\mathrm{C}$ とすれば, 明らかに $\mathrm{C}\neq\emptyset$ かつ口\not\subset $=P$ である。I

定義 2 順序集合 $(X, P)$ に対して、その次元 $\dim(X, P)$ は、線形拡張の族 $\{L_{1}, L_{2}, \ldots, L_{m}\}$が存

在して寡 im$=1iL=P$ を満たすような最小の正整数 $m$ である。

命題 8 は任意の順序 $P$ の次元の存在を保証する。以下の命題が次元 2 の順序 $P$ の特徴付けを与

える。

命題 9[2] $G$ を順序集合 $(X, P)$ を表す比較可能グラフとする。 このとき、 $\dim(X, P)\leq 2$ である

ための必要十分条件は $G$ の補グラフ G。が推移的に向き付け可能であることである。

シーケンス ペア [4] による矩形配置の表現の例を図 1 に示す。パッキングの対象となる矩形を

$a,$ $b,$ $c,$ $d,$ $e,$ $f$て表す。矩形配置を矩形の 2つのシーケンス $P_{1},$ $P_{2}$ の組で表す。 このシーケンス

ペアにより矩形配置が以下のように定義.される。

$P_{1}=$ $(. . . , i, \ldots,j, \ldots)$ かつ $P_{2}=(\ldots, i, \ldots, j, \ldots)$

$d\mathit{4}^{e}$ 矩形 $j$ は矩形 $i$ の右にある (左右関係), (1)

$P_{1}=$ $(. . . , j, \ldots, i, \ldots)$ かつ $P_{2}=(\ldots, i, \ldots,j, \ldots)$

&4 矩形 $j$ は矩形 $i$ の上にある (上下関係) (2)

ここて, 矩形 $j$が矩形 $i$ の右 (上) にあるとは, ある垂直 (水平) な直線が存在し矩形 $j$がこの直線

の右 (上) 個, 矩形 $i$がこの直線の左 (下) 側にあることてある。上の式 $(1)(2)$ に対応して矩形 $j$が矩

形 $i$ の右 (上) にあることを $i<\mathrm{H}j(i<\mathrm{v}j)$て表し , $P_{\mathrm{H}}=def$ {(i, $j)|i<\mathrm{H}j$ }, F�
$de=^{f}$ {(i, $i)|i<\mathrm{v}i$ }

と定義する。
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図 1: シーケンス ペアによる矩形配置表現。 (1) シーケンス ペア. (2) 矩形配置。

命題 2 より矩形の並ひからなるシーケンスはチェインとみなせるから命題 9 より矩形配置がシー

ケンス・ペアて表現てきるための必要十分条件が以下の命題のように与えられる。これは “一意四

方位” の条件 [3] である。矩形パッキング問題てはこのようにシーケンス・ペアで表現される矩形

配置の中に最適配置が存在する。

命題 10 $[5][6]$ 矩形配置が矩形の並びからなるシーケンス ペアで表現できるための必要十分条件

は, 任意の矩形のペア $i,$ $j(i\neq j)$ に $l\backslash 1\llcorner$ で, $i<_{\mathrm{H}}j$ , $j<_{\mathrm{H}}i$ , $i<\mathrm{v}j$ , $j<\mathrm{v}i$ のどれか一つのみ

が満たされることてある。

上記の式 $(1)(2)$ はシーケンス $P_{1}$ , $P_{2}$ をチェインとみれば, $\Omega$ の部分集合に関する集合演算と

して,

$\ovalbox{\tt\small REJECT}$ ロ $P_{2}$ $=$ $P_{H}$ (3)

$P_{1}^{-1}\cap P_{2}$ $=$ ん (4)

と表せる。 また, 命題 3 より $P_{1}^{-1}=P_{1}$ てあるから

$P_{1}\cap P_{2}$ $=$ $P_{H}$ (5)

バロ $P_{2}$ $=$ 斤 (6)

と表すことがてきる。これはブール連立方程式となる。この解は $P_{1}=\mathrm{P}\mathrm{g}\cup P_{\mathrm{V}}^{1}$ , $P_{2}=f\mathrm{h}\cup R$

となることは明らかであるが, ここでは命題 7 を適用して解く。
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以下, 簡単化のため口を省略する。命題 7 を使って同値なブール方程式を記述すると

$(P_{1}P_{2})P_{\mathrm{H}}’\cup(P_{1}P_{2})’ffi\cup(P_{1}’P_{2})P_{\mathrm{V}}’\cup(P_{1}’P_{2})’P_{\mathrm{V}}$ $=$ 0

$(P_{1}P_{2})P_{\mathrm{H}}’$ \cup (P{火 $P_{2}’$ ) $h\cup(P\{P2)Po\cup(P_{1}\cup P_{2}’)P$v $=$ 0

$P_{2}$ について整理して

(7)

命題 6 より $AB\cup G=0$ と同値てあるから

$A$ $B$ $C$

—-–
$(P_{1}P_{\mathrm{H}}’\cup P_{1}P_{\mathrm{V}})$ $(P\text{加}\cup P\mathrm{y})\cup(P_{1}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}\cup P_{1}R)$ $=$ 0

$P_{1}RP_{\mathrm{H}}\cup P_{1}P_{\mathrm{V}}\mathrm{f}\mathrm{h}\cup(P_{1}’ffi\cup P_{1}R)$ $=$ 0

$P_{1}$ について整理して

$(RP_{\mathrm{H}}\cup P_{V})P_{1}\cup(P_{\mathrm{V}}R_{\mathrm{i}}\cup ffi)P_{1}$ $=$ 0
$D$ $E$

ハ $P_{1}\cup f\hat{fi}P_{1}’$
$=$ 0 (8)

これは $DE=0$ と同値てあるから

$P_{V}h=0$ (9)

(9)が満たされるとき (8) は解をもち

$P_{\mathrm{H}}\leq P_{1}\leq P_{\mathrm{V}}$ (10)

が解てある。このとき (7) ては $C=0$ となり, 解は

$P_{\mathrm{H}}\cup R\leq P_{2}$ $\leq$ $(P_{1}P_{\mathrm{H}}\cup P_{1}P_{\mathrm{V}}’)$
’

$=$ $(P_{1}F\mathrm{h}\cup \mathrm{h})\cap(P_{1}\cup P_{V})$

$=$ $R\cup \mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}$ ( $(10)$ より)

$\ovalbox{\tt\small REJECT}$ $=$ $F\mathrm{h}\cup R$ (11)

(4) から

$(P_{1}^{-1}\cap P_{2})^{-1}=P’arrow P1$ ロ $P_{2}^{-1}=P_{}1\Leftrightarrow P{}_{1}P_{2}’=P_{\mathrm{V}}^{1}$

これと (5) から

$P_{1}=ffi\cup P_{\mathrm{V}}^{1}$ (12)

このとき, $P_{}P_{\mathrm{V}}^{1}=0$ より $P_{\mathrm{V}}^{1}\leq P_{\mathrm{V}}’$ てあるから (10) は満たされる。これは命題 10 の証明にも

なっている。
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3 3 次元直方体パッキング

矩形パッキング問題における矩形配置の候補はシーケンス ペアにより表現できた。 シーケン

ス・ペアの 3 次元の直方体パッキング問題への拡張が考えられる。 この問題では直方体の集合が

与えられ, 3次元空間でそれらをできる限り詰めて配置し, 配置されたすべての直方体を包含する

直方体の体積が最小となるようなものを求める。この場合も配置の候補を表現するデータ構造が

必要である。 このためのシーケンス ペアの拡張が提案されている [7]。 しかし, 拡張のための統

一的な指針は得られていない。 ここではシーケンス ペアの 3次元への拡張をプール方程式を利
用して解析する。 この節てはシーケンスの三つ組 (Sequence-triplet)[7] を解析する。

3 次元パッキングては 2 つの直方体 $i,$ $j$ の間の関係として $i$ が $j$ の右 (左) にあるという左右関

係, $l|$が $j$ の上 (下) にあるという上下関係に加えて $i$が $j$ の前 (後) にあるという前後関係を表現す

る必要がある。

そこで, 3つのシーケンス $P_{1},$ $P_{2_{\rangle}}P_{3}$ を使って以下のように定義する。

$P_{2}=(\ldots, i, \ldots,j, \ldots)$ か $\text{つ}$ $P_{3}=$ $(. . . , j, \ldots, i, \ldots)$

$d\mathit{4}^{e}$

$i$ の右に $j$ (左右関係)
$P_{1}=$ $(. . . , j, \ldots, i, \ldots)$ かつ $P_{2}=(\ldots,j, \ldots, i, \ldots)$ か $\vee\supset$ $P_{3}=(\ldots,j, \ldots, i, \ldots)$

&g $i$ の前に $j$ (前後関係)
$P_{1}=$ $(. . . , j, \ldots, i, \ldots)$ かつ $P_{2}=(\ldots, i, \ldots,j, \ldots)$ か $\text{つ}$ $P_{3}=(\ldots, i, \ldots,j, \ldots)$

$d\mathit{4}^{e}$

$i$ の上に $j$ (上下関係)

ここて, 左右, 前後, 上下に対応して $xyz$ 直交座標系を定義すれば, 直方体 $j$ が直方体 $i$ の右

にあるとは, $x$ 軸に垂直なある平面があり $j$ (i) がこの平面の右 (左) 側にあることである。前後,

上下関係も同様 $y$ (z) 軸に垂直な平面を使って定義する。直方体 $j$ が直方体 $i$ の右にあることを

$i<\mathrm{H}j$ と表し, $P_{\mathrm{H}}=def$ {(i, $j$ ) $|i<\mathrm{H}j$ } と定義する。前後 (上下) 関係に対応して $i<\mathrm{D}j(i<\mathrm{v}j)$ ,

$P_{\mathrm{D}}$ =&f {(i, $j$ ) $|i<\mathrm{D}$ j}(I� &f= {(i, $j$ ) $|i<\mathrm{v}j$ } も同様に定義する.

これらの関係は以下のように表せる。

$\ovalbox{\tt\small REJECT}\cap P_{3}^{-1}$ $=$ ffi (13)

$P_{1}^{-1}\cap P_{2}^{-1}\cap P_{3}^{-1}$ $=$ 昂 (14)

$P_{1}^{-1}\cap P_{2}\cap P_{3}$ $=$ $R$ (15)

(13)(14)(15) を命題 3 を使って書き $\overline{\llcorner}\Xi_{arrow}$す。$P_{1},$ $P_{2}$ , $P_{3}$ をチェインと考えると, $P_{1}^{-1}=P_{1},$ $P_{2}^{-1}=P_{2}$ ,

$P_{3}^{-1}=P_{3}’$ と書ける。簡単化のため寡は省略する。

$P_{2}P_{3}’$ $=$ ffi (16)

$P_{1}P_{2}P_{3}’$ $=$ 昂 (17)

$P_{1}’P_{2}P_{3}$ $=$ $R$ (18)



27

これをブール連立方程式と考えると,

(16) より (17) より
––
$\ovalbox{\tt\small REJECT} P_{3}’E_{\mathrm{H}}’\cup(P_{2}P_{3}’)’\mathrm{p}_{\mathrm{H}}\cup P_{1}’P_{2}’P_{3}’P_{\mathrm{D}}’\cup(P_{1}’P_{2}’P_{3}’)’7\mathrm{D}$

(18) より

$\cup P_{1}’P_{2}P_{3}PO\cup(P\{P_{2}P_{3})’P\mathrm{y}$ $=$ 0

と同値てある。

これを $P_{1},$ $P_{1}^{/}$ について整理すると,

\tilde (昂$\cup hA$

)
$P_{1}\cup\overline{(P_{2}’P_{3}P_{\mathrm{D}}’\cup}B$

$P_{2}P_{3}P\mathrm{v})$ $P$1
$c$

\cup (P2P3’PH\cup (5\cup P3)PH\cup (P2\cup P3)昂 $\cup(5\cup P_{3})R$ ) $=$ 0 (19)

これは $AB\cup C=0$ と同値てあるから, これを計算すると,

$\frac{AB}{(P_{2}P_{3}P_{\mathrm{V}}\text{昂}\cup P_{2}’P_{3}P_{\mathrm{D}}R)}\cup$

$\ovalbox{\tt\small REJECT}^{C}(P_{2}P_{3}P_{\mathrm{H}}\cup(P_{2}’\cup P_{3})ffi\cup(P_{2}\cup P_{3})fl)\cup(P_{2}’\cup P_{3})f\backslash r)$

$=$ 0

これを $P_{2}$ , $P_{2}’$ について整理して,

($P_{3}P’\mathrm{v}$昂 $\cup PJ_{\mathrm{H}}\cup fl$) $)P_{2}\cup(P_{3}’F_{\mathrm{D}}P_{V}\cup ffi\cup R)P_{2}’$ 火 ( $P_{3}$ffi\cup P3昂 $\cup P_{3}R$r) $=$ 0

$\ovalbox{\tt\small REJECT} P_{\mathrm{V}}’$昂 $\subset P_{\mathrm{D}\backslash }P_{3}’P_{\mathrm{D}}’R\subset P\gamma$ に注意すれば,

$D$ $E$ $F$

$\overline{(P’P3\mathrm{H}\cup P\mathrm{D})}P$

2
$\cup\overline{(ffi\cup R)}P_{2}’\cup$ ( $P_{3}ffi$ 火 P3昂 $\cup P_{3}’R)=0$ (20)

これは, $DE\cup F=0$ と同値であるから,

( $P_{3}F$b $P\mathrm{v}\cup$昂 $P_{\mathrm{H}}\cup$昂 $Fv$ ) $\cup(P_{\mathit{3}}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}\cup P3F\mathrm{b}\cup P’R3)=0$

ぢ $\sim\subset P_{3}’R$てあるから, $P_{3},$ $P$3 について整理して,

$\hat{(ffi\cup \text{昂})}P_{3}\cup\hat{R}P_{3}’\cup=0G\mathrm{H}\frac{I}{\text{昂}(ffi\cup P_{V})}$

(21)
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従って, これは $GH\cup I=0$ と同値である。 これを計算すると,

( $ffi\cup$昂) $P_{\mathrm{V}}$ 火昂 $(\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}\cup R)$ $=$ 0

$P{}_{\mathrm{H}\mathrm{V}}P\cup \text{昂}n\cup P_{\mathrm{D}}R$ $=$ $0\Leftrightarrow P,{}_{H}P,{}_{D}Py$ が互いに素 (22)

(21) より,

$R\leq P_{3}\leq(ffi\cup fl_{)})’=P_{\mathrm{H}}P_{\mathrm{D}}$ (23)

(20) より,

$P_{\mathrm{H}}\cup R\leq P_{2}$ $\leq$ $(P_{3}P_{\mathrm{H}}’\cup$昂$)’$

$=$ $(P_{3}\cup\ )\cap F_{\mathrm{D}}$

$=$ $P_{3}\cup ffi$ (24)

ここて, (22) より $P_{\mathrm{H}}\leq P_{\mathrm{D}}$ てあること, (23) より $P_{3}\leq P_{\mathrm{D}}’$ であることを使った。

(19) より,

$(P_{2}’P_{3}’P_{\mathrm{D}}’$ $\cup P_{2}P_{3}Prightarrow\leq P_{1}$ $\leq$ $(P_{D}\cup R’)’$

$=$ $P_{V}’P_{D}’$ (25)

(14) から $P_{1}P{}_{2}P_{3}=P_{\mathrm{D}}^{-1},$ (18) から $P_{1}’P_{2}P_{3}$ $=R$ てあるから

$\ovalbox{\tt\small REJECT} P_{3}$ $=$ $P{}_{1}P_{2}P_{3}\cup P_{1}’P_{2}\ovalbox{\tt\small REJECT}$

$=$ $P_{\mathrm{D}}^{-1}\cup R$

$\ovalbox{\tt\small REJECT} P_{3}’$ $=$ $P_{2}^{-1}P_{3}^{-1}=(P_{2}P_{3})^{-1}$

$=$ 昂 $\cup P_{\mathrm{V}}^{1}$

この関係を使えば, (25) は

$(P_{\mathrm{V}}^{1}P_{\mathrm{D}}’\cup P_{\mathrm{D}}^{-1}K)\leq P_{1}\leq P_{\mathrm{V}}P_{\mathrm{D}}$ (26)

とをる。

以上, まとめると, 与えられた $P_{\mathrm{H}},$ $P$D, & に対して (13)(14)(15) を満たすチェイン $P_{1},$ $P2,$ Ps
が存在するための必要十分条件は

$P_{\mathrm{H}}P_{\mathrm{V}}\cup$昂 h\cup FbPv $=0$ (27)
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を満たし,

$R\leq P_{3}$ $\leq$ $P_{\mathrm{H}}’P_{\mathrm{D}}’$ (28)

$1\cup R\leq P_{2}$ $\leq$ $P_{\mathrm{H}}\cup P_{3}$ (29)

$P_{\mathrm{V}}^{1}P_{\mathrm{D}}’\cup P$I-17 $9\leq P_{1}$ $\leq$ $P_{\mathrm{V}}’P_{\mathrm{D}}’$ (30)

を満たすチェイン $P_{1},$ $P_{2},$ $P_{3}$が存在することてある。

この条件が満たされるかをチェックすることにより 3 次元の直方体配置がこの Sequence-triplet

で表現できるか決定てきる。図 2 に例 [7] を示す。

図 $2(1)$ ては $P_{\mathrm{H}}=$ { $(a,$ $f),$ $($ f, $c),$ $($a, $c)$ }, fl) $=$ {(a, $e),$ $($ e, $c),$ $($a, $c)$ } てあるから $ffiP_{\mathrm{D}}=$

$\{(a, c)\}\neq 0$ となり (27) が成り立たない。従って, この Sequence-triplet では表現てきない。

図 $2(2)$ では $F\text{�}=$ { $(a,$ $b),$ $($b, $d),$ $($a, $d)$ }, $\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}=\{(b, c)\}$ , $P_{\mathrm{D}}=$ { $(d,$ $c),$ $($ c, $a),$ $($ d, $a)$ } である。

さらに,

$P_{\mathrm{V}}$ $=$ $\{(a, c), (b, a), (b, c), (c, a), (c, b): (c, d): (d, a), (d, b), (d, c)\}$

$P_{\mathrm{D}}$ $=$ $\{(a, b), (a, c), (a, d), (b, a), (b, c), (b, d), (c, b), (c, d), (d, b)\}$

てあるから $P_{\mathrm{V}}^{1}P_{\mathrm{D}}’=$ { $(b,$ $a),$ $($ d, $b)$ }, $P_{\mathrm{D}}^{-1}P_{\mathrm{V}}’=$ { $(c,$ $d),$ $($a, $c)$ } となる。このとき $P_{\mathrm{V}}^{1}P_{\mathrm{D}}’\cup P_{\mathrm{D}}^{-1}P_{\mathrm{V}}\leq$

$\ovalbox{\tt\small REJECT}$ を満たすチェイン $P_{1}$ は存在しない。なせなら, これを満たすチェイン $P_{1}$ が存在したとすると

$(b, b)\in P_{1}$ となり矛盾するからてある。従って, (30) を満たすチェイン $P_{1}$ が存在せす, この配置

はこの $\mathrm{S}\mathrm{e}\mathrm{q}\mathrm{u}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{c}\propto \mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{t}$ ては表現てきない。

このように Sequence-triplet を使って 3次元直方体パツキングの配置候補を表現することがてき
るがシーケンス ペアを使った 2 次元の矩形パツキングの場合と異なりすべての配置候補を表現

することはできない。Sequence-tripletの定義の仕方は多様てあり, 実際の応用ではある条件を満

たす制限された配置を必要とすることが多い。ブール方程式を使った解析はこのような配置の表
現法の探索に役立つ。

(1) (2)

図 2: Sequence-tripletて表現てきない直方体配置。
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4 まとめ

2 次元における矩形パッキングのために考案されたシーケンスペアを 3 次元の直方体パッキン
グ問題に拡張することを目的としてブール方程式を用いた新しい解析法を提案した。 この手法を

使って, 3次元パッキングにおける直方体配置の表現法として提案された Sequence-triplet を解析
し, この表現が可能となる必要十分条件を示した。今後はこの解析法を発展させ 3次元パッキン
グ問題において実際の用途に適合した配置候補の表現法を検討していきたい。
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