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1 はじめに

$H$ を Hilbert 空間とし, $C$ をその空でない閉凸集合とする. このとき, 任意の $x\in H$

に対して

$||x-z||= \min\{||x-y|| : y\in C\}$

となるような $z\in C$が一意に存在する. このことはよく知られた事実である. そこで, $x\in H$

に対して, このような $C$ の元 $z$ を対応させる写像を $P_{C}$ で表し, $P_{C}$ を $H$ から $C$ の上への

距離射影と呼ぶことにする. この距離射影 $P_{C}$ は, 次の重要な性質を持っている. すなわ

ち, $z=Pc^{x}$ であることの必要十分条件は

$(x-z, z-y)\geq 0$ , $\forall y\in C$

が成り立つことである. この性質を用いると, $P_{C}$ は非拡大写像, すなわち

’
$||$ P$cx-P_{C}y||\leq||$ ? $-y||$ , $\forall x,$ $y\in H$

であることがわかる.

Hilbert 空間での距離射影の概念は Banach空間の場合にも拡張される. $E$ を回帰的で狭

義凸な Banach空間とし, $C$ を $E$ の空でない閉凸集合とする. このとき, 任意の $x\in E^{1}$ に

対して

$||x-z||= \min\{||x-y|| : y\in C\}$

となるような $z\in C$ は一意に存在するが, $x\in E$ に対して, このような $C$ の元 $z$ を対応さ

せる写像をやはり $P_{C}$ で表し, $P_{C}$ を $E$ から $C$ の上への距離射影と呼ぶのである.
一方 MOscO[28] は, $\{C_{n}\}$ を Banach空間 $E$ の空でない閉凸集合の列とするとき, $\{C_{n}\}$ の

強下極限集合 s-lim $\inf_{n}C$n と弱上極限集合 w-lim $\sup_{n}C$n を

$x\in s-$ $\lim\inf C_{n}\Leftrightarrow\exists\{x_{n}\}\subset E$ : $x_{n}\in C_{n}(\forall n),$ $x_{n}arrow x$

お上び

$x \in w-\lim_{n}\sup C_{n}\Leftrightarrow\exists\{C_{n_{i}}\}\subset\{C_{n}\}$ : $x_{n_{\mathrm{i}}}\in C_{n_{i}}$ , $x_{n_{\mathrm{i}}}arrow x$
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で定義し, $C_{0}=s- \lim$ $\inf_{n}C_{n}=\mathrm{w}-\lim$ $\sup_{n}C_{n}$ であるならば, $\{C_{n}\}$ は $C_{0}$ に Mosco 収束
するといい,

$C_{0}= \mathrm{M}-\lim_{n}C_{n}$

で表した. ここで, \rightarrow は強収束 (ノルム収束) を \rightarrow は弱収束を表す 狭義凸で回帰的な
Banach 空間 $E$ の閉凸集合の列 $\{C_{n}\}$ の Mosco 収束と距離射影の列 $\{Pc_{n}\}$ の収束との間に
は大きな関わりがある. 塚田 [55] は 1984年に次の定理を証明した.

定理 $\mathrm{A}([55])E$ を狭義凸で回帰的な Banach 空間とする. $C_{0}$ を $\{C_{n}\}$ の Mosco極限とし,
$C_{0}\neq\phi$ とする. このとき, 任意の $x\in E$ に対し

$P_{C_{n}}xarrow P_{C_{0}}x$

である. さらに, $E$ が (H) を満たす (\S 2 で定義される) ならぱ, この収束は強収束となる.
すなわち, 任意の $x\in E$ に対し, $P_{C_{n}}xarrow P_{C_{0}}x$ となる.

この論文では, Banach 空間における閉凸集合列の Mosco収束と射影の列の収束につい
て研究する. 特に, 距離射影とは異なる 2 つの射影を研究し, さらに Banach空間の空でな
い閉凸集合の列 $\{C_{n}\}$ の収束性 (Mosco収束) と射影の収束性の関係について論じる. す
なわち, 塚田タイプの収束定理が成り立つどうかを議論する. 最後の節では, その他の射
影と 2 つの問題を提起する.

2 準備
$E$ を Banach 空間とし, $C$ を $E$ の空でない閉凸集合とする. このとき, $C$ 上の写像 $T$

は, 任意の $x,$ $y\in C$ に対して, $||Tx-Ty||\leq||x-y||$ を満たすなら, 非拡大であるといわれ
る. $C$ 上の写像 $T$ に対して, $F$ (T) は $T$ の不動点の全体を表し, $R$ (T) は $T$ の値域を表す-

Banach 空間 $E$ に対して, $E$ の凸性の modulus $\delta$ は, 任意の $\epsilon(0\leq\epsilon\leq 2)$ に対して

$\delta(\epsilon)=\inf$ { $1-|| \frac{x+y}{2}||$ : $||$ x $||\leq 1$ , $||$ y $||\leq 1$ , $||$x-y $||\geq\epsilon$ }

で定義される. Banach 空間 $E$ は, 任意の $\epsilon>0$ に対してその凸性の modulus が $\delta(\epsilon)>0$

であるとき, 一様凸であるといわれる. また, $E$ (は $||x||=1,$ $||y||=1$ となる $x,$ $y\in E(x\neq y)$

に対して, つねに $||x+y||<2$ であるとき, 狭義凸であるといわれる. 一様凸な Banach 空
間は狭義凸である. 狭義凸な Banach 空間では, 非拡大写像 $T$ の不動点集合 $F$ (T) は閉凸
集合である [45]. $E^{*}$ を $E$ の共役空間とするとき, $E$ が $E=(E^{*})1$ を満たすなら, $E$ は回

帰的であるといわれる. 一様凸な Banach 空間は回帰的であることも知られている.
Banach 空間 $E$ の元 $x$ とその共役空間 $E^{*}$ の元 $x^{*}$ に対して, $(x, x^{*})$ によって $x$ におけ

る $x^{*}$ の値 $x^{*}(x)$ を表すとき, $E$ 上の duality 写像 $J$ は, 次のように定義される:

$J(x)=$ { $x^{*}\in E^{*}:$ $(x,$ $x^{*})=||$x $||^{2}=||$x’ $||^{2}$ }, $\forall x\in E$ .
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Hahn-Banach の定理を用いることによって, 任意の $x\in E$ に対して $J(x)\neq\phi$ であること

が証明される. この duality 写像 $J$ は $E$ のノルムの微分可能性とも大いに関わりをもつ.
いま $U=\{x\in E : ||x||=1\}$ とするとき, 任意の $x,$ $y\in U$ に対して

$\lim_{tarrow 0}\frac{||x+ty||-||x||}{t}$ $(*)$

が常に存在するとき, $E$ のノルムは G\^ateaux 微分可能であるといわれる. このとき, Banach
空間 $E$ は smooth であるともいわれる. 任意の $y\in U$ に対して極限 $(*)$ が $x\in U$ に対して

一様に存在するとき, $E$ のノルムは uIliformly G\^ateaux 微分可能であるといわれる. 任意
の $x\in U$ に対して, 極限 $(*)$ が $y\in U$ に対して一様に存在するとき, $E$ のノノレムは Fr\’echet
微分可能であるといわれる. $E$ が srnooth であるなら, duality 写像 $J$ は一価となり, $E$ の

ノルムが uniformly G\^ateaux 微分可能なら, $J$ は $E$ の有界集合上で一様連続である. また,
$E$ のノルムが Fr\’echet 微分可能ならば, $J$ は norm-tO-norm 連続である [45].

$E$ を Banach 空間, $C$ をその空でない閉凸集合とするとき $\mathrm{r}x\in E$ と $z\in C$ に対して

$.||x-z||= \min\{||x-y|| : y\in C\}$ $(**)$

となる必要十分条件は, ある $j\in J(x-z)$ が存在し

$(z-y,j)\geq 0$ , $\forall y\in C$

となることが知られている. そこで, $E$ が狭義凸で, 回帰的な Banach空間とするなら, 任
意の $x\in E$ に対して, $(**)$ を満たす $z\in C$が一意に存在するので, \S 1 のように $x\in E$ に対
して, このような $z\in C$ を対応させる写像を $P_{C}$ で表し, $P_{C}$ を距離射影と呼ぶ. すると,
上の同値条件は $E$ から $C$ の上への距離射影 $P_{C}$ に対して, $z=P_{C}x$ となる必要十分条件は,
ある $j\in J(x-P_{C}x)$ が存在し

$(P_{C}x-y,j)\geq 0$ , $\forall y\in C$

となる. さらに $E$ が smooth であるならば $E$ 上の duality 写像 $J$ は一価となるので, 上の

不等式は

$(Pcx-y, J(x-Pcx))\geq 0$ , $\forall y\in C$

となる.

Banach 空間 $E$ が (H) をみたすとは, $E$ での命題

$x_{n}arrow x$ , $||x_{n}||arrow||x||\Rightarrow x_{n}arrow x$

がつねにいえることである. $E$ が一様凸な Banach 空間のときはこの性質が成り立つ. ま

た [45] から, $E^{*}$ が Fr\’echet微分可能なノルムをもつ必要十分条件は, $E$ が狭義凸で, 回帰
的な Banach空間であり, さらに性質 (H) をもつことである. この事実も Banach空間の凸
性, 微分可能性の議論ではよく用いられる. Banach 空間 $E$ の空でない閉凸集合 $C$ が正規
構造をもつとは, 2 点以上を含む $C$ の有界閉凸集合 $K$ に対して: $K$ の点 $z$ が存在し

$\sup_{y\in K}.||$
z-y $||< \sup_{x,y\in K}||$

x-y$||=\delta$ (K)



52

となることである. 一様凸な Banach空間の空でない閉凸集合は正規構造をもつし, Banach
空間のコンパクト凸集合は正規構造をもつ [45]. 次の定理は Kirk[20] によって証明された.

定理 2.1([20]) $E$ を回帰的な Banach 空間とし, $E$ は正規構造をもつとする. $C$ を $E$ の有
界閉凸集合とし, $T$ を $C$ から $C$ への非拡大写像とする. このとき, $T$ は $C$ の中に不動点を

$\text{も}$つ.

3 サニー非拡大射影と Mosco収束
$E$ を Banach 空間とし, $C$ を $E$ の空でない閉凸部分集合とする. $\cdot$

このとき, $E$ から $C$ 上

への写像 $P$ がサニーであるとは, 任意の $x\in E$ と $t\geq 0$ に対して

$P(Px+t(x-Px))=Px$

が戒り立つことである. また, $E$ から $C$上への写像 $P$ が射影であるとは, 任意の $x\in C$ に

対して, $Px=x$ が戒り立つことである. $[4, 31]$ から, $E$ が滑らかな Banach空間とすると
き, $E$ から $C$ 上への射影 $P$ がサニー非拡大であることと

(x-Px, $J$ (Px-y)) $\geq 0$ , $\forall y\in C$

が成り立つことは同値である. ここで, $J$ は $E$ から $E^{*}$ への duality写像である. $E$ が滑ら
かな Banach 空間では, $E$ から $C$ 上へのサニー非拡大射影は一意に決まる. 実際, $Q$ を $E$

から $C$ 上へのもう 1 つのサニー非拡大射影とする. このとき

(x-Qx, $J$ (Qx-y)) $\geq 0$ , $\forall y\in C$

が成り立つ. 任意の $x\in E$ に対して, $Px,$ $Qx\in C$ であることから

(x-Qx, $J$ (Qx-Px)) $\geq 0$ , (x–Px, $J$(Px-Qx)) $\geq 0$

が成り立つ. この 2 つの不等式から

(Px-Qx, $J(Qx-Px)$ ) $\geq 0$

が得られ, $-||Px-Qx||^{2}\geq 0$ を得る. よって $Px=Qx$ である. ゆえに $E$ から $C$上へのサ

ニー非拡大射影は一意に決まる. そこで, 我々は $E$ が滑らかな Banach 空間の場合に, $E$

から $C$上へのサニー非拡大射影を Q。で表すことにする. $C$ を $E$ の空でない閉凸集合とす
る. このとき, $C$ が非拡大レトラクト (サニー非拡大レトラクト) であるとは, $E$ から $C$

上への非拡大射影 (サニー非拡大射影) が存在するときをいう. Bruck$[5, 6]$ は非拡大レト
ラクトに関して次の定理を得た.

定理 3.1([5, 6]) $E$ を回帰的な Banach 空間とし, 正規構造をもつものとする. $T$ を $E$ か

ら $E$への非拡大射影とし, $F(T)\neq\phi$ とする. このとき, $F$ (T) は非拡大レトラクトである.
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さらに, Reich[33], 高橋-上田 [53] はサニー非拡大レトラクトに関して次の定理を得た.

定理 3.2([33,53]) $E$ を回帰的な Banach 空間とし, 一様 G\^ateaux微分可能なノルムをも
つとする. さらに, $E$ は正規構造をもつものとする. $T$ を $E$ から $E$ への非拡大写像とし,

$F(T)\neq\phi$ とする. このとき, $F$ (T) はサニー非拡大レトラクトである.

高橋-上田 [53] はサニー非拡大射影の存在に関してもつと詳しい定理を導いた.

定理 3.3([53]) $E$ を一様凸で一様 G\^ateaux微分可能なノルムをもつ Banach 空間とする.
$T$ を $E$ から $E$への非拡大写像とし, $x\in E$ とする. このとき, $0<t<1$ となる任意の $t$ に

対して

$z_{t}=tx+(1-t)Tz_{t}$

を満たす元 $z_{t}$ が一意に存在し, $\mathrm{t}arrow 0$ とするならば, $\{z_{t}\}$ は $Qx$ に強収束する. ただし, $Q$

は $E$ から $F$ (T) の上へのサニー非拡大射影である.

以上のような準備のもとで, 木村-高橋 [19] は次の定理を得た.

定理 3.4([19]) $E$ を回帰的な Banach空間とし, $\{C_{n}\}$ を $E$ の空でない閉凸非拡大レトラ
クトの列とする. もし, $C_{0}= \mathrm{M}-\lim_{n}C$n が存在し, $C_{0}\neq\phi$ とするならば, $C_{0}$ は閉凸非拡

大レトラクトである.

定理 3.5([19]) $E$ を回帰的な Banach 空間とし, 一様 G\^ateaux微分可能なノルムをもつ
とする. また, $E$ は正規構造をもつものとし, $C_{1},$ $C_{2},$ $C_{3},$

$\ldots$ を空でない閉凸なサニー非
拡大レトラクトの列で, $C_{0}= \mathrm{M}-\lim_{n}C$n が存在するものとする. このとき, $C_{0}\neq\phi$ なら

ば, $C_{0}$ は閉凸なサニー非拡大レトラクトである. さらに, $E$ の duality 写像 $J$ が weakly
sequentially continuous であるならば, 任意の $x\in E$ に対して

$Q_{C_{n}}xarrow Q_{C_{0}}x$

である.

4 $\phi$-射影と Mosco収束
$E$ を滑らかな Banach空間とし, $J$ を $E$ から $E^{*}$ への duality 写像とする. このとき,

$\phi$ (x, $y$ ) $=||$x $||^{2}-2(x, Jy)+||y||^{2}$ , $\forall$x, $y\in E$

で $E\cross E$ から $R$への関数 $\phi$ を定義する. この関数 $\phi$ は次のような性質をもつ.

(i) 任意の $x\in E$ に対して, $E$ から $R$への関数

$y\vdash\Rightarrow\phi(y, x)=||y||^{2}-2(y, Jx)+||x||^{2}$
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は凸で連続である;

(ii) 任意の $x\in E$ に対して

$||$ x$n||arrow$ oo $\Rightarrow\phi$(x$n$ ’
$x$ ) $arrow\infty$

である.

$E$ は滑らかな狭義凸, 回帰的な Banach 空間であるとする. また, $C$ を $E$ の空でない閉
凸集合とする. このとき, 任意の $x\in E$ に対して

$\phi$(z, $x$ ) $= \min\{\phi(y, x) : y\in C\}$

となるような $z\in C$が一意に存在する ([1] を参照). そこで, $x\in E$ に対して, このような $C$

の元 $z$ を対応させる写像を R。で表し, R。を $E$ から $C$ の上への $\phi$-射影, または generalized
projection と呼ぶことにする. Hilbert空間では, generalized projection $R_{C}$ と距離射影 $P_{C}$

は一致する.
$E$ を滑らかな Banach空間とし, $C$ を $E$ の空でない閉凸集合とする. また, $x\in E,$ $z$ \in C

とし, $J$ を $E$ 上への duality 写像とする. このとき, 次の (1) と (2) は同値である.

(1) $\phi$(z, $x$ ) $= \min_{y\in}c\phi$(y, $x$ );

(2) ($z-y$ , Jx–Jz) $\geq 0$ , $\forall y\in C$ .

茨城-木村-高橋 [15] は次の定理を得た.

定理 4.1([15]) $E$ を滑らかで, 狭義凸, 回帰的な Banach 空間とし, $C_{1},$ $C_{2},$ $C_{3,..1}$ を $E$

の空でない閉凸集合の列とする. もし $C_{0}= \mathrm{M}-\lim_{n}C$n が存在し, $C_{0}\neq\phi$ とするならば,

任意の $x\in E$ に対して

$R_{C_{n}}xarrow R_{C\mathrm{o}}x$

である. ただし, $R_{C}$ {は $E$ から $C$ の上への generahzed projection である.

さらに茨城-木村-高橋 [15] は次の収束定理を得た.

定理 4.2([15]) $E$ を滑らかな Banach 空間とし, $E^{*}$ は Fr\’echet微分可能なノルムをもつも
のとする. また $C_{1},$ $C_{2},$ $C_{3},$

$\ldots$ を $E$ の空でない閉凸集合の列とする. もし $C_{0}= \mathrm{M}-\lim_{n}C$n
が存在し, $C_{0}\neq\phi$ ならば, 任意の $x\in E$ に対して

$R_{C_{n}}xarrow R_{C_{0}}x$

である.
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次の定理は, $\{C_{n}\}$ の Mosco収束がいえるための十分条件を示すものである.

定理 4.3([15]) $E$ を狭義凸で回帰的な Banach 空間とし, Fr\’echet微分可能なノルムをも
つものとする. $C_{1},$ $C_{2},$ $C_{3},$

$\ldots$ を $E$ の空でない閉凸集合の列とし,

$\lim_{n}Rc_{n}x=Rc_{0^{X}}$ , $\forall x\in E$

とする. このとき, $C_{0}= \mathrm{M}-\lim_{n}C$n である.

5 その他の射影と問題点
これまでは, Banach空間の空でない閉凸集合の列が Mosco収束することと, Banach 空

間の 3 つの射影 (距離射影, サニー非拡大射影, も射影) の収束性が議論された.
ここで, 3 つの射影を再度復習してみようと思う. 比較しやすいように $E$ を滑らかな

Banach 空間とする. また, $C$ を $E$ の空でない閉凸集合とし, $Pc,$ $Qc$ , R。を $E$ から $C$ 上

への距離射影, サニー非拡大射影, \psi 射影とする. このとき, $x\in E,$ $z$ \in C に対して

$z=P_{C}x\Leftrightarrow(z-y, J(x-z))\geq 0$ , $\forall y\in C$,
$z=Q_{C}x\Leftrightarrow(x-z, J(z-y))\geq 0$ , $\forall y\in C$ ,
$z=R_{C}x\Leftrightarrow$ ($x-z$ , Jz-Jy) $\geq 0$ , $\forall y\in C$

である. ただし, $J$ は $E$ 上の duality 写像である.
これらの考察から

$z=S_{C}x$ �� $(z-y, Jx-Jz)$ $\geq 0$ , $\forall y\in C$

となる $S_{C}$ の存在が容易にわかるであろう. 果たしてこのような射影 S。はどのようなとき
に現れ, どのようなものか非常に興味のあることである.
また, 非線形エルゴード理論の分野では次のような射影の存在がわかっている.

定理 5.1([12]) $E$ を一様凸な Banach 空間とする. $T$ を $E$ から $E$ への非拡大写像とし,

$F(T)\neq\phi$ とする. このとき, $E$ から $F$ (T) の上への非拡大射影 $P$ で, $PT=TP=P$ を満
たし, かつ

$Tx\in\overline{\mathrm{c}\mathrm{o}}\{T^{n}x : n=0,1,2, \ldots\}$ , $\forall x\in E$

となるものが存在する.

このような射影 $P$ を高橋 [42] はエルゴード射影と呼んだ. Banach 空間でのこのような
$P$ の一意性は Bruck[8] によって以下のような形で得られた.
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定理 5.2([8]) 一様凸な Banach 空間で, Fr\’echet 微分可能なノルムをもつものとする. $T$

を $E$ から $E$ への非拡大写像とし, $F(T)\neq\phi$ とする. このとき, $E$ から $F$ (T) の上への非
拡大射影 $P$ で, $PT=TP=P$ を満たし, かつ

$Tx\in\overline{\mathrm{c}\mathrm{o}}\{T^{n}x : n=0,1,2, \ldots\}$ , $\forall x\in E$

となるものが一意に存在する.

この定理は, 可換なセミグループに対しては平野-木戸-高橋 $[11, 12]$ によって, 非可換
の場合は Lau-西浦-高橋 [22] によって得られている. 以上のような考察から, 次の問題が
提起される.

問題 $E$ を一様凸なBanach空間とし, Fr\’echet微分可能なノルムをもつものとする. $T_{1},$ $T_{2}$ ,
$T_{3,..1}$ を $E$ から $E$への非拡大写像の列とし, $F$ (\eta ), $F$ (\eta ), $F(T_{3}),$ . . $\mathrm{r}$

を $T_{1},$ $T_{2},$ $T_{3},$
$\ldots$ の不

動点集合の列とする. $P_{1},$ $P_{2},$ $P_{3},$
$\ldots$ を $E$ から $F$ (\eta ), $F$ (\eta ), $F$ (n), . . . の上へのエルゴード

射影の列とする. このとき -. $C_{0}= \mathrm{M}-\lim_{n}C$n が存在し, $C_{0}\neq\phi$ とするなら, $C_{0}$ は $E$ の

サニー非拡大レトラクトであるが, どんな条件のもとで, エルゴード射影の収束がいえる
のが.
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