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2次の Siegel保型形式と Abel曲面の
ゼータ関数に関する

R. Salvati Manni-J. Top予想の証明

岡崎 武生 (大阪大学大学院理学研究科)

1 予想の紹介と結果
吉田敬之先生により全ての有理数体上定義された Abel 曲面の Hasse-

We垣ゼータ関数は或る 2 次の Siegel保型形式の Spinor-L 関数に一致する
ので (はないかということが予想されていますが、R. Salvati Manni-J. Top
予想とは、 この吉田予想の威立している Abel 曲面と Siegel保型形式の候
補を与えるものでした。

Abel 曲面としては、 $\mathbb{Q}$ 上定義された超楕円曲線 $\mathrm{C}$ : $y^{2}=x^{5}-x$ のヤ

コビアン $J$ (C) をとり、 2 次の Siegel保型形式の方は、井草テータ関数の
4積で以下の様に定義されます。

characteristic $m=$ $(m_{1}, m2, m_{3}, m_{4})\in \mathbb{R}^{4}$ に対して, 次数 2 の Siegel 上
半空間 $\hslash_{2}$ 上の井草テータ関数 \mbox{\boldmath $\theta$}。を

$\theta_{m}(Z):=\sum_{(a_{1},a_{2})\in \mathbb{Z}^{2}}\mathrm{e}(\frac{\Delta’}{2}\lfloor a_{1}a_{2}+m_{2}+m_{1}\rfloor+(a_{1}+m_{1}, a_{2}+m_{2})(\begin{array}{l}m_{3}m_{4}\end{array}))$

(但し、 $\mathrm{e}(t)=\exp(2\pi\sqrt{-1}t),$ $t\in \mathbb{R},$ $Z\in\ovalbox{\tt\small REJECT}_{2},$ $Z[x]=\cdot {}^{t}xZx$ ) とおき、
$n=$ $(n_{1}, n2, n_{3}, n_{4})\in \mathbb{R}^{4}$ に対して

$\Theta_{n}(Z)=\theta_{[(0,0,0,\frac{1}{4})+n]}(Z)\theta_{[(\frac{1}{2},\frac{1}{2},0,\frac{1}{4})+n]}(Z)\theta_{[(0,\frac{1}{2},\frac{1}{2},\frac{1}{4})+n]}(Z)\theta_{[(\frac{1}{2},\frac{1}{2},\frac{1}{2},\frac{1}{4})+n]}(Z)$

とおきます。 このとき、 $n_{i}=0$ or $\frac{1}{2},1\leq i\leq 3,$ $n_{4}=0$ とする事で得ら
れる 8 つの $\Theta_{n}$ (Z) が、 その Siegel保型形式の候補です。 なお、 これらの
$\Theta_{n}$ は $\Gamma(4)=Ker(Sp_{2}(\mathbb{Z})arrow Sp_{2}(\mathbb{Z}/4\mathbb{Z}))$ -E定義された $\Gamma(8)$ 上 trivial な
或る congruence-character $\chi$ 1 付きのカスプ形式の空間に入っています。
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予想

8 つの $\mathrm{O}-_{n}$ は全て、 Hecke 同時固有カスプ形式で Spinor L-関数は全て、
$J$ (C) の Hasse-Weilゼータ関数と一致する。 (但し、2 の Euler因子は除く。)

というものでした。 そして、

主定理
『この予想は全て正しい。』

を示したので、 その証明方法を紹介します。

2 証明のアウトライン

証明の手順は以下の� $\sim$ �です。
�まず、 Hasse-We垣ゼータ関数 $\zeta$ ( $s,$ $J$ (C)) は、 或る Gr\"ossen-character $\lambda$

で具体的に書けます。
何故なら、楕円曲線 $E:y2=x(x-1)(x-3-2\sqrt{2})$ に対して..

$\pi$ : $C$ $\ni$ $(\begin{array}{l}xy\end{array})-(\frac{y(x-\sqrt{2})[perp] xx_{\frac{+1)}{1--1}}x}{(x-1)^{2}})\in E$

$J$ (C) $\cong$
${\rm Res}_{\mathbb{Q}(\sqrt{2})/\mathbb{Q}}(E)$ isogenous over $\mathbb{Q}$

( ${\rm Res}_{\mathbb{Q}(\sqrt{2})/\mathbb{Q}}$ {はWe垣 restriction) と分解され、さらに楕円曲線 $E$ {は $\mathbb{Q}(\sqrt{-2})$

上の虚数乗法

( $xy$ ) $-arrow\sqrt{-2}$

$($ $)$

をもつので、 8 分体 $\mathbb{Q}(\sqrt{-2}, \sqrt{2})=\mathbb{Q}(\mathrm{e}(1/8))$ の Gr\"ossen-character $\lambda$ で

志村-Milne の虚数乗法論により、

$\zeta.(s, J(\mathrm{C}))$ $=\zeta(s, E/\mathbb{Q}(\sqrt{2}))$

$=L(s, \lambda)$ $=$ (P\Pi ,2)=1(1--\lambda (甲)NP-s)-l
とかけます。 ここで、 $\mathbb{Q}(\mathrm{e}(1/8))$ のイデアル (2) に関する類数は 1 なので、

$\lambda(\mathfrak{P})=\mathrm{N}_{\mathbb{Q}(\mathrm{e}(1/8))/\mathbb{Q}(\sqrt{-2})}(\alpha),$ $\mathfrak{P}=(\alpha),$ $\alpha\equiv 1$ $(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 2)$

と完全に定義されます。
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そして、 Gr\"ossen-character $\mu$ : $\mathbb{Q}(\sqrt{-2})_{\mathrm{A}}^{\cross}arrow \mathbb{C}^{\cross}$ を、 $\mathbb{Q}(\sqrt{-2})$ のイデア
ル $(2\sqrt{-2})$ に関する類数は 1 であることに注意して

$\mu(\mathfrak{p})=\alpha$ , $\mathfrak{p}=(\alpha),$ $\alpha\equiv 1$ $(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 2\sqrt{-2})$

と定義すると
$L(s, \lambda)=L(s, \mu)$ L(s, $\overline{\mu}$)

と分解されます。 ここで、 -.は複素共役を意味します。
$\mathrm{O}2$ Spinor $L$-関数が $L$ (s, $\lambda$ ) $=L$ (s, $\mu$ ) $L(s,\overline{\mu})$ になる Siegel保型形式が、 以
下の方法 $\mathrm{i}$ ) $\sim \mathrm{i}\mathrm{i}\mathrm{i}$) で構成できます。
i) まず、

$\theta_{\mu}(z)=\sum_{\mathfrak{n}}\mu(\mathfrak{n})\mathrm{e}(N(\mathfrak{n})z),$
$z\in fl_{1}$

( $\mathfrak{n}$ は 2 と互いに素な $\mathbb{Q}(\sqrt{-2})$ の整イデアルを走る) とおくと、 $\theta_{\mu}$ は Hecke
eigen cusp-form で $L$ (s, $\theta_{\mu}$ ) $=L$ ( s, $\mu$) となります。 また、 $\mu$ の conductor
から、

$\theta,$ $\in S_{2}(\Gamma_{0}(64), \omega 2)$

であることもわかります。 ここで、 $S_{2}$ で楕円カスプ形式の空間をあらわ

し、 $\Gamma_{0}(N)=$ $\{$ $\in SL_{2}(\mathbb{Z})|c\equiv 0$ $($mod $N)\}_{\text{、}}\omega$2 は 2 次拡大

$\mathbb{Q}(\sqrt{2})/\mathbb{Q}$ に関する Dirichlet charac艶 $\mathrm{r}$ です。
即ち、 $\theta_{\mu}(\gamma \mathrm{t}z)=j($ \gamma , $z)^{2}\omega_{2}(a)\theta_{\mu}(z)$ となって $\mathrm{A}\mathrm{a}$ます。 また、 同様に

$\theta_{\overline{\mu}}\in S_{2}(\Gamma_{0}(64), \omega 2)$

です。
$\mathrm{i}\mathrm{i})\theta_{\mu}$ は 2 に関する Fourier 係数はすべて消えているので 2 に関しては、
super-cuspidal representation となって $\mathrm{A}\mathrm{a}$ます。 $\theta_{\mu}$ のレベノレは 2 幕のみ
なので、他の有限素点では主系列表現となっていることから、 Jacquet-
Langlands理論により、 2 でのみ分岐する $\mathbb{Q}$ 上定義された定符号四元数
環 $D_{\mathbb{Q}}=\mathbb{Q}+\mathbb{Q}i+\mathbb{Q}j$

.
$+\mathbb{Q}ij,$ $i^{2}=j^{2}=1,$ $ij=-ji$ の或る保型形式 $\varphi$ で

$L$ (s, $\varphi$) $=L$ (s, $\mu$) となるものが存在します。 ここで、 $D.\mathbb{Q}$ の order $R$上の

character $\chi$付きの保型形式 $\varphi$ を

$\varphi(\gamma gk)=\chi$ (k) $\varphi$ (g), $\gamma\in D_{\mathbb{Q}}^{\cross},$ $g\in D_{\mathrm{A}}^{\cross},$

$k \in\prod_{p<\infty}R_{p}^{\cross}$
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という形の D。のイデール $D_{\mathrm{A}}^{\cross}$ 上の $\mathbb{C}$-valued な連続関数で、以下 $A$ (R, $\chi$ )
でこのような関数の空間を表すことにします。
一般に、 $D_{\mathrm{A}}^{\cross}$ は

$D_{\mathrm{A}}^{\cross}= \mathrm{U}_{i}^{D_{\mathbb{Q}}^{\mathrm{x}}\alpha_{i}}(\mathbb{H}\cross\prod_{p}R_{p}^{\cross})h(R)$ (有限直和), $\mathbb{H}=D_{\infty}$

と分解できるので、 $\alpha_{i}$ での値を決めることで $\varphi$ は、 決定できます。 ここ

で、 $h$ (R) は $R$ に関する類数です。 また、 これらの関数は \mbox{\boldmath $\varphi$}(\mbox{\boldmath $\alpha$}�でのみき
まることから、 $A$ (R, $\chi$) は有限次元ですし、Hecke operator の計算も容易
です。 また、 自動的に $L(s, \overline{\varphi})=L(s, \overline{\mu})$ となります $\circ$

$\mathrm{i}\mathrm{i}\mathrm{i})\mathrm{i}\mathrm{i})$ で定めた保型形式のペア $\varphi,$
$\overline{\varphi}$から、吉田リフト (theta-lift の一 $\ovalbox{\tt\small REJECT}$ ) で

Siegel保型形式 $\mathrm{Y}(\varphi, \overline{\varphi})$ が構成できます。吉田リフトでは、-Eに $L$ ( s, $Y$ (\mbox{\boldmath $\varphi$}1, $\varphi_{2})$ ) $=$

$L$ (s, $\varphi_{1}$ ) $L(s, \varphi_{2})$ となっているので、

$L(s, Y(\varphi,\overline{\varphi}))=L(s, \varphi)$ L(s, $\overline{\varphi}$) $=L(s, \mu)$L(s, $\overline{\mu}$) $=\zeta$ (s, $J(\mathrm{C})$ )

ですから、 こうして所望の Siegel 保型形式が構成できます。
この吉田リフトの形は、 $A$ (R, $\chi$) に対応する以下の条件を満たす、 $D_{\mathrm{A}}\oplus$

$D_{\mathrm{A}}$ の Schwartz function $f$ を

1. 無限素点 $\infty$ に於いて $f_{\infty}=\exp(-2\pi(\mathrm{N}(x_{1})+\mathrm{N}(x_{2})))$ for $x_{1},$ $x_{2}\in \mathbb{H}$ .

2. 有限素点 $p$ で $\chi_{p}$ (\chi の $p$-component) が trivial なら、 $f_{p}$ は巧 $\oplus$巧の
特性関数.

3. 有限素点 $p$ で $\chi_{p}$ が trivial でないなら、 $f_{p}$ は全ての $k_{1},$ $k_{2}\in R_{p}^{\cross}$ と全

ての $(x_{1}, x_{2})\in D_{p}\oplus D_{p}$ [こ対して

$\ovalbox{\tt\small REJECT}(k_{1}^{-1}x_{1}k_{2}, k_{1}^{-1}x_{2}k_{2})=\overline{\chi_{p}(k_{1})}\chi_{p}$ (k2) $f_{p}(x_{1},x_{2})$ .

を取ると、

$F(Z)$
$=h(R) \sum n_{i}^{-1}n_{j}^{-1}\sum\langle\prod f_{p}(\alpha_{i}^{-1}\delta_{1}\alpha_{j}, \alpha_{i}^{-1}\delta_{2}\alpha_{j})$

$ij$ $\delta\dot{.}\in D_{\mathrm{Q}}$ pく科科

$\mathrm{x}\mathrm{e}(\mathrm{N}(\delta_{1})z_{1}+\mathrm{T}\mathrm{r}(\delta_{1}-\delta_{2}^{*})z_{2}+\mathrm{N}(\delta_{2})z_{3}),\overline{\varphi_{1}(\alpha_{i})}\varphi_{2}(\alpha_{j})\rangle$ ,

$Z=$ $(\begin{array}{ll}z_{1} z_{2}z_{2} z_{3}\end{array})\in fl_{2}$
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で与えられます。 $\langle$ , $\rangle t\mathrm{h}$ Hermitian 内積、 $n_{i}=|D\mathbb{Q}\cap\alpha_{i}^{-1}R_{\mathrm{A}}\alpha_{i}|_{\text{、}}*$ は $D\mathbb{Q}$

の $\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{i}\mathrm{n}- \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{v}\mathrm{o}1\mathrm{u}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}_{\text{、}}\mathrm{N}$, Tr は被約ノルム、被約トレースを表しています。
� 最後に適当な $D_{\mathrm{A}}^{\cross}$ の保型形式 $\varphi \mathrm{s},\mathrm{t}L$ (s7 $\varphi$ ) $=L$ ( s, $\mu$) と $\varphi$ の入ってい

る空間 $A(R, \chi)$ に対応した Schwartz-function $\prod_{p}f$p を取る事で予想の 8
つの $\mathrm{O}-_{n}$ が全て得られる事を示します。 しかし、 実は 8 つの $\Theta_{n}$ は或る 2
の Hecke operator 達で移りあうことがわかるので、 $\mathrm{O}-(0,0,0,0)$ に関して証

明すれば十分です。

$\Theta$

(0,0,0,0) $(8Z)$ $= \sum_{x\dot{.},y_{j}\in \mathbb{Z}}\mathrm{e}(\frac{7}{8}+\frac{y_{1}+y_{2}+y_{3}+y_{4}}{4}+\frac{x_{3}+x_{4}}{2}$ )

$\mathrm{x}\mathrm{e}(Z\{\begin{array}{l}2x_{1}2y_{1}\end{array}\}+Z\{\begin{array}{ll}2x_{2} +\mathrm{l}2y_{2} +1\end{array}\}+Z\{\begin{array}{l}2x_{3}2y_{3}+1\end{array}\}+Z\{\begin{array}{l}2x_{4}+\mathrm{l}+12y_{4}\end{array}\})$

となり、 $D\mathbb{Q}$ の元 $\delta_{1},$ $\delta_{2}$ を

$\delta_{1}$ $=$ $2x_{1}+(2x_{2}+1)- i+(2x_{3})j+(2x_{4}+\mathrm{I})|ij$,
$\delta_{2}$ $=$ $2y_{1}+(2y_{2}+1)i+(2y_{3}+1)\cdot j+(2y_{4}+1)ij$ ,

とおく。 すると、 $\Theta(0,0,0,0)$ は

$\Theta$(0,0,0,0)(8Z) $=$ $o \sum_{e\dot{.},y.\in \mathbb{Z}}.\mathrm{e}(\frac{7}{8}+\frac{y_{1}+y_{2}+y_{3}+y_{4}}{4}+\frac{x_{3}+x_{4}}{2}$)
$\cross$ e(N $(\delta_{1})z_{1}+$ Tr($\delta_{1},$ $\delta_{2}^{*}$ ) $z2+\mathrm{N}(\delta_{2})z_{3}$ )

となります。
さて、 この式と吉田リフトの形を比べながら、 Schwartz-function $f$p を

1. 素点 2で $f_{2}$ を $\delta_{1},$ $\delta_{2}$ の座標 $x_{i},$ $y_{i}$ が全て $\mathbb{Z}_{2}$ に入っているとき、$f_{2}(\delta_{1}, \delta_{2})=$

$\mathrm{e}$ ( $\frac{7}{8}+$ $+\supseteqq+x2$ )、それ以外は 0 とおきます。

2. 他の有限素点 $p$ で,$f_{p}$ を $x_{i},$ $y_{i}\in \mathbb{Z}_{\mathrm{p}}$ のとき 1 、それ以外は 0 とおき
ます。

と選びます。 次に $D\mathbb{Q}$ の order $R$ と $R$ の character $\chi$ を、

$f_{p}(k_{1}\delta_{1}, k_{1}\delta_{2})=\chi_{p}(k_{1})f_{p}(\delta_{1}, \delta_{2})$ , $k_{1}\in R_{p}^{\mathrm{x}}$

という条件から、

$R$ $=$ $\mathbb{Z}+2\mathbb{Z}(i+j)$ $+2\mathbb{Z}(j+ij)$ $+4\mathbb{Z}$ij,
$\chi$ $=$ $\omega$2($a_{1}+4(a_{2}+a_{3}+a_{4})$ , for $a_{1}+2a_{2}(i+j)+2a_{3}(j+ij)+4a_{4}ij\in R_{2}^{\mathrm{x}}$
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で、 2以外の素点 $p$では $R_{p}$ は maximal order $\chi_{p}$ は trivial と決定できます。
$R$ の類数 $h$ (R) は 4 で、

$\alpha$ 1 $=$ 1,
$\alpha_{2}=(i+j+ij)_{2}\cross\prod_{v\neq 2}1_{v}$

,

$\alpha$3 $=$
$(1+2i)_{2} \cross\prod_{v\neq 2}1_{v},$ $\alpha 4=(6+i+7j+3ij)2\cross\prod_{v\neq 2}1_{v}$

ととれます。 そして、 $A$ (R, $\chi$ ) の Brandt 行列 (Hecke-Operator の有限次
表現行列) を計算して $L$ (s, $\varphi$) $=L$ (s, $\mu$) となっていそうな固有保型形式 $\varphi$

を

$\varphi(\alpha 1)=1,$ $\varphi(\alpha 2)=-\sqrt{-1},$ $\varphi(\alpha 3)=\varphi(\alpha 4)=0$

と選びます。
この $\varphi$ とその複素共役 $\overline{\varphi}$ と上で定義した Schwartz function $f$ をもちい

て、 吉田リフト $\mathrm{Y}(\varphi, \overline{\varphi})$ を計算します。
すると、Schwartz-function $f$の選び方から、当然 $\Theta_{(0,0,0,0)}(8Z)$ と $\mathrm{Y}(\varphi, \overline{\varphi})$

は非常に近い形をしています。 ただ、 $(\alpha_{i}, \alpha_{j})\neq(1,1)$ のパートがはみ出

しています。
しかし、 このはみだしたパートは結局 cancelすることが容易な計算でわ

かります。即ち、 $\Theta_{(0,0,0,0)}(8Z)=Y(\varphi, \overline{\varphi})$ ですから、 $\Theta(0,0,0,0)(8Z)$ は Hecke
同時固有形式で、 $L$ (s, $\Theta_{(0,0,0,0)}$ ) $=L(s, \varphi)L(s, \overline{\varphi})$ であることが解りまし
た。 (但し、 Bad prime 2 に関する Euler factor は除きます)
一方、 $\varphi$ から楕円保型形式 $\theta_{\varphi}$ を

$\theta_{\varphi}(z)$ $=$ $\sum_{i}^{h(R)}n_{i}^{-1}\sum\langle\prod f_{p}^{(1)}(\delta\alpha_{i})\mathrm{e}(\mathrm{N}(\delta)z),$ $\varphi(\alpha_{i})\rangle$ ,
$\delta\in D_{\mathbb{Q}}$ p<0科

と構成して $\theta_{\varphi}$ は Hecke 固有形式 $L$ (s, $\varphi$ ) $=L$ (s, $\theta_{\varphi}$ ) で $\theta_{\varphi}\in S_{2}($ \Gamma 0(64), $\omega_{2})$

であることがわかります。 ここで $D_{p}$ の Schwartz-function $f_{p}^{(1)}$ {は、

1]点 2 では、 $\delta\in R_{2}^{\cross}$ なら $f_{2}^{(1)}(\delta)=\chi_{2}(\delta)$ でそれ以外では 0

2. 他の有限素点 $p$ で鳥の特性関数

とおいています。この構成法 $\varphiarrow\theta_{\varphi}$ は一般の Hecke固有形式 $\varphi$ から Hecke
楕円保型形式を構或するものです。
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そして $dim(\mathit{2}S_{2}(\Gamma_{0}(64), \omega_{2})=2$ と訃算してこの空間 $S_{2}(\Gamma_{0}(64), \omega_{2})$ は

$\theta_{\mu},$ $\theta_{\overline{\mu}}$ で張られていることがわかるので $\theta_{\mu}=\theta_{\varphi},$ $\theta_{\overline{\mu}}=\theta_{\overline{\varphi}}$ となるので

$L(_{\mathrm{S})},’)$ $=L(s, \mu),$ $L(s, \overline{\varphi})$ $=L(s, \overline{\mu})$

と結論付けられて予想は完全に証明されました。最後に、 $\theta_{\varphi}=\theta_{\mu}$ を示せ

たのは、 たまたま $dim_{\mathbb{C}}S_{2}(\Gamma_{0}(64), \omega_{2})=2$ となっていたからというわけ

ではないことを注意しておきます。
[P-Y] などによりカスプ形式の Fourier係数がその重さ、 レベルに対応
した或る定数個消えていればそのカスプ形式自身が 0 であるという結果
があるので、 Fourier係数を沢山計算することで $\theta_{\varphi}=\theta_{\mu}$ を示すという手

段もあります。
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