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関数体上の Langlands予想について
東京大学大学院数理科学研究科博士課程 1年三枝洋一 (Yoichi Mieda)

Graduate School of Mathematical Sciences,
The University of Tokyo

0 はじめに

本稿の目標は, Lafforgue によってなされた関数体上の Langlands 予想の証明を解説する
ことである. 直接関係のある論文 [Lafl], [Laf2], [Laf3] だけで 600 ページ近くあることから
分かるように, Lafforgue の証明はかなり大規模なものであり, そのすべてを数十ページの

講究録で完全に扱うのはもちろん不可能である. その一方で, [Laf4] や [Lau] など, 証明の

全体的な流れを概観した優れた解説は既に存在する. そこで本稿では, Lafforgue の証明の
うち Lefschetz 跡公式の部分のみに焦点を当て, 詳細な解説を行うことにした. 証明の数あ

るステップのうち Lefschetz 跡公式を選んだのは, 筆者が比較的詳しいこともあるが,
$\bullet$ Langlands 予想に関わる論文ではほとんど見られない議論が行われており, Lafforgue
の独自性が発揮されていると思われる

$\bullet$ Lafforgue の仕事の解説を行った文献において (筆者の知る限り) まだ扱われていない

などの理由によるものである.

このようにテーマを狭く絞り込んだため, Lefschetz 跡公式以外の部分についての扱いは
かなり軽いものにせざるを得なかった. 特に shtuka のレベル構造. Hecke 対応の定義やモ
ジュライスタツク $\mathrm{C}\mathrm{h}\mathrm{t}_{N}^{r}$ の性質を始めとする基本的な事柄, コンパクト化の構成やその境界

の記述などの興味深いトピックに全く触れられなかったのは心残りである. また, 解説記

事としては触れるべきであろう, 関数体の Langlands 予想の解決にいたるまでの歴史も紙
数の関係で割愛した. これらについては [Laf4], [Lau] などの解説記事などを参照されたい.
最後に, 本稿の全体的な構成について簡単に述べてお $\text{く_{}1}$ ます第 1 節では, Langlands 予
想の正確な主張を述べ, 非常に大雑把な証明のあらすじを紹介する. 第 2 節では, shtuh
とそのモジュライスタツクについて必要最低限の説明を行う. 第 3 節は Lefschetz 跡公式
の概説に充てられている. Lefschetz 跡公式は数論幾何において極めて重要な位置を占める
ものだと思われるが, そのまとまった解説記事はあまりないようである. そのため第 3 節
では, Lefschetz-Verdier跡公式および Deligne 予想について細かい解説を行い, 可能な限

り証明をつけることにした. 第 4 節では, Lafforgue による Lefschetz 跡公式について証明
付きで詳しく述べる. 最後に, 第 5 節では, 第 4 節の内容をいかにして shtuka のモジュラ
イスタツクのコホモロジーの計算に応用するかを概観する.
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記号 $\mathrm{F}_{q}$ を有限体とし, $\ell$ を $q$ を割らない素数とする. $C$ を $\mathrm{F}_{q}$ 上 proper smooth かつ幾
何学的に連結な曲線とし, $F$ を $C$ の関数体とする. $\overline{F}$ を $F$ の分離閉包, $G_{F}=\mathrm{G}\mathrm{a}1(\overline{F}/F)$

を $F$ の絶対 Galois 群とする. また, $F$ の素点 $x\in|C|$ に対し, $F_{x}$ を $F$ の $x$ における完備

化とし, その整数環を $\mathcal{O}_{x}$ , 剰余体を $\kappa_{x}$ と書く. $\kappa_{x}$ の $\mathrm{F}_{q}$ 上の拡大次数を $x$ の次数と呼び,

$\deg x$ と書く $\mathrm{t}$

$\mathrm{A}_{F}$ を $F$ のアデール環とし, $\mathcal{O}_{\mathrm{A}_{F}}=\prod_{x\in|C|}\mathcal{O}$, をその整数環とする. $a=(a_{x})_{x\in|C|}\in \mathrm{A}$

に対し, $\deg a=\sum_{x\in|C|}\mathrm{d}$egx. $v_{x}$ (ax) とおく (これは本質的には有限和である). ただし,

$v_{x}$ は $\mathcal{O}_{x}$ の正規化された離散付値とする.
コホモロジーといえば常に $\ell$ 進エタールコホモロジーを指すものとする.

1 Langlands予想とは
よく知られているように, Lmglands 予想とは $G_{F}$ の $r$ 次元 $l$進表現と $\mathrm{G}\mathrm{L}_{r}$ (AF) の保型表

現が対応するてあろうという予想である. ここではます両者の設定を明確にし, Langlands
予想を定式化する.

1J ガロア表現

$r\geq 1$ に対し, $\mathcal{G}_{\ell}^{r}$ (F) を $G_{F}$ の連続な既約 $r$ 次元 $\ell$ 進表現 $\sigma:G_{F}arrow \mathrm{G}\mathrm{L}_{r}(\overline{\mathbb{Q}}_{\ell})$ で, 条件

・有限個の素点を除いて不分岐である
$\bullet$ $\det\sigma$ が有限位数, すなわちある $n\neq 0$ に対して $(\det\sigma)^{\otimes n}$ が自明な指標となる

を満たすものの同型類の集合とする.
$\sigma\in \mathcal{G}\ddagger(F)$ はある開集合 $V\subset C$ 上の smooth な $\ell$ 進層, あるいは $C$ 上の構成可能な $\ell$ 進

層とみなすことができる.

.
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注意 L2
$L($ \sigma , $Z)$ は $Z$ の有理式であり, 関数等式をもつことが $\ell$ 進コホモロジーの一般論を用い

ることにより証明される (合同ゼータ関数の有理性, 関数等式の証明と全く同じである).

$x\in V$ のときは, $\sigma_{x}$ の $I_{x}$ の制限は自明なので, $\sigma_{x}$ (Frobx) の固有値を $z_{1}$ (\sigma x), . . . , $z_{r}(o\sigma_{e})$

と書くと, 次が成立する :

$L_{x}( \sigma_{x}, Z)=\prod_{1\leq i\leq r}\frac{1}{1-z_{i}(\sigma_{x})Z^{\deg x}}$ .

1.2 保型表現

写像 $\varphi:\mathrm{G}\mathrm{L}_{r}(\mathrm{A}_{F})arrow \mathbb{C}$で次の 4 条件を満たすもの全体を $\mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}_{c}^{r}$ と書く :
i) $\varphi$ は $\mathrm{G}\mathrm{L}_{r}$ (F) の作用で左不変.

$\mathrm{i}\mathrm{i})\varphi$ はある $\mathrm{G}\mathrm{L}_{r}$ (AF) の開部分群の作用で右不変.
$\mathrm{i}\mathrm{i}\mathrm{i})\deg a\neq 0$ となる $a\in \mathrm{A}_{F}^{\mathrm{x}}$ が存在して, 任意の $g\in \mathrm{G}\mathrm{L}_{r}$ (AF) に対して $\varphi(ag)=\varphi(g)$ .
$\mathrm{i}\mathrm{v})\mathrm{G}\mathrm{L}_{r}$ の標準的放物部分群 $P$ に対して,

$\int_{N_{P}(F)\backslash N_{P}(\mathrm{A}_{F})}\varphi$(n$P$g) $dn_{P}=0$

が成り立つ. ここで $N_{P}$ は $P$ の幕単根基であり, $dn_{P}$ は $N_{P}$ の Haar 測度である.

Aut: は $\mathrm{G}\mathrm{L}_{r}$ (AF) の表現, あるいは $\mathrm{G}\mathrm{L}_{r}$ (AF) の Hecke 環 $\mathcal{H}_{F}^{r}$ 上の加群になるが, これを

既約表現に分解したときに現れる表現を尖点的保型表現という. $\mathrm{G}\mathrm{L}_{r}$ (AF) の尖点的保型表
現で中心指標が有限位数であるもの全体を $A^{r}$ (F) と書く $l$

$\pi\in A^{r}$ (F) に対して, 局所 $L$ 因子 $L_{x}$ (\pi x’ $Z$) および大域的 $L$ 関数 $L($ \pi , $Z)$ が定義され,

解析接続と関数等式をもつ. さらに, $\pi$ が $x\in|C|$ で不分岐ならば, $z_{1}(\pi_{x}),$
$\ldots,$

$z_{r}(\pi_{x})$ を

Hecke 固有値とすると, 次が成り立つ :

$L_{x}( \pi_{x}, Z)=\prod_{1\leq i\leq r}\frac{1}{1-z_{i}(\pi_{x})\cap Z^{\deg x}}$ .

1.3 Langlands 予想

るこ

注意 1.4
strong multiplicity one theorem より, $\sigma$ [こ対応する $\pi$ は高々 1 つである. また, Cheb-

otarev 密度定理より, $\pi$ に対応する $\sigma$ は高々 1 つである.
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次が Lafforgue の主定理である :

.

1.4 証明の方針

ここでは定理 1.5 の証明の方針について簡単に述べる.
ます注意すべきことは, 定理 1.5 はについての帰納法で証明されるということである.

すなわち, $r$ についての定理 1.5 の主張を $\mathrm{M}\mathrm{T}_{r}$ と書くと, 次が成り立つ :

この命題の本質的な部分はガロア表現から対応する保型表現を構成する部分であるが,
ガロア表現の大域的 $L$ 関数は解析接続および関数等式をもつので, 逆定理 ([C-P], [Lafl]

Appendice B) を用いることによってそれと同じ大域的 $L$ 関数をもつ保型表現が得られる
(より正確には, $\epsilon$ 因子の積公式も必要である). これは代数体の場合とは著しく異なる部
分である.

したがって, 保型表現 $\pi\in A^{r}$ (F) から出発してそれに対応するガロア表現を構成する方
法を与えればよい. Langlands 予想に関する多くの仕事と同様に, 数論幾何学的な構成を

行う. すなわち , Hecke環 $\mathcal{H}_{F}^{r}$ が作用する $F$ 上のモジュラー多様体 Cht を考え, その $\ell$ 進
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コホモロジー $H_{c}^{*}(\mathrm{C}\mathrm{h}\mathrm{t}_{\overline{F}}, \overline{\mathbb{Q}}_{\mathrm{Z}})$ を $G_{F}$ および $\mathcal{H}_{F}^{r}$ の作用で分解することによって対応を構成
するのである. これが Langlands の意味での対応になっていることは, Selberg 跡公式と

Cht についての Lefschetz 跡公式を比較することによって得られる.
この方針は現在 Langlands 対応を構成するアプローチの 1 つとして広く用いられており

特に珍しいものではないが, Lafforgue の証明において用いられるモジュラー多様体 Cht は
有限型ではなく. したがってコホモロジーの次元や固定点の個数などが無限になってしま

うため, その取り扱いに著しい困難が生じるのである.

2 shtuka とそのモジュライスタック
ここでは, shtuh の定義について簡単に復習する. [Laf4] や [Lau] など, 優れた解説が

少なからす存在するので, 詳細はそちらをご覧いただきたい.

shtuka の定義

も,

関手 $S\mapsto$ ( $S$ 上の階数 $r$ の shtuka) は Deligne-Mumford スタツクになる. これを $\mathrm{C}\mathrm{h}\mathrm{t}^{f}$

と書 < (Cht は shtuh のフランス語表記 chtoucaの頭文字である). shtuka の定義より, 射
$(\infty, 0)$ : $\mathrm{C}\mathrm{h}\mathrm{t}^{r}arrow C\cross C$ が定まる. これは smooth であり, 相対次元は $2r-2$ となる.

レベル構造
$N\sim C$ を $C$ の有限部分スキームとするとき, shtuh のレベル $N$ 構造を考えることが

できる. ここでは簡単のため, $\infty,$ $0$ が $N$ と交わらない場合のみ定義する.
$S$ 上の shtuh $\tilde{\mathcal{E}}=$ $(\mathcal{E}\mathcal{E}^{\prime\tau}\underline{j}\underline{t}\mathcal{E})$ のレペノレ $N$ 構造とは, $\mathcal{E}$ の $N\mathrm{x}S$ 上の自明化

$u:\mathcal{E}\otimes_{\mathcal{O}_{C}}\mathcal{O}_{N}=\mathcal{E}\otimes_{\mathcal{O}_{\mathrm{C}\mathrm{x}S}}\mathcal{O}_{N\mathrm{x}S}\cong \mathcal{O}_{N\mathrm{x}S}^{\oplus r}$
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であって, 次の図式を可換にするものである :

E\otimes O。 $\mathcal{O}_{N}$

レベル $N$ 構造つき shtuka のモジュライスタツクを $\mathrm{C}\mathrm{h}\mathrm{t}_{N}^{r}$ と書く. また, レベル構造を

忘れる自然な射 $\mathrm{C}\mathrm{h}\mathrm{t}_{N}^{r}arrow \mathrm{C}\mathrm{h}\mathrm{t}^{r}\cross_{C\mathrm{x}C}(C\backslash N)\mathrm{x}(C\backslash N)$ は表現可能であり, Galois 群が
$\mathrm{G}\mathrm{L}_{r}$ (ON) である有限 Galois \’etale 被覆となる.

Hecke 対応
$K_{N}=\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(\mathrm{G}\mathrm{L}_{r}$ (O。d\rightarrow GLr(ON)) とし, $K_{N}$ で両側不変な $\mathcal{H}$ の元全体を $\mathcal{H}_{N}$ とお

$\text{く},$
$\mathcal{H}_{N}$ は $\mathrm{C}\mathrm{h}\mathrm{t}_{N}^{r}$ に correspondence の線型和として作用する. より正確に述べると, 次の

ようになる :
$f\in \mathcal{H}_{N}$ に対し, $f_{x}$ が $\mathrm{G}\mathrm{L}_{r}$ (Ox) の特性関数 $1_{\mathrm{G}\mathrm{L}_{f}(}$ O.) の定数倍でないような素点 $x$ の集合

を $T_{f}$ と書く. $f$ は $g_{i} \in\prod_{x\not\in T_{f}}\mathrm{G}\mathrm{L}_{r}(\mathcal{O}_{x})\mathrm{x}o\prod_{e\in T_{f}}\mathrm{G}\mathrm{L}_{r}$ (Fx) を用いて $f= \sum_{i}\lambda_{i}1_{K_{Ng:}\cdot K_{N}}$.

と表すことができる. 各 $g_{i}$ に対して, \’etale な correspondence

$\Gamma_{N}^{r}(g_{i})arrow(\mathrm{C}\mathrm{h}\mathrm{t}_{N}^{r}\mathrm{x}{}_{C\mathrm{x}C}\mathrm{C}\mathrm{h}\mathrm{t}_{N}^{r})\mathrm{x}_{C\mathrm{x}C}(C\backslash T_{f})\mathrm{x}(C\backslash T_{f})$

を定めることができ ([Laf2], $\mathrm{I}.4\mathrm{c}$ , Proposition 3 参照), $f$ の作用はこの線型結合とする.

truncation
shtuka $\tilde{\mathcal{E}}=$ $(\mathcal{E}\mathcal{E}^{\prime\tau}\underline{j}\underline{t}\mathcal{E})$ のうち, $\deg \mathcal{E}=d$ を満たすものを分類する代数スタツク

を $\mathrm{C}\mathrm{h}\mathrm{t}^{r,d}$ と書く $\mathrm{r}$

このとき, $\mathrm{C}\mathrm{h}\mathrm{t}^{r}=$ 垣 $\mathrm{d}\in \mathbb{Z}$

$\mathrm{C}\mathrm{h}\mathrm{t}^{r,d}$ である.

$\mathrm{C}\mathrm{h}\mathrm{t}^{r,d}$ は, $r\geq 2$ のとき有限型ではない. これは階数 2 以上のベクトル束のモジュライ空
間が有限型でないことに起因する. そこでベクトル束のモジュライの場合に倣い, shtuka
に対して Harder-Narasimhan フイルトレーションの類似物を用いることで, $\mathrm{C}\mathrm{h}\mathrm{t}^{r,d}$ を有限

型の開部分スタツクの合併として書くことを考える.
$k$ を $\mathrm{F}_{q}$ 上の代数閉体とすると, $k$ 上の shtuka $\tilde{\mathcal{E}}=(\mathcal{E}-j \mathcal{E}’\underline{t}\tau \mathcal{E})$ に対して, その

Harder-Narasimhan フイ)レトレーションと呼ばれる $\tilde{\mathcal{E}}$ のフイノレトレーションと, canonical
polygon と呼ばれる上に凸な折れ線写像 $\overline{p}^{\tilde{\mathcal{E}}}$ : $[0, r]arrow \mathbb{R}(\overline{p}’(0)=\overline{p}^{\tilde{\mathcal{E}}}(r)=0)$ を対応させ

ることができる ([Laf2] $\mathrm{I}.2\mathrm{b},$ Th\’eor\‘eme8). $\overline{p}^{\overline{\mathcal{E}}}$ は $\overline{p}$ と略記することも多い.

$p:$ $[0, r]arrow \mathbb{R}$ を $p(0)=p(r)=0$ を満たす折れ線写像とするとき, $\mathrm{C}\mathrm{h}\mathrm{t}^{r}$ の開部分スタツ

ク $\mathrm{C}\mathrm{h}\mathrm{t}^{r,\overline{p}\leq p}$ で次の条件を満たすものが唯一存在する :

$k$ 上の shtuka $\tilde{\mathcal{E}}$ につ $\mathrm{A}1\text{て}$ , $\overline{p}^{\tilde{\mathcal{E}}}\leq p$ であることと $\tilde{\mathcal{E}}$で決まる射 $\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}karrow \mathrm{C}\mathrm{h}\mathrm{t}^{r}$

が $\mathrm{C}\mathrm{h}\mathrm{t}^{r,\overline{p}\leq p}$ を経由することは同値である.
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さらに, $\mathrm{C}\mathrm{h}\mathrm{t}^{r,d,\overline{p}\leq p}=\mathrm{C}\mathrm{h}\mathrm{t}^{r,d}\cap \mathrm{C}\mathrm{h}\mathrm{t}^{r,\overline{p}\leq p}$ は $\mathrm{F}_{q}$ 上有限型になる. これにより, $\mathrm{C}\mathrm{h}\mathrm{t}^{r,d}=$

火
$p$

$\mathrm{C}\mathrm{h}\mathrm{t}^{r,d,\overline{p}\leq p}$ と有限型開部分スタツクの合併で書くことができる.
レベルつきの場合も同様にして $\mathrm{C}\mathrm{h}\mathrm{t}_{N}^{r,\overline{p}\leq p},$ $\mathrm{C}\mathrm{h}\mathrm{t}_{N}^{r,d,\overline{p}\leq p}$ を定めることができ, 後者は有限型

になる.

注意 2.2
ここで定めた $\mathrm{C}\mathrm{h}\mathrm{t}^{r,\overline{p}\leq p}\#$JHecke対応では保たれない. 後にまた述べるが, これが Lefschetz

跡公式の適用を困難にする 1 つの要因である.

固定点の個数
$a\in \mathrm{A}_{F}^{\mathrm{x}}$ で $\deg a=1$ となるものを固定する. このとき, $\mathrm{C}\mathrm{h}\mathrm{t}_{N}^{r}/a^{\mathrm{Z}}=$ 垣 0\leq d ${}_{\leq r-1}\mathrm{C}\mathrm{h}\mathrm{t}_{N}^{\tau,d}$

である. このスタツクのコホモロジー層 ( $C\backslash N\mathrm{x}C\backslash N$への自然な射による高次順像) の

交代和として得られる $\mathcal{H}_{N}/a^{2}\mathrm{x}\pi_{1}$ $(C\backslash N\cross C\backslash N)$ の virtual 表現

$V_{N}= \sum_{\nu=0}^{4r-4}(-1)^{\nu}H_{c}^{\nu}(\mathrm{C}\mathrm{h}\mathrm{t}_{N}^{r}/a^{\mathrm{Z}})$

を考える. $V_{N}$ を分解することで,

$\pi\in\{\pi\}_{N}^{r}=$ ( $N$ の外で不分岐な尖点的保型表現全体)

に対応する $\sigma_{\pi}$ を構成したい. このためには, $f\cross \mathrm{F}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{b}_{x}^{n}\in \mathcal{H}N$ $\mathrm{x}\pi_{1}(C\backslash N\mathrm{x}C\backslash N)$

の $V_{N}$ への作用のトレースを求めることが重要なステツプである. 以下では, 幾何学的点

$x\in(C\mathrm{x}C)(\overline{\mathrm{F}}_{q})$ でのファイバー $(\mathrm{C}\mathrm{h}\mathrm{t}_{N}^{r,\overline{p}\leq p}/a^{\mathbb{Z}})_{x}$ における $f\mathrm{x}$ Frob: の固定点の個数 (よ

り正確には? $\Gamma_{N}^{r}$ (9i) $\cross \mathrm{R}\mathrm{o}\mathrm{b}_{x}^{n}$ の固定点の個数の線型和)

$\#$ Fix$r,\overline{\mathrm{p}}\leq px$ ( $f\mathrm{x}$ Frob:)

を表す式を紹介する. この式と $f\cross \mathrm{R}\mathrm{o}\mathrm{b}_{x}^{n}$ の $V_{N}$ への作用のトレースを Lefschetz 跡公式に
よって結びつけるのが次節以降の目標になる.

$\infty,$ $0\in|C\backslash T_{f}|$ に対し, $s$ を $\deg\infty$ と degO の公倍数とし, $s=\deg\infty$ . $s’=\deg 0\cdot u’$ と

書 $\text{く_{}l}$ また, $\overline{\infty},\overline{0}\in C(\overline{\mathrm{F}}_{q})$ を $\infty,$
$0$ の上にある幾何学的点とし, $x=(\overline{\infty},\overline{0})\in(C\mathrm{x}C)(\overline{\mathrm{F}}_{q})$

とする. このとき, 次が成り立つ :

,
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$| \pi\in\{\sum_{+\sum_{\iota}^{\mathrm{t}^{-}}}^{\text{の}\yen \mathrm{i}5\iota\mathrm{h}^{\backslash },\mathrm{x}\text{の式}-\tau^{\backslash }\text{与_{}\check{\lambda}\supset \text{れる}}}]\}_{\pi}(f)q^{(r-1)s}(z_{1}(.\cdot\pi_{\infty})^{-s’},+\cdots+z_{r}(\pi_{\infty})^{-s’})(z_{1}(\pi_{0})^{u’},+\cdots+z_{r}(\pi_{0})^{u^{l}},)\pi\}_{N}^{\mathrm{r}}c_{\iota}s^{m_{\downarrow\lambda_{\iota}^{s}(z_{1}(\pi_{\infty}^{\prime\iota})^{-s}+\cdots+z_{r_{\iota}’}(\pi_{\infty}^{\prime\iota})^{-s^{t}})(z_{1}(\pi_{0}^{\iota})^{u}+\cdots+z_{r_{\iota}}(\pi_{0}^{\iota})^{u})}}\backslash$

.

この定理は,

i) $(\mathrm{C}\mathrm{h}\mathrm{t}_{N}^{r,\overline{p}\leq p})_{x}$ の $f\mathrm{x}\mathrm{R}\mathrm{o}\mathrm{b}_{x}^{n}$ による固定点のアデール表示
$\mathrm{i}\mathrm{i})\mathrm{G}\mathrm{L}_{r}$ につ $\phi$ )ての fundamental lemma

\"ui) Arthur-Selberg 跡公式
の 3 つをまとめて書いたものであり, [Laf2] の主定理である. $\mathrm{i}$ ), $\mathrm{i}\mathrm{i}$ ) については, Drinfeld
や Laumon らの仕事がほとんどそのまま拡張できるため, さほど難しくはない. $\mathrm{i}\mathrm{i}\mathrm{i}$) は,

shtuka の Hと der-Narasimhan フイ)レトレーションによる truncation と Selberg 跡公式に

おける Arthur の truncation が対応していることを証明する必要があり, かなり難解なも

のとなっている.

3 Lefschetz跡公式の復習
ここでは, $k$ を分離閉体とし, すべてのスキームは $k$ 上有限型であり, 直積は $k$ 上のファ

イバー積を指すものとする. スキーム $X_{1},$ $X_{2}$ に対し, proper な射 $a:\Gammaarrow X_{1}\mathrm{x}X_{2}$ を

$X_{2}$ から $X_{1}$ への correspondence (代数的対応) と呼ぶ. $a_{i}=\mathrm{p}\mathrm{r}_{i}\circ a$ とおく.

proper な射 $f:X_{2}arrow X_{1}$ は $\gamma_{f}=f\mathrm{x}\mathrm{I}\mathrm{d}:X_{2}arrow X_{1}\mathrm{x}X_{2}$ によって $X_{2}$ から $\lambda_{1}^{r}$ への

correspondence とみなせる. また, 第 1成分と第 2成分を入れかえる射 $X_{1}\mathrm{x}\lambda_{2}^{r}arrow X_{2}\mathrm{x}X_{1}$

を $a:\Gammaarrow X_{1}\cross$ X2 に合成したものは $X_{1}$ から $X_{2}$ への correspondence になる. これを

${}^{t}a$ と書き, $a$ の転置と呼ぶ.

3.1 最も簡単な場合

ます, 位相幾何学などでもよく出てくる, 「普通の」 Lefschetz 跡公式を紹介する (後の

都合上, 少し一般化した形で述べる). $X_{1},$ $X_{2}$ を $k$ 上 proper かつ smooth なスキームとす

る. $d_{:}=\dim X_{i}$ とする. $a:\Gammaarrow X_{1}\mathrm{x}$ X2 を ( $X_{2}$ から $X_{1}$ への) correspondence とし,

$\Gamma$ は $k$ 上 smooth かつ $d_{2}$ 次元であると仮定する. このとき, $a$ は $X_{i}$ の定数層係数コホモ

ロジー $H^{\nu}(X_{i}, \mathbb{Q},)$ 間に次のように準同型を誘導する (これも $a$ で表すことにする) :

$H^{\nu}(X_{1}, \mathbb{Q},)arrow H^{\nu}(\Gamma, \mathbb{Q}_{\ell}a_{1}^{*})arrow H^{\nu}(X_{2}, \mathbb{Q}_{\ell}a_{2*})$ .

ここで $a_{2*}$ は $a_{2}^{*}:$
$H^{2d_{2}-\nu}$ (X2’ $\mathbb{Q}_{\ell}(d_{2})$) $arrow H^{2d_{2}-\nu}$ (r, $\mathbb{Q}_{t}($d2)) の Poincare’双対てある.

また, $\mathrm{c}1(\Gamma)=a_{*}(1)\in H^{2d_{1}}$ (X1 $\mathrm{x}X_{2},$ $\mathbb{Q}_{\ell}(d_{1})$ ) を $\Gamma$ の cycle class とすると, projection

formula より $a_{2*}(a_{1}^{*}(x))=\mathrm{p}\mathrm{r}_{2*}(a_{*}a^{*}(\mathrm{p}\mathrm{r}_{1}^{*}(x)))=\mathrm{p}\mathrm{r}_{2*}(\mathrm{p}\mathrm{r}_{1}^{*}(x)\cup \mathrm{c}1(\Gamma))$ を $\acute{\{.}\mathrm{i}\mp \mathrm{B}$る.
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注意 3.2
上の定理において $X_{1}=X_{2},$ $a=\gamma_{f},$

$b=\Delta_{X}=\gamma_{\mathrm{I}\mathrm{d}_{\mathrm{X}}}$ とすると, ${}^{t}b\circ a=f^{*}$ であり,

$\langle \mathrm{c}1(\Gamma_{2}), \mathrm{c}1(\Gamma_{1})\rangle_{X\mathrm{x}}$

X
は重複度を込めた $f$ の固定点の個数であるから, 上の定理は位相幾何

学などでよく知られている Lefschetz の固定点定理に他ならない.

この定理は Poincare’双対定理と K\"unneth 分解定理から形式的に従う.

注意 3.3
より一般に, $u\in H^{2d_{1}}$ (X1 $\mathrm{x}X_{2},$ $\mathbb{Q}_{\ell}$ ) は $x\mapsto \mathrm{p}\mathrm{r}_{2*}$ ( $\mathrm{p}\mathrm{r}_{1}^{*}$ (x) $\cup u$ ) によってコホモロ
ジー間の写像 $u_{*}:$ $H$ \mbox{\boldmath $\nu$}(X1’ $\mathbb{Q}_{\mathit{1}}$ ) $arrow H^{\nu}(X_{2}, \mathbb{Q}\ell)$ を定める. $v\in H^{2d_{2}}$ (X1 $\mathrm{x}X_{2},$ $\mathbb{Q}$ \ell ) は
$x\mapsto \mathrm{p}\mathrm{r}_{1*}(\mathrm{p}\mathrm{r}_{2}^{*}(x)\cup v)$ によって $v_{*}:$ $H^{\nu}(X_{2}, \mathbb{Q}f)\sim H^{\nu}(X_{1}, \mathbb{Q}\ell)$ を定める. これらにつ

いても, 次の跡公式が成立する :

Tr $(v_{*}\circ u_{*} ; H^{*} (X_{1}, \mathbb{Q}_{\ell}))=\langle u, v\rangle_{X}$

1 $\mathrm{x}$ X2

3.2 Lefschetz-Verdier跡公式

上に述べた定理 3.1 では, $X_{i}$ および $\Gamma_{i}$ の smoothness という強い仮定がついていたが,

Poincare’双対定理の代わりに Verdier 双対定理を利用することで Lefschetz 跡公式を大きく
一般化することができる. それがここで述べる Lefschetz-Verdier 跡公式である.

3.2.1 圏 $D_{\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{f}}^{b}(X, \Lambda)$ と 6 つの関手

以下では A を $\mathbb{Z}/\ell^{k},$ $\mathbb{Z}_{\ell},$ $\mathbb{Q}_{t},$
$\overline{\mathbb{Q}}_{\mathrm{t}}$ のいすれかとする. スキー $\text{ム}$ $X$ に対し, $X$ 上の A加群層

の複体でコホモロジーが有界かつ構成可能層であるもののなす導来圏を $D_{c}^{b}$ (X, $\Lambda$ ) と書く,

また, そのなかで torsion 次元が有限である複体のなす充満部分圏を $D_{\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{f}}^{b}(X, \Lambda)$ と書く
$D_{\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{f}}^{b}$ (X, $\Lambda$ ) は 6 つの関手で保たれる. すなわち, 有限型である射 $f:Xarrow \mathrm{Y}$ に対し, $f_{*}$ ,
$f_{!}$ は $D_{\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{f}}^{b}$ (X, $\Lambda$ ) から $D_{\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{f}}^{b}(\mathrm{Y}, \Lambda)$ の関手になり, $f^{*},$ $f$ ! は $D_{\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{f}}^{b}(\mathrm{Y}, \Lambda)$ から $D_{\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{f}}^{b}$ (X, $\Lambda$) の関手

になる. また, $L_{1},$ $L_{2}\in \mathrm{o}\mathrm{b}\mathrm{j}D_{\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{f}}^{b}(X, \Lambda)$ に対し, $R\underline{\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}}(L_{1}, L2)$, $L_{1}\otimes L_{2}\mathrm{L}\in \mathrm{o}\mathrm{b}\mathrm{j}D_{\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{f}}^{b}(X, \Lambda)$

である.
$K\in D_{\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{f}}^{b}$ (Spec k, $\Lambda$) は射影的 A 加群の有界複体と同型であり, したがって $K$ の自己

準同型のトレースを考えることができる. この事実は主に $L\in D_{\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{f}}^{b}$ (X, $\Lambda$) であるときに,

$R\Gamma(X, L)$ あるいは $R\Gamma_{c}$ (X, $L$) に適用する.
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$X$ をスキームとし, 構造射を $f:Xarrow \mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}k$ とする. このとき, $K_{X}=f^{!}$ \Lambda とおく ま

た, $D_{X}(L)=R\underline{\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}}$ ( $L,$ $K$X) とお $\text{く_{}(}$ 上に述べたことから, $D_{X}$ は圏 $D_{\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{f}}^{b}(X, \Lambda)$ を保つ.

以下で用いる K\"unneth 同型を復習しよう. $f_{1}$ : $X_{1}arrow \bm{\mathrm{I}}_{\mathit{1}}’,$ $f$2: $X_{2}arrow \mathrm{Y}_{2}$ を有限型であ

る射とし, $f=f_{1}\cross f2:$ $X_{1}\mathrm{x}X_{2}arrow 1^{r_{1}}\mathrm{x}\mathrm{Y}_{2}$ をその直積とする. $L_{i}\in D_{\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{f}}^{b}$ (Xi’ $\Lambda$ ) に対

し, $L_{1}\mathbb{B}L_{2}=\mathrm{p}\mathrm{r}_{1}^{*}L,$
$\otimes \mathrm{L}$

L
$\mathrm{p}\mathrm{r}_{2}^{*}L_{2}\in D_{\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{f}}^{b}$ (X1 $\cross$ X。, A) と定める.

$|\Leftrightarrow\pi_{\mathrm{i}\mathrm{v})}^{\mathrm{a}_{\mathrm{i})}}\mathrm{i}\mathrm{i})\not\in \mathrm{i}\mathrm{i}\mathrm{i})L_{i}$ 3\in ffff.!*4!*D((((LKLKcbtlllflH(L\otimes \otimes LXLBLLLiKK’22\Lambda 2)2))))\cong \cong ’-\simeq -\simeq K((f(f(iflfl!i\in |*lL*KLKlDll)l))cbE)Lt\otimes \otimes fLL\otimes L((Yf(((ffi2f’22,.!2L\Lambda **RLK\acute 2)2)22|).)\breve \check )..対し,
次が成り立つ :

3.2.2 cohomological correspondence

$|^{\not\in\ovalbox{\tt\small REJECT} \bm{3}.5}\text{とを}L_{1}\hslash 1t_{\mathcal{D}}^{-}L_{2}.\nwarrow \text{の}.\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{h}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{o}1\mathrm{o}\mathrm{g}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{a}1\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{e}\text{と}\mathrm{t})\check{\mathcal{D}}.\text{その全}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}\text{を}\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{h}- \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{r}(L_{1},L_{2})\text{書く}(--\text{と}|^{\wedge}\text{する}d\mathrm{Y}_{1},X_{2}\text{をスキ}-\text{ムと}1_{\vee},L_{i}\in \mathrm{o}\mathrm{b}\mathrm{j}D_{\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{f}}^{b}(X_{i},\Lambda)\text{とするとき},\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}(\mathrm{p}\mathrm{r}_{1}^{*}L_{1},\mathrm{p}\mathrm{r}_{2}^{!}L_{2})\text{の}\overline{\pi}$

注意 3.6
上の設定において,

$D_{X_{1}}L_{1}\mathbb{E}L_{2}=R\underline{\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}}(L_{1},K_{X_{1}})\mathbb{E}R\underline{\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}}(\Lambda, L_{2})=R\underline{\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}}(L_{1}\otimes \mathrm{A},K_{X_{1}}\mathbb{E}L_{2})\mathrm{L}\mathrm{L}\mathrm{L}\mathrm{L}$

$=R\underline{\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}}(\mathrm{p}\mathrm{r}_{1}^{*}L_{1}, \mathrm{p}\mathrm{r}_{\underline{9}}^{!}L_{2})$

である (最後の等号に命題 3.4 $\mathrm{i}\mathrm{i}$) を用いた) から, cohomological correspondence は $D_{X_{1}}L_{1}$区

$L_{2}$ の $X_{1}\mathrm{x}X_{2}$ 上の section とみなすこともできる.

$|_{\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{h}- \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{r}(a,L_{1},L_{2})\text{と書くと}|^{arrow \text{する}}^{}\not\in\not\in 3.7}\mathrm{r}\tau^{\mathrm{o}}..-\vec{\text{トを}.}\text{もつ}L_{1}\hslash^{)}\check{\mathrm{b}}L_{2}\text{へ}.\text{の}\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{h}.\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{o}1\mathrm{o}\mathrm{g}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{a}1\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{e}\text{と}11\check{\mathcal{D}}a_{J\backslash }\Gamma X_{1}\mathrm{x}X_{2}\text{を}\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{e}\text{とするとき},\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}(a_{1}^{*}L_{1}, a_{2}^{!}L_{2})\check{}$

.
$\text{の}\overline{\pi}\text{を}a\text{その全}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}\text{を}|’$

.
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自然な写像

Coh-corr $(a;L_{1}, L_{2})=\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}(a_{11’ 9}^{*}La_{\sim}^{!}L_{2})=\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}(\mathrm{p}\mathrm{r}_{1}^{*}L_{1}, a_{*}a^{!}\mathrm{p}\mathrm{r}_{2}^{!}L_{2})$

$=\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}(\mathrm{p}\mathrm{r}_{1}^{*}L_{1}, a_{!}a^{!}\mathrm{p}\mathrm{r}_{2}^{!}L_{2})arrow \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}(\mathrm{p}\mathrm{r}_{1}^{*}L_{1}, \mathrm{p}\mathrm{r}_{2}^{!}L_{2})$

$=\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{h}- \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{r}(L_{1}, L_{2})$

により, Coh-corr $(a;L,, L_{2})$ の元は $\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{h}- \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{r}(L_{1}, L2)$ の元を定める.

$R\underline{\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}}(a_{1}^{*}L_{1}, a_{2}^{!}L_{2})=a^{!}R\underline{\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}}(\mathrm{p}\mathrm{r}_{1}^{*}L_{1}, \mathrm{p}\mathrm{r}_{2}^{!}L_{2})=a^{!}$ ( $D_{X_{1}}L_{1}\mathrm{H}$

L
$L_{2}$ ) であるから, $a$ にサ

ポートをもつ cohomological correspondence は $a^{!}$ $(D_{X_{1}}L_{1}\otimes \mathrm{L}L2)$ の $\Gamma$ 上の section とみな

すこともできる.

3.2.3 押し出し

$f_{i}$ : $e\mathrm{Y}_{i}arrow X${を射とし, $a:\Gammaarrow X_{1}\mathrm{x}X_{2},$ $a’$ : $\Gamma’arrow X_{1}’\cross X_{2}’$ を correspondence と

し, 下図左のような可換図式が存在するとする. このとき, $\Gamma’’=(X_{1}’\mathrm{x}X_{2}’)\mathrm{x}_{X_{1}\mathrm{x}X}$
2

$\Gamma$ と

おき, 下図右の通りに $i,$ $a”,$ $g’$ を定める :

$X_{1}\cross\lambda_{2}^{r}aarrow\Gamma$ $X_{1}$

$X_{1}’\mathrm{x}X_{2}\prime^{a’}arrow\Gamma \mathrm{I}^{f_{1}\mathrm{x}f_{2}}1$

$g$

’7 $X_{1}’$

そして, $L_{1},$ $L_{2}\in \mathrm{o}\mathrm{b}\mathrm{j}D_{\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{f}}^{b}$(X’, $\Lambda$) に対し, 押し出し

$(f_{1}\cross f_{2})_{*}:$ Coh-corr $(a’;L_{1}, L_{2})arrow \mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{h}$-corr(a $f_{1}.’ L_{1},$ $f_{2*}L\mathit{2}$ )

を次で定める :

Coh-corr(a; $L_{1}$ , $L_{2}$ ) $=H^{0}(\Gamma, a^{!}(D_{X_{1}}L_{1}\otimes \mathrm{L}L_{2}))=H^{0}(\Gamma’’, i_{!}i^{!}a^{\prime\prime!}(D_{X_{1}}L_{1}\otimes \mathrm{L}L_{2}))$

$\mathrm{L}$
$\mathrm{L}$

$arrow \mathrm{a}\mathrm{d}\mathrm{j}H^{0}$ (\Gamma ’’, $a^{\prime\prime!}$ (DX, $L_{1}$ 区 $L_{2}$ ) $)=H^{0}($ \Gamma ’, $g_{*}’a’’’.$ (DX1L1 区 $L_{2}$ ) $)$

$\cong H^{0}(\Gamma’, a^{\prime!}(f_{1}\mathrm{x}f_{2})_{*}(D_{X_{1}}L_{1}\mathbb{E}L_{2}))\mathrm{L}\cong H^{0}(\Gamma’, a^{\prime!}(f1*D_{X_{1}}L_{1}\mathbb{E}f_{2*}L_{2}))\mathrm{L}$

$\cong H^{0}$ $(\Gamma’, a^{\prime!}(D_{X_{\acute{1}}}(f_{1!}L_{1})\mathrm{H}f_{2*}L_{2}))\mathrm{L}=\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{h}$-corr $(a’;f_{1!}L_{1}, f_{2*}L_{2})$ .

注意 3.8
特に $X_{1}=\lambda_{2}^{r}=\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}k$ , $a=a’=\mathrm{I}\mathrm{d}_{\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}k}$ の $\xi$きは, 上の構成によって

Coh-corr$(L_{1}, L_{2})arrow$ Hom $(R\Gamma_{c}(X_{1}, L_{1}),$ $R\Gamma(X_{2}, L_{2}))$

を得る (この写像は実は同型である). これによる $u\in \mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{h}- \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{r}(L_{1}, L2)$ の像を $u_{*}$ と書く 1
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さらに $X_{1}$ が $k$ 上 proper である場合は, $u_{*}$ は次の合成と一致する :
$R\Gamma(X_{1}, L_{1})arrow R\Gamma(\mathrm{p}\mathrm{r}_{1}^{*}X_{1}\mathrm{x}$ X,${}_{2}\mathrm{P}^{\mathrm{r}_{1}^{*}L_{1})}arrow R\Gamma(u_{*}X_{1}\cross X$ ,${}_{2}\mathrm{P}^{\mathrm{r}_{2}^{!}L_{2})}$

$=R\Gamma(\lambda^{\gamma}\underline,, \mathrm{p}\mathrm{r}_{2*}\mathrm{p}\mathrm{r}_{2}^{!}L_{2})arrow R\Gamma(\mathrm{a}\mathrm{d}\mathrm{j}X_{9,\sim}, L_{2})$.

3.2.4 pairing

$a:\Gamma_{1}arrow X_{1}\cross X_{2},$ $b$ : $\Gamma_{2}arrow X_{1}\cross X_{2}$ を 2 つの correspondence とし, — $=\Gamma_{1}\mathrm{x}$ X1xX2 $\Gamma_{2}$

とお <, $c:—arrow X_{1}\mathrm{x}\lambda_{2}^{r}$ を自然な射とし, $L_{i}\in \mathrm{o}\mathrm{b}\mathrm{j}D_{\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{f}}^{b}$ (Xi’ $\Lambda$ ) とする. このとき, 以下

のように pairing

(, $\rangle_{-}--:$ Coh-con $(a;L_{1}, L_{2})\otimes \mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{h}$-corr $(^{t}b;L_{2}L_{1})\dot{J}arrow H^{0}$ ( $-$ , K—)

を定める :
$P=D_{X_{1}}L_{1}\mathbb{E}L\mathrm{L}$

2’ $Q=L_{1}$ 区 $D_{X_{2}}L_{2}$ とお $\text{く}$ . K抽 neth 同型 $c_{!}$

$(a^{!}P\mathrm{H}b\iota!Q)\cong a_{!}a$! $P^{\mathrm{L}}\otimes b$

!
$b^{!}Q$

と adjunction map $a_{!}a$
! $P^{\mathrm{L}}\otimes b$

!
$b^{!}Qarrow P^{\mathrm{L}}\otimes Q$ を合成することで, 射 $c_{!}$

$(a^{!}P\mathbb{E}b\mathrm{L}!Q)arrow P\otimes Q\mathrm{L}$

ができる. これから adjoint により $a^{!}P\otimes b^{!}Q\mathrm{L}arrow c^{!}$ $(P\otimes Q\mathrm{L})$ が得られ, $c_{*}$ を施してもう一

度 K\"unneth 同型を使うと, $a_{*}a^{!}P\mathrm{H}b_{*}b^{!}Q\mathrm{L}arrow c_{*}c^{!}$ $(P\otimes \mathrm{L}Q)$ が得られる. また,

$P\otimes Q\mathrm{L}=$ ( $D_{X_{1}}L_{1}\otimes$

L
$L_{2}$ ) $\otimes \mathrm{L}$ (L1

$\mathrm{H}D\mathrm{L}$

X2 $L_{2}$ ) $=$ ( $D_{X_{1}}L_{1}\otimes$

L
$L_{1}$ )

$\mathrm{H}\mathrm{L}$

( $L_{2}\otimes D\mathrm{L}$

X2 $L_{2}$ )

$arrow^{\mathrm{e}\mathrm{v}\otimes \mathrm{e}\mathrm{v}}K_{X_{1}}\otimes K_{X_{2}}\gamma\ \mathrm{L}=K_{X_{1}\mathrm{x}}$

x2

より $P\otimes \mathrm{L}Q$

\rightarrow KXlx。2 が定まる. この 2 つの射を組み合わせて

$a_{*}R\underline{\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}}(a_{1}^{*}L_{1}, a_{2}^{!}L_{2})\otimes \mathrm{L}b_{*}R\underline{\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}}(b_{2}^{*}L_{2}, b_{1}^{!}L_{1})arrow c_{*}c^{!}K_{X_{1}\mathrm{x}X_{2}}=\mathrm{j}$Kヨ

を得る. これの $H^{0}$ をとることで $\langle$

.’
$\rangle_{-}--$ が得られる.

注意 3.9
$X_{1}=X_{2}=\Gamma_{1}=\Gamma_{2}=\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}k$ , $a=b=\mathrm{I}\mathrm{d}$ (7)場合は, $L_{1},$ $L_{2}$ は A 加群の複体であり,

Coh-corr $(a;L_{1}, L_{2})=\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}(L_{1}, L2)$ , Coh-corr $(^{\mathrm{t}}b;L_{2}, L_{1})=\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}(L_{2}, L,)$ である. さら (こ,

$H^{0}(_{-}^{-}-, K_{-}--)=H^{0}$ (Spec k, $\Lambda$ ) $=\mathrm{A}$ であり, <u, $v\rangle_{-}--=\mathrm{h}(v\circ u)$ となる.

上の pairing は \’etale 局所化と可換である. すなわち, 次の命題が成り立つ :

$|^{\Leftrightarrow \mathrm{r}^{-}\mathrm{d}3.10}\not\in)\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{n}^{\backslash }T^{\backslash }f\mathrm{X}^{|1)\text{右の}}’ \mathrm{r}_{\mathrm{I}}X_{1},X_{2},\Gamma_{1},\mathrm{r}_{2^{-}}^{-}-\text{を上}X_{1}\mathrm{x}$

の通りとし,

diagram が

$2bX_{2}arrow\Gamma a-\overline{\overline{\downarrow}}$

下図の左の cart
与えられていると

$\Gamma$

$\{$

1 ’
$X_{1}\mathrm{x}$

esian diagram
する.

$2^{arrow^{-}}\prime b’X_{2}\Gamma\overline{a’}\overline{\overline{\downarrow}}$

上 \’etale な (必すし

’

/1
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:

$\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}(b_{2}^{*}L_{2}, blL_{l})$

$\langle$

ニ$L$
$H^{0}(_{-}^{-}-$

$\{$

$\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}(b^{\prime*}Lb’\mathrm{i}’L)22’ 1arrow H^{0}(_{-}^{-}\copyright-/$

像である. �について述べる.
$’*11$ ,$22L$$a^{\prime!}L)\otimes \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}(b_{2}^{\prime*}L_{2}, b’\mathrm{i}’L_{1})$

の properness は使わなかったこ
, $K_{-}--,)(_{-}^{-\prime}-$ は —” 上 \’etale であるこ

, $K_{\underline{=}})$

, $K_{\overline{-}},)-$

$\underline{=}\prime\prime=\Gamma_{1}’\mathrm{x}_{X,\mathrm{x}X_{2}}\Gamma_{2}’$

$arrow H^{0}(_{-}^{-\prime\prime}-, K_{\mathrm{I}},,)$ が

とに注意). これと自

とに注意) を合成し

3.2.5 押し出しと pairing の両立性

次の定理は cohomological correspondence の押し出しと上の pairing が両立することを
主張しており, Lefschetz-Verdier 跡公式の核となるものである :

|\Gamma \not\in \Xi #a@\llcorner \check a/lXgaA’Lb\check p\check \Gamma rlYT|\supset o3\check \tilde \breve ,,/\tilde ’p.,CX\copyright ’\gamma \hslash 1seao\breve r’1f’#|6h’,aBif-s\Gamma bffc.\geq |(,a#o1,[S\mbox{\boldmath $\tau$}rC’b--p-rG\Gamma hor(’ffl6ao2hA..\epsilon ’’p---,b.5-c..eaf\Pi ]o-\beta r’,\emptyset 1\rightarrow r*E\mbox{\boldmath $\tau$}br\mbox{\boldmath $\tau$}L(’-‘Xa|b--1-p\tilde -.,--
${ }$

‘-,oL定 6fae,s‘2J1e|\acute \emptyset *\tilde ’c&L\check JLLm\Gamma \Gamma \lambda \downarrow
$\mathrm{A},$ Th\’eor\‘e $\mathrm{m}$

れまでの通り

る. $f_{i}$ : $X_{i}-$

$1arrow X_{1}a\mathrm{x}$

$g_{1}$ $\{$

$\prime 1arrow X_{1}’a’\cross$

する. このと

$\circ_{\sim})\otimes \mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{h}rightarrow \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{r}$

$|\copyright$

$2)\otimes \mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{h}$-corr

積である $(f$

って定まる

$\mathrm{e}4.4)$

とする. ま $f$

$X_{i}’,$ $g_{i}$ : $\Gamma_{i}$

$X_{2}arrow\Gamma b$

$f_{1}\mathrm{x}f_{2}$ $\{$

$X_{2}’arrow\Gamma b’$

き, 次は可換

$\mathrm{r}(^{t}b;L_{2}, L_{1})$

$(^{t}b’$ ; $f_{2*}L_{2}$ ,

$i$
が proper な
射 $h_{*}K_{\overline{-}}=-h$

$\underline{\prime}$ , スキー $\Delta$ $X_{1}’,$ $X_{2}’$ に対しても

$arrow \mathrm{F}_{i}’$ を, 下の図式を可換にす

2

$g2$

$\sim 0$

になる :

{. $\rangle$歌
$H^{0}(_{-}^{-}-, K_{-}--)$

\downarrow �
$\langle$ , $)_{\underline{\mathrm{s}}l}$

$f_{1*}L_{1})arrow H^{0}(_{-}^{-/}-, K_{-}--’)$

ので $f_{i!}L_{1}=f_{i*}L_{1}$ となる). �
$!h^{!}K_{-}--,$ $arrow K_{-}$–, から誘導される

3.2.6 Lefschetz-Verdier跡公式

$X_{1},$ $X_{2},$ $\Gamma_{1},$ $\Gamma_{2},$ $a,$ $b,$ $L_{1},$ $L_{2}$ , 三を上の通りとする.
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.

注意 3.13
命題 3.10 より, $1\mathrm{o}\mathrm{c}_{D}$ (u, $v$ ) は $D$ の \’etale 近傍での $\Gamma_{1},$ $\Gamma_{2},$ $a,$ $b,$ $L_{1},$ $L_{2},$ $u,$ $v$ の様子のみ

によって決まる.

$||^{\vee} \mathrm{R}.\mathrm{E}3.14(\mathrm{L}.\mathrm{e}\mathrm{f}\mathrm{n}(v_{*}"\circ u_{*}..,\cdot R\Gamma(X_{1}, L_{1}))=1\mathrm{o}\mathrm{c}_{\underline{\overline{-}}}(u,v)=.\sum_{-D\in\pi_{0}(_{rightarrow}^{-})}1\mathrm{o}\mathrm{c}_{D}(u,v)\mathrm{s}\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{z}-\mathrm{V}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}_{\mathrm{A}}^{/\backslash \text{式})}\text{つ}1^{\mathrm{y}^{\vee}}T^{\backslash }\mathrm{A}\hslash\backslash \mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}\text{り}\underline{\backslash }[perp] \text{つ}X_{1},z\mathrm{Y}_{2}\hslash[searrow] k*4:\mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{r}\text{て^{}\backslash }\backslash \text{あるとき},u\in \mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{h}- \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{r}(a,L_{1},L_{2}),v\in \mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{h}-.\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{r}(^{t}b;L_{2}, L_{1})$

証明 定理 3.11 にお $\phi 1$て $X_{\dot{l}}’=\Gamma_{i}’=$ Spec $k,$ $a’=b’=\mathrm{I}\mathrm{d},$ $f_{i}$ : $X_{i}arrow \mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}k$ , $g_{i}$ : $\Gamma_{i}arrow$

$\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}k$ を構造射とすると, 注意 3.9 と合わせて次の可換図式を得る :

Coh-corr
$(a;L_{1}, L_{2})\otimes\downarrow \mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{h}$

-corr $(^{t}b;L_{2}, L_{1}).H^{0}(_{\cup}^{-}\underline{\langle,\rangle_{-}}-, K_{\overline{\underline{-}}})$

$\rho$! $\{$

$\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}$ $(R\Gamma(X_{1}, L_{1}),$ $R\Gamma(X_{2^{j}}L_{2}))\otimes \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}\langle R\Gamma(X_{2}, L_{2}),$ $R\Gamma(X_{1}, L_{1}))\overline{\mathrm{R}\mathrm{o}_{\hat{\mathrm{C}1}}k.}\Lambda$

定理はこれより直ちに従う. 1

例 3.15
3.1 節で既に扱った, $X_{1},$ $X_{2}$ が proper smooth かつ $L_{1},$ $L_{2}=\Lambda$ の場合を Lefschetz-

Verdier 跡公式の立場から考察してみよう. $d_{i}=\dim X$i’ $d=d_{1}+d2$ とお $\text{く_{}\mathrm{t}}$ また,

$f_{i}$ : $X_{i}arrow \mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}k$ を構造射とする.$\cdot$ $a:\Gamma_{1}arrow X_{1}\cross$ X2 を correspondence とし, $\Gamma_{1}$ が

normal かつ $\dim\Gamma_{1}=n$ を満たしていると仮定する.
このとき, $\Gamma$ の $\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{e}$ map $(f_{2}\circ a_{2})_{!}\Lambdaarrow\Lambda(-d_{2})[-2d_{2}]$ が存在し, これから mljoint で

定まる射 $\mathrm{A}arrow a_{2}^{!}\Lambda$ は Coh-corr(a; $\Lambda,$ $\Lambda$ ) の元を定める. これを $\mathrm{c}1(a)$ と書く $\mathrm{r}$

COh-COIT $(a;\Lambda, \Lambda)=\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}(a_{1}^{*}\Lambda, a_{2}^{!}\Lambda)=\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}(\Lambda, a’ \mathrm{p}\mathrm{r}_{2}^{!}\Lambda)=H^{2d_{1}}(\Gamma_{1}, a^{!}\Lambda(d_{1}))$

であり, $a$ が closed immersion のときは $\mathrm{c}1(a)\in H^{2d_{1}}(\Gamma 1’ a^{!}\Lambda(d_{1}))=H_{\Gamma_{1}}^{2d_{1}}(X_{1}\cross X_{2}, \Lambda(d_{1}))$

は $\Gamma_{1}$ の refined cycle class となる. また, 一般の correspondence $a$ に対して, $\mathrm{c}1(a)$ の

Coh-corr $($ \Lambda , $\Lambda)=H^{2d_{1}}$ (X1 $\mathrm{x}X_{2},$ $\Lambda(d_{1})$ ) での像は 3.1 節で用いた $\mathrm{c}1(\Gamma_{1})$ に他ならない.
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$b:\Gamma_{2}arrow X_{1}\mathrm{x}$ X2 を別の correspondence とし, $\Gamma_{2}$ が normal かつ $\dim\Gamma_{1}=d_{1}$ である

と仮定すると, 上と同様にして $\mathrm{c}1(^{t}b)\in \mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{h}- \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{r}(^{t}b;\Lambda, \Lambda)=H^{2d_{2}}(\Gamma 2’ b^{!}\mathrm{A}(d_{2}))$ が定まる.

これの $H^{2d_{2}}$ (X1 $\cross X_{2},$ $\Lambda(d_{2})$ ) での像は $\mathrm{c}1(\Gamma_{2})$ に等しい.

このとき, pairing $\langle j\rangle_{\overline{=}}$ は

$H^{2d_{1}}$ ( $\Gamma_{1},$
$a^{!}$ A(d1)) $\otimes H2d_{2}(\Gamma_{2}, b^{!}\Lambda(d_{2}))arrow H^{2d}$ ( $-,$ $a$ A(d1) $\otimes b^{!}\mathrm{A}(d_{2})$ )

$\mathrm{L}$

$=H^{2d}$ (三, $c^{!}\Lambda(d))=H^{0}(_{-}^{-}-,$ $K_{-}--)$

となる. Lefschetz-Verdier 跡公式の右辺はこれに $\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{e}$ map $\rho\underline{--}:H^{0}(_{-}^{-}-, K_{-}--)arrow\Lambda$ を合成

したものである.

一方, $\rho$— は次のように分解する :

$H^{0}(_{-}^{-}-, K_{-}--)arrow H^{0}(X_{1}\mathrm{x}X_{2}, K_{X_{1}\mathrm{x}X_{2}})=H^{2d}(X_{1}\mathrm{x}X_{2}, \Lambda(N))arrow\rho_{x_{1}\mathrm{x}x_{2}}$A.

これについて可換図式

$H^{2d_{1}}$ ( $\Gamma_{1},$
$a^{!}$ A(d1))

$H^{2d_{1}}(X_{1}\mathrm{x}X_{2}, \Lambda(d_{1}))$

を考えれば,

$1\mathrm{o}\mathrm{c}_{\overline{=}}/(\mathrm{c}1(a), \mathrm{c}1(^{t}b))=\rho$ B
$(\langle \mathrm{c}1(a),\mathrm{c}1(^{t}b)\rangle_{-}--)=\rho_{X_{1}\mathrm{x}X_{2}}(\mathrm{c}1(\Gamma_{1})\cup \mathrm{c}1(\Gamma_{2}))$

$=\langle \mathrm{c}1(’ 1), \mathrm{c}1(’ 2)\rangle_{X}$

1
$\mathrm{x}X2=\langle \mathrm{c}1(’ 2),$ $\mathrm{c}1(’ 1))_{X_{1}\mathrm{x}X;}$

となり, 定理 3.1 の右辺と確かに一致している.
なお, $a,$

$b$ が closed immersion であり, $p\in$ 三が三の孤立点の場合, $1\mathrm{o}\mathrm{c}_{p}$ (cl(a), $\mathrm{c}1(^{t}b)$)
は $p$ における $\Gamma_{1}$ と $\Gamma_{2}$ の交叉重複度に一致することも上の議論から分かる.

注意 3.16
上の例において, $\mathrm{c}1(a)$ , $\mathrm{c}1(^{t}b)$ の構成には $X_{i}$ の propemess は不要である (nonproper の

場合を後に用いる).

例 3.17
$X_{1},$ $X_{\sim}$, を proper とは限らないスキー $\text{ム}$ とし, $j_{1}$ : $Xarrow\overline{X}_{1},$ $j$2: $X_{2}rightarrow\overline{X}_{2}$ をそ

れらのコンパクト化とする. $a:\Gammaarrow X_{1}\mathrm{x}X_{2}$ を correspondence とし, $a_{1}$ が proper で
あると仮定する. $a$ のコンパクト化 $\overline{a}:\overline{\Gamma}arrow\overline{X}_{1}\mathrm{x}\overline{X}_{2}$ を 1 つとり, 自然な包含写像を

$j_{\Gamma_{1}}$ : $\Gammarightarrow\overline{\Gamma}$ とお $\text{く}$ $L_{i}\in \mathrm{o}\mathrm{b}\mathrm{j}D_{\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{f}}^{b}(X_{i}, \Lambda)$ とすると, $u\in \mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{h}$-corr(a; $L_{1},$ $L_{2}$ ) $\}’$.対し,

$j_{!}u\in \mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{h}$-corr$(\overline{a};j_{1!}L1’ j_{2!}L2)$ が次のようにして得られる :

$j_{!}u:\overline{a}_{1}^{*}$j1!L1 1 $j_{!}a_{1}^{*}L_{1}-arrow j_{!}a_{2}^{!}L_{2}j_{!}(u)arrow\overline{a}_{d}^{!}\circ j_{2!}L_{2}$ .
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ただし, �は次のようにして定まる :adjunction map $L_{1}arrow a_{1*}a_{1}^{*}L_{1}$ に $j_{!}$ を施して 5

$j_{1!}L_{1}arrow j_{1!}a_{1*}a_{1}^{*}L_{1}=j_{1!}a_{1!}a_{1}^{*}L_{1}=\overline{a}_{1!}j$ ! $a_{1}^{*}L_{1}=\overline{a}_{1*}j_{!}a_{1}^{*}L_{1}$ を得る. これから adjoint に

よって得られる射が�である.

例 3.18
$X_{1},$ $X_{2},$ $L$

1’ $L_{2}$ を例 3.17 の通りとする. $a:\Gamma_{1}arrow X_{1}\cross X2’$ $b:\Gamma_{2}arrow X_{1}\mathrm{x}$ X2 を 2 つ

の correspondence とし, $a_{1},$ $b_{2}$ が proper であると仮定し, それぞれのコンハクト化をと

る. このとき,

$j_{\Gamma_{1!}}$ : Coh-corr$(a;L_{1}, L_{2})-$ Coh-corr $(\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT} j_{1!}L_{1},j_{2},.L_{2})$ ,

$j_{\Gamma_{2!}}$ : Coh-corr $(^{t}b;L_{2}, L_{1})arrow$ Coh-corr $(^{t}\overline{b};j_{2!}L_{2},j_{1!}L_{2})$

が存在する. $—=\Gamma_{1}\mathrm{x}_{X_{1}\mathrm{x}X}$

2
$\Gamma_{2},--==\overline{\Gamma}_{1}\mathrm{x}_{\overline{X}_{1}\mathrm{x}\overline{\mathrm{Y}}_{2}}.\overline{\Gamma}_{2}$ とおき, 三が $k$ 上 proper であると仮

定する. このとき, $u\in \mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{h}$-corr(a; $L_{1},$ $L_{2}$ ), $v\in \mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{h}- \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{r}(^{t}b;L_{2}, L_{1})$ をとり, $j_{\Gamma_{1}!}u$ , $j_{\Gamma_{2}!}v$

に Lefschetz-Verdier跡公式を適用すると次のようになる :

1Y $((j_{\Gamma_{2}!}v)_{*} \circ(j_{\Gamma_{1}!}u)_{*} ; R\Gamma_{c}(X_{1}, L_{1}))=1\mathrm{o}\mathrm{c}_{-}--(u, v)+\sum_{-}1\mathrm{o}\mathrm{c}_{D}(j_{\Gamma_{1}!}u,j_{\Gamma_{2}!}v)D\in\pi \mathrm{o}(_{-}^{=-}-\backslash -)$

.

ここで命題 3.10 より従う等式 $1\mathrm{o}\mathrm{c}_{\underline{-}}-$ $(j_{\Gamma_{1}!}u, j_{\Gamma_{2}!}v)=1\mathrm{o}\mathrm{c}_{\underline{=}}(u, v)$ を用いた.

3.3 Deligne 予想

前節の例 3.18 において proper とは限らないスキームの跡公式を述べたが, そこには

$\sum D\in\pi \mathrm{o}(\underline{-=}\backslash \underline{--})$
$1\mathrm{o}\mathrm{c}_{D}(j_{\Gamma_{1}!}u, j_{\Gamma_{2}!}v)$ という, コンパクト化に依存した「無限遠部分の寄与」が現

れた. 本節で述べる Deligne 予想とは, 大雑把に言えば, 考えているスキームが有限体上

定義されるとき, correspondence に Frobenius 射を十分合成するとこの寄与が消えること
を主張するものである.

3.3.1 設定と主張

以下では, すべてのスキームは $\overline{\mathrm{F}}_{q}$ 上有限型であり, $\mathrm{F}_{q}$ 上定義されているとする. また,

スキーム間の射も $\mathrm{F}_{q}$ 上定義されているとする. Frob で $\mathrm{F}_{q}$ 上の相対 Frobenius 射を表す

ます設定を述べる. $X$ を proper なスキームとし, $a:\Gammaarrow X\cross$ X を correspondence

とする. $a$ に対し, $\mathrm{R}\mathrm{o}\mathrm{b}^{n}*a$ を $(\mathrm{F}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{b}^{n}*a)_{1}=\mathrm{F}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{b}^{n}\circ a_{1},$ $(\mathrm{F}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{b}^{n}*a)_{2}=a_{2}$ を満たす cor-
respondence として定める. また, Fix $a$ を $a$ と $\Delta_{X}$ : $Xarrow X\cross X$ の $X\cross X$ 上のファイ

バー積とする. $j:Uarrow X$ を $X$ の開部分スキームで次の条件を満たすものとする :

$a_{U}$ : $\Gamma_{U}arrow U\mathrm{x}U$ を $a$ の $U\cross U$ への制限とするとき, $a_{U1}$ は proper である.

$L\in \mathrm{o}\mathrm{b}\mathrm{j}D_{\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{f}}^{b}(U,\overline{\mathbb{Q}}_{\ell})$ とする.
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注意 3.19
前節まででは $a:\Gamma_{1}arrow X_{1}\cross X2’$ $b:\Gamma_{2}arrow X_{1}\mathrm{x}X_{2}$ について跡公式を定式化したが,

ここでは [Ful] 等に従い X1=X。=X, $L_{1}=L_{2}=L,$ $b=\Delta_{X}$ の場合に限っている (以下

の議論から分かるように, これは必要な制限である). 後に少し一般化を行う.

ます.- 十分大きな $n$ に対しては $\mathrm{F}\mathrm{i}\mathrm{x}(\mathrm{F}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{b}^{n}*a_{U})$ は孤立点のみからなることを証明しよ

う. これは Zink の補題と呼ばれている.

$||\text{補^{}\mathrm{u}}\not\in \bm{3}.20([\mathrm{Z}\mathrm{i}]\mathrm{L}\mathrm{e}\mathrm{m}\mathrm{m}\mathrm{a}2.3\mathrm{P}’[" \mathrm{P},\mathrm{i}]\mathrm{L}\mathrm{e}\mathrm{m}\mathrm{m}\mathrm{a}7.1.2)1\text{とき},\mathrm{F}\mathrm{i}\mathrm{x}(\mathrm{F}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{b}^{n}*a_{U})\#\mathrm{h}\text{孤}-\backslash [perp]_{\mathrm{I}\backslash \backslash }\text{のみ}\hslash[searrow]\overline{\mathrm{b}}fg\text{る}n\text{を自}*_{\backslash \backslash }\text{数とする}.a_{U2}\hslash\backslash \text{準}\mathrm{g}_{\mathrm{g}}\text{限}*\mathrm{J}\text{て^{}\backslash }\mathfrak{B}\text{り},\text{そ}$

.
の degree がいたるところで $q^{n}$ より小さ

証明 $\mathrm{F}\mathrm{i}\mathrm{x}(\mathrm{F}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{b}^{n}*a_{U})$ が既約な曲線 $C$ を含んでいると仮定し, その $U$ における像を $C’$ と

する. このとき, $\mathrm{F}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{b}^{n}\circ a_{U1}$ : $Carrow C^{l}$ の次数は $q^{n}$ 以上であり, したがって $a_{U2}$ :
$C-c_{\mathrm{I}}’$

の次数より大きいので, $C$ 上で $\mathrm{R}\mathrm{o}\mathrm{b}^{n}\circ a_{U1}=a_{U2}$ となっていることに矛盾する.

L\epsilon Qおく
注意 3.22

$1\mathrm{o}\mathrm{c}_{P}$ は $P$ の \’etale 近傍のみによって定まっていたが, $\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{i}\mathrm{v}\mathrm{e}- 1\mathrm{o}\mathrm{c}_{P}$ はさらに強く $a$ など

の $P$ 上への制限のみから定まっている. 特に, $L_{a_{1}(P)}=0$ ならば naive local term は 0 で
ある.

local term と naive local term は必すしも一致しない (むしろ一致しない場合が多い).

例えば, $U$ が smooth, $a$ が proper な射 $f:Uarrow U$ のグラフ $\gamma_{f}$
てあり, $L=\overline{\mathbb{Q}}_{\ell}$ であると

する. $P$ を Fix $\gamma_{f}$ の孤立点とする. $u=\mathrm{c}1(\gamma_{f})=\mathrm{I}\mathrm{d}_{\overline{\mathbb{Q}}_{l}}\in \mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{h}- \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{r}(\gamma_{f}; \overline{\mathbb{Q}}_{\ell})$ に対し, $1\mathrm{o}\mathrm{c}_{P}(u)$

は $P$ における $\gamma_{f}$
と $\Delta_{X}$ の交叉重複度に等しい (例 3.15) が, 一方 $\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{i}\mathrm{v}\mathrm{e}- 1\mathrm{o}\mathrm{c}_{P}(u)=1$ で

ある.

すぐ後に述べる Deligne 予想は, $a$ に Frob を十分合成すると local term と naive local
term が一致するという主張を含んでいるが, これは上記の場合には $\mathrm{F}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{b}^{n}*\gamma_{f}$ が $\Delta_{X}$ と横

断的に交わるという主張に相当する.

$| \not\in \mathfrak{B}3.23(\mathrm{D}\mathrm{e}1\mathrm{i}\backslash \frac{-}{\mathrm{p}\simeq}\mathrm{E}\text{号}1\mathrm{h}\text{全て上^{}\backslash }’\llcorner\dagger\backslash \mathrm{g}\mathrm{n}\mathrm{e}*\acute{\}.\mathrm{g}_{)}\text{の_{}\grave{1}}\mathrm{E}\text{り}\grave{\text{と}}$

し, $a_{U2}$ が準有限射であると仮定する. このとき, 十分大きい
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$|^{n\}_{\vec{\llcorner}}\lambda \mathrm{f}\backslash 1^{-},\mathrm{C}^{\backslash }\mathrm{A}\hslash[searrow]^{\backslash }\mathfrak{R}\text{り}\underline{\backslash }[perp] \text{つ}}( \neq^{\Leftrightarrow \text{の}u\in \mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{h}- \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{r}(\mathrm{F}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{b}^{n}*a_{U},L)}\prime \mathrm{f}\mathrm{f}".\cdot,=\backslash \mathrm{T}\mathrm{r}((j_{!}u)_{*}\cdot R\Gamma_{c}(U,L))\sum_{P\in \mathrm{F}\mathrm{i}\mathrm{x}(\mathrm{F}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{b}^{n}*a)}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{i}\mathrm{v}\mathrm{e}- 1\mathrm{o}\mathrm{c}_{P}(u)|_{\vec{\mathrm{L}}}71\backslash \mathrm{I},,$

.

例 3.24
定理 3.23 の最も有名な例を 1 $\vee\supset$挙ける. $X= \mathrm{P}\frac{1}{\mathrm{F}}\mathfrak{g}$ ’ $U= \mathrm{A}\frac{1}{\mathrm{F}}9$ とし, $f_{U}$ : $\mathrm{A}^{1}arrow \mathrm{A}^{1}$

を $x-x+1$ で, $f$ をその $\mathrm{P}^{1}$ への自然な延長で定める. このとき, $f_{U}$ の固定点は

存在しないが, Tr $(f_{U}^{*};H_{c}^{*}(U,\overline{\mathbb{Q}}_{\ell}))=1$ となり定理の等式は成立しない. しかし $f_{U}$ を

Rob $\circ f_{U}$ に換えると, 固定点は $q$ 個でそれら全てに対して naive local term は 1 てあり,

また Tr $((\mathrm{R}\mathrm{o}\mathrm{b}\circ f_{U})^{*} ; H_{c}^{*}(U, \overline{\mathbb{Q}}_{\mathit{1}}))=q$ となるので, この場合定理の等式は成立する.

定理 3.23 はその名称通り Deligne によって予想されたものであるが, Deligne がこの予
想を述べた文献を筆者は知らない. $a=\Delta_{X}$ の場合, すなわち Frob についての跡公式は
[SGA41/2], [Rapport] や [SGA5], Expose’�などで (もちろん Deligne の予想よりも先行
して) 得られており, さほど難しいものではない. Wefl 予想の証明に用いられるのはこの
跡公式である. $X$ が 1 次元 smooth の場合は [SGA5] Expose’ $\mathrm{m}\mathrm{B}$ において Illusie が証明
を与えている. また, $U$ が 2 次元 smooth で $L$ がモノドロミー有限な smooth 層の場合は
Zink $\mathrm{C}[\mathrm{Z}\mathrm{i}])$ によって証明されており, $X$ が一般次元の場合は, Pink ([Pi]) により特異点
解消の存在を仮定した証明が得られている (Shpiz も独立に証明を得ていたそうであるが,

論文は現時点では出版されておらす筆者は未確認である). そして完全に一般の設定のもと

での特異点解消を仮定しない最終的な解決は, 藤原氏の論文 [L1] においてなされた. 藤

原氏の証明方針は, Illusie の最初の証明を踏襲した Pink らの結果と大きく異なっており,

Dehgne 予想が成立する根源的な理由の 1 つを明らかにしている. 本節ではそれを概観す
ることにする. なお, 以下の記述は藤原氏の講演に強く影響を受けていることを明記して
お $\text{く}$ .

[Ful] の証明は, 大まかには次の 2 つの部分に分かれている :
(\dagger ) $K$ \in 0bj $D_{\mathrm{c}\dot{\mathrm{t}}\mathrm{f}}^{b}(X, \overline{\mathbb{Q}}_{7})$ とする. $a$ が $D\in\pi_{0}$ (Fix $a$) のまわりで「縮小的」 であると

き {こ, $u\in$ Coh-corr(a; $K$) に対し $1o\mathrm{c}_{D}$ (u) $=\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{i}\mathrm{v}\mathrm{e}- 1\mathrm{o}\mathrm{c}_{D}$ (u) を証明する (ここで,

$D\in\pi_{0}$ (Fix $a$) が孤立点でない場合にも naive local term の定義を拡張する必要があ
る. 下記の定義参照).

(I) $n$ が十分大きいときには, $\mathrm{R}\mathrm{o}\mathrm{b}^{n}*a$ は $X\backslash U$ および $D\in \mathrm{F}\dot{\mathrm{n}}^{r}(\mathrm{R}\mathrm{o}\mathrm{b}^{n}*a_{U})$ のまわりで

「縮小的」 になる.

ここで, Coh-corr(a; $K$, $K$ ) のことを Coh-corr(a; $K$ ) と略記した. また, $\delta_{X}=\mathrm{I}\mathrm{d}_{K}\in$

$\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{h}- \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{r}(\Delta_{X}, K)=\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}(K, K)$ とおき, $1\mathrm{o}\mathrm{c}_{D}$ (u, $\delta_{X}$ ) のことを $1\mathrm{o}\mathrm{c}_{D}$ (u) と書いた.

$D\in\pi_{0}$ (Fix $a$) が孤立点でない場合の naive local term の定義は次の通りである :
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$|$

c\pi C\not\in \emptyset a0or=Aae-fp-\rightarrow \rightarrow (Dht\breve -EFe-ffiHfiDcs3\breve x-io*
$\cdot$

a1\geq abr2Jnr)5\mbox{\boldmath $\tau$}定,(\check a1\mbox{\boldmath $\tau$}cr‘‘i(|\emptyset ‘DDMhX‘‘(1\mbox{\boldmath $\tau$}‘,$\cdot$

,a.
$\cdot$

6zK||HD|-Dh)\acute S|g,
$\cdot$

D)‘\equiv p---‘*1\hslash E,D&b-K)1\emptyset ,|t\epsilon b\check f\tilde \llcorner |J‘D\Gamma=定 Rn’,va==\yen iab‘iDvAli6\acute (e(,&,aD\mbox{\boldmath $\tau$}-‘/..*l|\not\in tDoDa)6)‘c2’\emptyset )f,!D=\mbox{\boldmath $\varpi$}\Xi il*
$\cdot$ –D*iA(&-D*uf,a\breve K-\mbox{\boldmath $\tau$}’)\emptyset 2Kf(=\breve X\acute D6‘=‘n|=

$\sqrt$

q)a&(}..iaai\geq v(D\mbox{\boldmath $\tau$}*2|uDeUka|6)‘Dl*l\hslash 2!goK*K.\searrow ‘‘c,$\cdot\sqrt$‘\mbox{\boldmath $\xi$}‘rRa|\rightarrow \yen DilfiD*u\Gamma ’ftu(\breve \acute \beta eED\in ,riff,mD*gC,i/K\check ao,)C‘2h!i|\hslash KD,-’c,’6o)a=r)2’rL\check i(&#’aa’&*定’.-iKYF’J*\emptyset \emptyset )afR2!6tE\rightarrow ‘K\leftarrow 定 ‘.iRl’bLfX\acute (\check j\mbox{\boldmath $\tau$}lEl\hslash .u|%DD\acute \uparrow J\in \in
なお, $j_{!}L|_{U}=0$ より $\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{i}\mathrm{v}\mathrm{e}- 1\mathrm{o}\mathrm{c}_{X\backslash U}(j_{!}u)=0$ である (注意 3.22) ので, (\dagger ), (l) 力 1 ら定理

3.23 は次のように簡単に導くことがてきる : $n$ を補題 3.20 および (\ddagger ) の条件を満たすよう

に十分大きくとり, (X, $j_{!}L$ , $j_{!}u$) に対する Lefschetz-Verdier 跡公式と (\dagger ) を適用すると,

$\mathrm{T}\mathrm{r}((j_{!}u)_{*} ; R\Gamma_{c}(U, L))=1\mathrm{o}\mathrm{c}_{X\backslash U}(j_{!}u)+\sum_{*P\in \mathrm{F}\mathrm{i}\mathrm{x}(\mathrm{F}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{b}^{n}a)}1\mathrm{o}\mathrm{c}_{P}(u)$

$=\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{i}\mathrm{v}\mathrm{e}- 1\mathrm{o}\mathrm{c}_{X\backslash U}(j_{!}u)+$ $\sum$ $\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{i}\mathrm{v}\mathrm{e}- 1\mathrm{o}\mathrm{c}_{P}(u)$

$P\in$Fix $(\mathrm{F}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{b}^{n}*a)$

$= \sum_{*P\in \mathrm{F}\mathrm{i}\mathrm{x}(\mathrm{F}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{b}^{n}a)}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{i}\mathrm{v}\mathrm{e}- 1\mathrm{o}\mathrm{c}_{P}(u)$

となり示すべき等式が従う.

3.3.2 縮小的な correspondence とリジツド幾何

ますは (\dagger ) について述べる. $\mathbb{C}$ 上の多様体の場合, 縮小的な correspondence $a$ に対する

local term が簡単になるという事実は以前から知られていた (例えば [G-M] 参照). それは

次のような議論に基づく :

$X$ をコンパクトな解析多様体とする. 簡単のため $a$ が $f:Xarrow X$ のグラフとして得ら

れる場合を扱う. $D\in\pi_{0}$ (Fix $f$) のまわりで $f$ が縮小的であるとき, $D$ の開近傍系 $\{V_{i}\}_{i\geq 0}$

で,

$\mathrm{o}$ .. . . $\supset V_{i-1}\supset V_{i}\supset V_{+}.\cdot$
$1$

$\supset\cdot$ . . ,
$\mathrm{o}f(V_{i})\subset V_{i+1}$ ,
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・ $\cap\overline{V}_{i}=D$ ( $\overline{V}_{i}$ は $V_{i}$ の閉包)

となるものがとれる. $f_{i},$ $\overline{f}_{i},$

$g$i’ $j_{i},$ $v_{i}$ を次の図式で定める :

$V_{i+1}$ ニー $V_{i}arrow\overline{V}_{i}v_{i}arrow X$

$f_{i+1}\downarrow\nearrow^{g}.\cdot\downarrow$

$V_{i+1}arrow Vj\dot{.}$

$i^{arrow}f \cdot v\ldots\frac{\downarrow}{V}$$i^{arrow X}\overline{f}_{*\downarrow}$

. $f$

$u\in \mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{h}$-corr(a; $K$) $=\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}(f^{*}K, K)$ に対して $u|_{V}.\cdot$ : $f_{i}^{*}(K|_{V}\dot{.})=(f^{*}K)|_{\mathrm{t}\nearrow}.\cdotarrow K|_{V}.\cdot$ とし,

$j_{i*}(u|_{V_{\dot{\mathrm{t}}}}):\overline{f}^{*}..j_{i*}(K|_{V}.\cdot)arrow j_{i*}f_{\dot{v}}^{*}(K|_{V_{*}}.).arrow \mathrm{j}_{*}(u|_{V}$.\rightarrow ji*(K|い)

として $j_{i*}(u|_{V}\dot{.})\in \mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{h}$-corr $(a|_{\overline{V}_{\mathrm{i}}} ; j_{i*}(K|_{V_{\dot{\mathrm{a}}}}))$ を定める. この cohomological correspondence
に対して Lefschetz-Verdier 跡公式を使う ($\overline{V}_{i}$ はコンパクトである !) と,

$\mathrm{T}\mathrm{r}((u|_{V}.\cdot)_{*} ; R\Gamma(V_{i}, K|_{|I}\dot{.}))=\sum_{D\in\pi_{0}(\mathrm{x}a)}.’ 1\mathrm{o}\mathrm{c}_{D}(j_{i*}(u|_{V}\dot{.}))$

が得られる. ここで, �を

$R\Gamma(V_{i+1}, K|_{\gamma_{j+1}})\underline{\mathit{9}^{l}.}R\Gamma(V_{i}, g_{i}^{*}(K|_{\mathrm{t}}\acute{\dot{.}}+1))=R\Gamma(V_{i}, f_{i}^{*}(K|_{V_{j}}))\underline{R\Gamma(u\mathrm{I}_{v}.)|}R\Gamma(V_{i}, K|_{V_{*}}.)$

から誘導される準同型とすると, 次の図式

が可換になり, これと
$\underline{1}\mathrm{i}BH^{\nu}i(V_{i}, K|_{V}.)=H^{\nu}$

(D, $K|_{D}$ ) であることから, 左辺は

$\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{i}\mathrm{v}\mathrm{e}- 1\mathrm{o}\mathrm{c}_{D}(u)=$ Tr $((u|_{D})_{*} ; R\Gamma(D, K|_{D}))$

に等しい (下の補題参照).

7\mbox{\boldmath $\tau$}fJ\epsilon \breve \acute ‘\emptyset \emptyset \mbox{\boldmath $\tau$}*r25FbBB5\exists D\emptyset \emptyset \emptyset ae#|*\hslash \Xi oe‘.ffl&#定 bff‘\mbox{\boldmath $\tau$}’\epsilon \mbox{\boldmath $\tau$}fab..6’l-.$\cdot$ .iBtiraWnsiit\rightarrow ion
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証明 ます
$j$ $W=0$ の場合に帰着する. $W_{i}arrow W$ の核を $W_{i}’$ , 像を $\mathrm{I}W_{i}’’$ とおくと, $\{W_{i}’\}$ ,

$\{W_{i}’’\}$ は帰納系になり, 補題の条件 i) および
$\underline{1\mathrm{i}}\mathrm{g}i$

垣\gamma i’
$=\underline{1\mathrm{i}}\mathfrak{B}^{\mathrm{T}\eta_{I_{i}’’}}i.=0$

を満たす よって 5

$W=0$ の場合の命題が示されていたとすると, $\mathrm{T}\mathrm{r}(f_{i}’; \dagger\hslash^{\gamma_{i}/})=\mathrm{T}\mathrm{r}(f_{i}’’; W_{i}’’)=0$ となり,

$\mathrm{T}\mathrm{r}(f_{i}; \mathrm{T},V_{i})=$ 丑$(f; W)$ が従う.
次に, $W=0$ の場合を証明する. $f_{i}$ が幕零であることを証明すればよい. $\mathrm{T}\mathrm{J}^{\gamma_{i}}$ に $F_{s}\mathrm{T}W_{i}=$

$\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(v_{i+s}\circ v_{i+s-1}\circ\cdot$ . . $\circ$ v�としてフイルトレーション $F$. を入れる. $W=0$ であるから,

十分大きい $s$ に対して $F_{\epsilon}.W_{i}=W_{i}$ である. また, $f_{m}=g_{m}\circ v_{m}=v_{m-1}\circ g_{m-1}=f_{m-1}$

より, $F$. は $f_{i}$ で保たれる.

$v_{i+s-1}\circ\cdot$
. .

$\circ v_{i}$ によって $(\mathrm{G}\mathrm{r}_{s}W_{i}, f_{i})$ は $(\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}v_{i+s}, f_{\mathrm{i}+s})$ の部分空間とみなすことができ
る. また, $f_{i+s}=g_{i+\S}\circ v_{i+s}$ より, $f_{i+s}$ は $\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}v_{i+s}$ 上零写像である. これより, $f_{i}$ は $\mathrm{G}\mathrm{r}_{s}$

上零写像であり, したがって $W_{i}$ 上幕零である. I

また, $\cap\overline{V}_{i}=D$ から, 十分大きな $i$ に対して右辺は $1\mathrm{o}\mathrm{c}_{D}(j_{i*}(u|_{V_{j}}))=1\mathrm{o}\mathrm{c}_{D}$ (u) に等し
レ). これより $1\mathrm{o}\mathrm{c}_{D}(u)=\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{i}\backslash \prime \mathrm{e}- 1\mathrm{o}\mathrm{c}_{D}$ (u) が得られる.

この議論においては,
$\circ\overline{V}_{i}$ の Lefschetz-Verdier 跡公式

・コホモロジーの連続性贈 $H^{\nu}(1^{\gamma_{i}}, K|_{V}.\cdot)=H^{\nu}$ (D, $K|_{D}$ )

の 2 つが本質的であったことに注意しよう. 特に, $\overline{V}_{i}$ は一般には解析多様体とはならない
ので, このような空間 (劣解析的集合) に対しても跡公式を証明しておくことが肝要である.

上記の議論をスキームに対して適用したいのであるが, correspondence が縮小的である
ことを定義するにあたって, 通常の代数幾何で用いられる Zariski 位相や \’etale 位相では不

十分である. 「閉包をとる」 という操作で開集合が大きくなりすぎてしまい, 上記のような
$f(\overline{V}_{i})\subset V_{i+1}$ という状況が滅多に起こらないのである. そこで, $V=\overline{\mathrm{F}_{q}[[T]]}$ 上の $X$ の「自

明な変形」$X\otimes_{\overline{\mathrm{F}}_{q}}V$ を考え, その生成ファイバーの $T$進位相によって $X$ 上の correspondence
の縮小性をはかるというのが基本的なアイデアである. 縮小的対応を定義する前に, 具体

例を一つ見ておこう :

例 3.27
例 3.24 を correspondence の縮小性によって解釈してみよう. $y$ を $\infty\in \mathrm{P}^{1}$ における局所

座標とすると, $f(y)=y/(y+1)$ となるので, 十分小さ $l1\epsilon$ に対し $|y|=\epsilon$ とすると ( $|y|$ は

$y$ の $T$ 進絶対値を表す) $|f(y)|=\epsilon$ となる. これは $f$ が $\infty$ のまわりで縮小的ではないこと

を示しており, これが定理 3.23 の等式が成立していない理由の 1 つであると考えられる.
一方, Rob $\circ f(y)=y^{p}/(y+1)^{p}$ となるので, $|y|=\epsilon$ に対し $|f(y)|=\epsilon^{p}<<\epsilon$ となり, $\infty$

のまわりで縮小的である.

それでは correspondence の縮小性を定義しよう. ここでは, 藤原氏によるリジッド幾何
の formalism を用いる (詳細は [Fh2] を参照のこと). $V$ 上のスキーム $X$ に対し, それを $T$

進完備化して得られる形式スキームを $\hat{X},$ $X$
^

に伴うリジッド空間を $\hat{X}^{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g}}$ と書く $|$
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注意 3.29
上の定義中の条件が成立している場合,

$\dot{l}\in\bigcap_{\mathrm{N}}\overline{\alpha_{2}^{-1}(\%_{i})}$

ロア
$=\overline{\cap\alpha_{2}^{-1}(\mathscr{U}_{i})\cap\gamma}=\overline{\hat{D}^{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g}}}=\hat{D}^{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g}}i\in \mathrm{N}$

となり (最初の等号では [Fu2]’. 4.5.5 を用いた), 前述の解析多様体の場合に仮定した性質

寡 i–V.$\cdot$ =D の類似が成り立つ.

次の定理が (\dagger ) において最も本質的である :

$|\mathrm{f}\mathrm{f}.\text{意}.\underline{.}\text{の},K\not\in \mathrm{B}\bm{3}.3arrow\text{し}$

($X,$ $\Gamma$ ,0aa)\eta \in ’.
$\cdot$

(Do[\Gamma bm\eta j\epsilon Dl\rightarrow 定]c’btTf
$( \lambda_{\eta’ t}^{r^{\frac{8\mathrm{e}}{\mathbb{Q}}\backslash }})\mathrm{U}^{\tau}.u\in \mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{h}- \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{r}(a_{\eta},K)|^{-\text{対して^{}\backslash }\mathrm{A}\hslash[searrow] \text{成り}\underline{\backslash }[perp] \text{つ}}X_{\eta}\mathrm{x}X_{\eta}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{m}.2.4)3.2\text{と^{}\frac{3}{\mathrm{p}}\text{様とする}.\alpha=a^{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g}}\hslash\hat{D}^{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g}}\text{のまわり^{}-}C^{\backslash }\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}/\rfloor\backslash \text{的},-C^{\backslash }\text{あるとき}}1\mathrm{o}\mathrm{c}_{D_{\eta}}(a_{\eta},K)=\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{i}\mathrm{v}\mathrm{e}- 1\mathrm{o}\mathrm{c}_{D_{\eta}}(a_{\eta},K^{\cdot})\prod_{k^{\backslash }\text{よ}\backslash }|\mathrm{h}a\cdot\Gammaarrow X\mathrm{x}X\text{の}4\text{成ファ}.\triangleleft’J\backslash ’-\mathrm{g}’ \text{表すも}" \text{のと}.\cdot \text{する}\backslash ^{\backslash }\backslash \backslash$

.

’

これを解析多様体の場合と同様の方針によって証明するためには,

i) エタールコホモロジーとリジッドエタールコホモロジーの比較定理
$\mathrm{i}\mathrm{i})$ 「劣解析的集合」, つまり準コンパクトな開部分リジツド空間 $\mathscr{U}\subset\ovalbox{\tt\small REJECT}$ の閉包として

得られる集合についての跡公式
$\mathrm{i}\mathrm{i}\mathrm{i})$ コホモロジーの連続性
の 3 つが不可欠である. i) は [h2] で証明されている. $\mathrm{i}\mathrm{i}$ ), $\mathrm{i}\mathrm{i}\mathrm{i}$ ) に相当するのが次の 2 つの

命題である :

$|_{\text{する_{}\mathrm{i})\mathit{7}}}^{(X,\Gamma}4V_{s}\text{を}..\text{開}’ \text{集}\mathrm{r}\mathrm{r}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{A}3.3$l\subset aA)D\mbox{\boldmath $\alpha$}(\epsilon T&l-o定 lbp(Uo,$1\mathrm{o}\mathrm{g}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{a}1\mathrm{L}\mathrm{e}\mathrm{f}\mathrm{s},\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{z}\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{e}\mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r}m_{\text{をそ}*1^{\vee}\text{の}\mathrm{t}\neq\Re \text{ァ}(J\backslash ^{\backslash ^{\backslash }}-\text{とする}}\mathrm{u}1\mathrm{a}$

)
$([\mathrm{R}1],\mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{o}\mathrm{r}.\mathrm{e}\mathrm{m}2.2.8)$

)

$\cap\alpha_{2}^{-1}(\ovalbox{\tt\small REJECT})\% U_{s}\subset\hat{X}^{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g}},\psi=\mathrm{s}\mathrm{p}_{\Gamma}^{-1}V_{S}\subset\hat{\Gamma}^{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g}}\text{とする^{}\backslash }*\text{の}3\text{条}\dagger+\text{を}3.28\text{と}\overline{\mathrm{f}}\prod_{=\mathrm{s}\mathrm{p}_{X}^{-1}}\mathrm{J}\text{様とし},(X_{s},\Gamma_{S},a_{S})\mathrm{t}\supset\backslash \text{フ}\prime$

.aU定 s’
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$\check{}\text{のと}$

リジッド空間 $\hat{X}^{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g}}$ における $\alpha$ の固定点としては,

・スキー $\text{ム}$ としての固定点 Fix $a_{\eta}$ のリジッド化 naive-Fix $\alpha=(\mathrm{F}\mathrm{i}\mathrm{x} a_{\eta})^{\mathrm{r}\mathrm{i}g}$

$\circ$ Zariski-Riemann 空間 ( $\hat{X}^{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g}}\rangle$ の固定点 set-Fix $\alpha$

の 2 つが自然に考えられ, 一般に naive-Fix $a\subset \mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{t}$-Fix $a$ が成立する. 命題 3.31 に出てく
る top-Fix $\alpha$ はこの 2 つの中間に位置するものであり, $\hat{X}^{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g}}$ のすべての flat なモデルにお
いて固定される $\langle$

$\hat{X}^{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g}})$ の点である. すなわち,

top-Fix $\alpha=$ $\cap$ $\mathrm{s}\mathrm{p}_{\Gamma}^{-1}$, (Fix $a_{s}’$ ).
( $X’$,r\sim aり

となる. ここで $(X’, \Gamma’, a’)$ は $(X, \Gamma, a)$ の admissible ブローアツプで得られるもののうち
$X’,$ $\Gamma’$ が $V$ 上 flat なものを動く. 命題 3.31 の証明は, Zariski-Riemann 面の準コンパクト
性を用いてよい flat モデルをとり, local term の特殊化での不変性 ([Ful], 1.7.1 参照) を

用いることによってなされる.
命題 3.32 は, Deligne のトリック ([SGA41/2], [Finitude] 参照) を修正したものを用い

て relative curve の場合に帰着し, 比較定理を用いることによって証明する.

定理 3.30 を自明な変形に用いることで, $(\mathfrak{f})$ の目標である次の定理を得る :

$|^{\not\in \mathrm{E}3.3}X\text{を_{}q}^{\frac{3}{\mathrm{F}}}$

よ proper 78ヤー $\text{ム}$お’, $a:\Gammaarrow X\mathrm{x}X$ を correspondence とする. $D\in$
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$|\pi\not\in_{d}\underline{\mathrm{e}}_{\backslash }\text{の}I\zeta\in 0^{\cdot}\mathrm{b}\mathrm{j}D_{\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{f}}^{b}(X,\overline{\mathbb{Q}}_{f})k^{\mathrm{Y}}\text{よ}\mathrm{U}^{\grave{\backslash }}u\in \mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{h}- \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{r}(a,K)|^{arrow}.\text{対}\backslash \text{して^{}\backslash }\mathrm{A}\hslash\grave{\grave{>}}\text{成り}\underline{\backslash }"[perp].\cdot\supset(\mathrm{o}_{\mathrm{B}}\mathrm{F}\mathrm{i}\mathrm{x}a)\text{と^{}1},(a\otimes \mathrm{f}^{r}/)^{\wedge \mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g}}\hslash\grave{\grave{\backslash }}(D\otimes V)^{\Lambda \mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g}\text{のまわりて^{}\backslash }\text{縮}/\mathrm{J}\backslash \text{的},\text{て^{}\backslash }\text{あるとする}}1\mathrm{o}\mathrm{c}_{D}(a,K)=\mathrm{n}\mathrm{a}|\mathrm{i}\mathrm{v}\mathrm{e}- 1\mathrm{o}\mathrm{c}_{D}(aK)\backslash ,.\backslash$

このとき,

証明 定理 3.30 と local term の特殊化による不変性, [SGA41/2] [Finitude] Th\’eor\‘eme

2.13, Corollaire 2.16 の local acyclicity を組み合わせればよい. I

注意 3.34
実は, 無限遠の寄与が消えることを証明するためには, $D\in\pi_{0}$ (Fix $a$ ) よりももう少し一

般の $D$ に対して定理 3.33 を証明しておく必要がある. これは, $X\backslash U\subset \mathrm{F}\mathrm{i}\mathrm{x}$ $a$ とは限らな

いためであるが, 詳細は省略する. [Fu2], 3.2 参照.

3.3.3 無限遠のまわりて縮小的になること

次に (\ddagger ) の部分について述べる. 証明するべきことは, 十分大きい $n$ に対して $\mathrm{R}\mathrm{o}\mathrm{b}^{n}*a$

が $X\backslash U$ および $D’\in\pi_{0}(\mathrm{F}\mathrm{i}\mathrm{x}(\mathrm{F}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{b}^{n}*a))$ のまわりで縮小的であることであるが, ここでは

前者のみ扱うことにする. 必要なら $X\backslash U$ でブローアツプすることにより, $\mathrm{Y}=X\backslash U$ は

$X$ の Cartier 因子であると仮定してよい.
$\mathrm{Y}_{1}=\mathrm{Y}\mathrm{x}X,$ $\mathrm{Y}_{2}=X\mathrm{x}Y$ を $X\mathrm{x}X$ の因子とする. $\pi:Zarrow X\mathrm{x}X$ を $\mathrm{Y}\cross Y$ におけ

る $X\cross X$ のブローアップとし, $E$ をその例外因子とする. $\mathrm{Y}_{i}$ の weak transform を $\tilde{1^{J}}_{i}$ と

おく. $\Gamma \mathrm{x}_{X\mathrm{x}X}Z$ の strict transfom を $\alpha:\tilde{\Gamma}arrow Z$ とおき, $a’$ : $\tilde{\Gamma}arrow^{\alpha}Zarrow^{\pi}arrow X\mathrm{x}X$ と

する.

|\not\in \epsilon aae|1\hslash \supset 3\check ‘*
$\cdot$

Y.35に沿って vanishing order $>1$ であるとは, $\alpha(\tilde{\Gamma})\cap E\subset(\tilde{\mathrm{Y}}_{1})_{\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{d}}$ が成立すること

注意 3.36
$J_{\tilde{Y}_{1}\}}J$E で

$\tilde{Z}$ における $\tilde{\mathrm{Y}}_{1},$ $E$ の定義イデアルを表すことにすると, 定義 3.35 は $s\geq 1$ と

$\alpha(\tilde{\Gamma})$ 上のイデアル層 $\ovalbox{\tt\small REJECT}$ が存在して $\alpha(\tilde{\Gamma})$ 上で $\mathscr{I}_{\tilde{Y}_{1}}^{\epsilon}=\mathscr{J}$
‘ $\mathscr{I}_{E}$ が成立することと同値であ

る. $\mathrm{Y}_{1}$ の定義イデアル $J_{Y_{1}}$ の引き戻し $\pi^{-1}\mathscr{I}$

Y1 は $\mathscr{I}_{\overline{\mathrm{Y}}_{1}}\cdot J$E に等しいので, 上の条件は $\alpha(\tilde{\Gamma})$

上で $\mathrm{Y}_{1}$ が $(1+1/s)E$ よりも 「大きい」 ことを表している. これが $\lceil_{\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}}$ order $>1\rfloor$

の意味するところである.

実は $Y$ に沿って vanishing order $>1$ であることは, $\mathrm{Y}$ のまわりで縮小的であるための

十分条件である. すなわち, 次の命題が成り立つ :

$|^{\mathrm{P}}f \mathrm{f}\mathrm{i}^{-}\frac{\not\in-}{\underline{-}}\mathrm{R}\mathrm{X}\check{\mathrm{b}}$定$\mathrm{V}\mathrm{f}3.,37\#\mathrm{h}$定
$(a\otimes V)^{\Lambda \mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g}}\text{義}3.35\text{と}$

$\Pi\overline{\mathrm{p}}\text{構とす}\mathrm{V}\mathrm{h}$

( $a_{2}^{-1}$ (Y6).\otimes \leftarrow \check V\emptyset )\Lambda \geq rigき\emptyset ’ $\text{ま}a$

$\text{わ}’ \text{り^{}-}C^{\backslash }.\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}’ \mathrm{J}\backslash \text{的^{}-}C^{\backslash }\text{ある}n[searrow] \mathrm{Y}|^{\wedge}\grave{t}8\text{って}\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{h}$.ing order $>1$ である
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この命題の証明の基本的なアイデアは, $\mathscr{K}=(X\otimes V)^{\Lambda \mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g}}$ の点に対して \Psi =(Y\otimes ‘勺\triangle rig

からの 「距離」 を定義し, それが $a$ によって減少することを証明するというものであり,

例 3.27 の自然な拡張であるといえる. 実際には, Zariski-Riemann 空間 (I) を分離化し
て得られるコンパクト Hausdorff空間 $[\mathscr{K}]$ に $\mathrm{Y}$ の局所方程式を用いて局所的に距離を定義

し, それを 1 の分割を用いて貼り合わせるという技術を用いる. 詳細は [Ful], Proposition
5.3.5 を参照されたい.

残るは次の命題である :

$|$ r|\breve \acute \beta 定\not\in \Psi B,d D3.\mbox{\boldmath $\tau$}3.38.3v5an\epsilon is\Pi h-Ding\emptyset or=\rightarrow ^r&de定 r $\text{のもと}\cdot\tau^{\backslash }>1\text{て^{}\backslash }\backslash \text{あ}\backslash$,6自然数
$N$ が存在し, $n\geq N$ に対して $\mathrm{F}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{b}^{n}*a$ は $\mathrm{Y}$

証明

簡単のため, $\mathrm{R}\mathrm{o}\mathrm{b}^{n}*a$ を $a^{(n)}$ と書くことにする. 主張は $X$ について局所的であるから,
$\mathrm{Y}\subset X$ が 1 つの定義方程式 $f=0$ をもつとしてよい (本節冒頭の仮定より, $f$ は $\mathrm{F}_{q}$ 上定義され
ることを注意しておく). $f’,$ $f”$ をそれぞれ $\mathrm{p}\mathrm{r}_{1}$ : $Z=X\cross Xarrow X,$ $\mathrm{p}$r2: $Z=X\mathrm{x}Xarrow X$

による $f$ の引き戻しとする. $f’=0,$ $f”=0$ はそれぞれ $\mathrm{Y}_{1},$
$\mathrm{Y}$

2 の定義方程式である. ここ

で, $a_{U1}$ は proper であるから,

$a_{2}^{-1}(\mathrm{Y})\subset a_{1}^{-1}(\mathrm{Y})\Leftrightarrow a^{-1}(\mathrm{Y}_{2})\subset a^{-1}(\mathrm{Y}_{1})\Leftrightarrow \mathrm{Y}_{2}\cap a(\mathrm{I})$ $\subset \mathrm{Y}_{1}$ rl $a(\Gamma)$

が成立する. よって, 整数 $e\geq 1$ および $a$ (\Gamma ) 上で定義される関数 $h$ が存在して, $f^{\prime e}=$

$hf”$ となる. $n$ を $q^{n}>e$ となるよう {ことり, $h$ を $X\cross Xarrow \mathrm{I}\mathrm{d}\mathrm{x}\mathrm{F}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{b}^{n}X\mathrm{x}X$ で $\ovalbox{\tt\small REJECT}|$き戻

したものを $h’$ とおく. $h’$ は $(\mathrm{I}\mathrm{d}\cross \mathrm{F}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{b}^{n})^{-1}(a(\Gamma))$ 全体で定義される関数である. このと

き, $f^{\prime e}=h’f^{\prime\prime q^{n}}$ が成立する. $(\mathrm{I}\mathrm{d}\cross \mathrm{F}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{b}^{n})$ (a(n) $(\Gamma)$ ) $=\mathrm{R}\mathrm{o}\mathrm{b}_{X\mathrm{x}X}^{n}(a($ \Gamma ) $)\subset a$ (\Gamma ) より $\mathrm{f}$

$a^{(n)}(\Gamma)\subset(\mathrm{I}\mathrm{d}\mathrm{x}\mathrm{R}\mathrm{o}\mathrm{b}^{n})^{-1}(a(\Gamma))$ Cあるから, $a^{(n)}$ (\Gamma ) 上でも $f^{\prime e}=h’f$”q“ となる. .よって,
$\alpha^{(n)}(\tilde{\Gamma})\subset Z$ 上で $(f’/f”)^{e}=h’f^{\prime/q^{n}-e}$ が成立する (プローアツプのとり方から, $f’/f”$ は

$Z$ 全体で定義されることに注意).

一方, $E$ 上では $f’=f”=0$ となり, したがって $\alpha^{(n)}(\tilde{\Gamma})\cap E$ では $f’/f”=0$ となる. $Z$

における $\tilde{\mathrm{Y}}_{1}$ の定義方程式は $f’/f”=0$ であるから, これは $(a^{(n)}(\Gamma^{(n)}))\cap E\subset(\tilde{\bm{\mathrm{I}}^{r’_{1}}})_{\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{d}}$ を

意味している. I

注意 3.39
上の証明から, 次の条件を満たす $n_{0}$ が存在することも分かる :

$a:\Gammaarrow X\mathrm{x}X$ の $X\mathrm{x}X$ $\Gamma’arrow X\mathrm{x}X$

とおくと, 任意の $n\geq 0$ に対し $\mathrm{R}\mathrm{o}\mathrm{b}^{n}*a$ は $\mathrm{Y}$ に沿って vanishing order $>1$ で

ある.
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3.3.4 correspondence の合成

ここでは, 注意 3.19 で述べた通り, 3.2 節と同じ枠組に Deligne 予想を拡張する. ただ

し, 定理 3.23 のうち, 境界の寄与が消えるという部分のみを拡張することにする.

$X_{1},$ $\prime \mathrm{Y}_{2}$ をスキームとし, $a:\Gamma_{1}arrow X_{1}\mathrm{x}$ X2’ $b:\Gamma_{2}arrow X_{1}\cross_{d}\mathrm{Y}_{2}$ を correspondence と

する. このとき, $\lambda_{1}^{r}$ 上の correspondence

$\Gamma_{1}\mathrm{x}_{X_{2}}\Gamma_{2}arrow a\mathrm{x}^{t}b$ (X1 $\mathrm{x}X_{2}$ ) $\mathrm{x}$

。2
$(X_{2}\cross X_{1})=X_{1}\cross\lambda_{2}’\cross X_{1}arrow X_{1}\mathrm{x}$ X1

を $a*{}^{t}b$ と書き, ${}^{t}b$ と $a$ の合成と呼ぶ. proper な射 $f:\lambda_{2}^{r}arrow X_{1},$ $g$ : $X_{1}arrow X_{2}$ によっ

て $a=\gamma_{f},{}^{t}b=\gamma_{g}$ と書けて 1)るときは, $a*{}^{t}b=\gamma_{f\mathrm{o}}$g である. また, $X_{1}=X_{2}$ のときに既

に導入した $\mathrm{F}\mathrm{k}\mathrm{o}\mathrm{b}^{n}*a$ という記号は, $\gamma_{\mathrm{F}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{b}^{n}}*a$ のことであると解釈できる.

下の図式のように $a_{2}’,$ $b_{2}’$ を定めると, $(a*{}^{t}b)_{1}=a_{1}\circ b_{2}’,$ $(a*{}^{t}b)_{2}=b_{1}\circ a_{2}’$ である :

$\{$

$\Gamma_{1}$

$\mathrm{x}_{X_{2},\downarrow b_{2}’}\Gamma_{2}arrow \mathrm{f}_{2}a_{2}’$

$b_{2}$

$\Gamma_{1}arrow X_{2}a_{2}$

したがって, $L_{i}\in D_{\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{f}}^{b}$(Xi’ $\overline{\mathbb{Q}}_{\ell}$ ) とすると, $u\in \mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{h}$-corr $(a;L_{1}, L2)$ , $v\in \mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{h}$-corr $(^{t}b;L_{2}, L_{1})$

に対し, $v*u\in \mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{h}$-corr $(a*{}^{t}b;L_{1})$ を

$(a*{}^{t}b)\mp L_{1}=b_{2}^{\prime*}a_{1}^{*}b\mathrm{A}b_{2}^{\prime*}a_{2}^{!}L_{2}-a_{2}^{\prime!}b=L_{2}$ –a2”.t’*a2’ !blL、 $=(a*{}^{t}b)_{2}^{!}L_{1}$

によって定めることができる. この構成は押し出しと可換であり, 特に $X_{i}$ が proper のと
きは $(v*u)_{*}=v_{*}\circ u$

*
が成立する. さらに, この構成は cohomological correspondence

の pairing とも次の意味で可換である. すなわち, $\Gamma_{1}$ と $\Gamma_{2}$ の $X_{1}\mathrm{x}X_{2}$ 上のファイバー

積は $\Gamma_{1}\cross_{X_{2}}\Gamma_{2}$ と $\Delta_{X}$ のファイバー積と同型であり, これを以前のように三と書くと,

$\langle u, v\rangle_{-}--=\langle v*u, \delta_{X}\rangle_{-}\overline{-}$ が成り立つ. ただし $\delta_{X}$
$\in \mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{h}$-corr $(\Delta_{X} ; L1)$ は恒等写像を指す こ

れより, $X_{1},$ $X_{2}$ が proper である場合には $1\mathrm{o}\mathrm{c}_{-}--(u, v)=1\mathrm{o}\mathrm{c}_{-}--(v*u)$ となり, 後者の消滅か

ら前者の消滅が従うことになる.
以上の議論により, 次の定理が導かれる.

$|_{0}^{\not\in \mathrm{B}\bm{3}}\mathrm{s}\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{n}_{U}\mathrm{d}\text{を}a_{l}X_{1}\circ$’,-a-Ae-
$\square$

.Xn4bUUU\Re c012e,’|J\epsilon ab---&UpU*p\mbox{\boldmath $\tau$}2rrto&bop6apVeg.perrr<X\mbox{\boldmath $\tau$}jofi‘pX‘11.BeX\UrA‘6Ui\not\simeq \check C\emptyset --.1‘--\hslash |3\tilde \breve \Delta 6\gamma ’ IX\supset ‘.&D{i#b\epsilon \mbox{\boldmath $\tau$}\epsilon ’Fffi\pi vaa]Qt定 n\beta ..$\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}.\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{r}>1^{*}T^{\backslash }\backslash \text{ある分ス}\vec{\text{キ}}-\text{ムとし},a,b,-\Gamma_{1}X_{1}\mathrm{x}X_{2},b\cdot\Gamma_{2}\text{する}\cdot.--.arrow\emptyset$

$U_{1}\cross X1$ $\mathrm{x}X_{2}\text{を}\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{r}\mathrm{e}- U_{2}\text{上への}\#\downarrow \text{限}$
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$|\iotaarrow.\text{つ}|1\text{て}\vec{}\text{のとき},,$

$|\mathrm{f}\neq_{\mathrm{f}\mathrm{i}}^{\Rightarrow \text{の}L\in D^{b}}di\mathrm{c}" \mathrm{t}\mathrm{f}(U_{i},\mathbb{Q}_{\ell}..),u\in \mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{h}- \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{r}(a_{U}\cdot,L_{1},L_{2}),$

$v \in \mathrm{A}\backslash \text{の等}\mathrm{f}\mathrm{f}\hslash\backslash ^{\backslash }\text{成_{}-}\backslash [perp] \text{する}D\in\pi_{0(_{-}^{-\backslash \overline{=}_{U})}}\sum_{-}^{\backslash }1\mathrm{o}\mathrm{c}_{D}(j_{1!}u,j_{2!}v)=0.\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{h}- \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{r}(^{t}b_{U}; L_{\underline{9}}, L_{1})$

4 Lafforgueの跡公式

4.1 概要

$f\in \mathcal{H}_{N}$ に対して $f\cross \mathrm{R}\mathrm{o}\mathrm{b}^{n}$ の $H_{c}^{*}(\mathrm{C}\mathrm{h}\mathrm{t}_{N}^{r}/a^{\mathbb{Z}})$ への作用を調べる上で $\mathrm{C}\mathrm{h}\mathrm{t}_{N}^{r}/a\mathrm{z}$ が有限型
でないことが障害になることはこれまでに幾度となく述べてきたが, ここではその困難を

克服するための方針を述べる.
記号の簡略のため, $\mathrm{C}\mathrm{h}\mathrm{t}_{N}^{r}/a^{\mathbb{Z}}$ を $X$ で表し, $\mathrm{C}\mathrm{h}\mathrm{t}_{N}^{r}/a^{\mathbb{Z}}$ が $\mathrm{C}\mathrm{h}\mathrm{t}_{N}^{r,\overline{p}\leq p}/a^{\mathbb{Z}}$ の合併として書け

ることを $X= \bigcup_{\lambda\in\Lambda}X$, と表す 言うまでもないが $X$ は有限型ではなく, 各 $\lambda_{\lambda}^{r}$ は有限型

である. また, 考えている correspondence $f\cross \mathrm{R}\mathrm{o}\mathrm{b}^{n}$ を $a$ で表す

まず, 第一の問題として, $\lambda_{\lambda}’$ が $a$ で保たれないため, $(X_{\lambda}, a_{\lambda}=a|_{X_{\lambda}})$ に跡公式を適用

できないことが挙けられる. そこで, $X_{\lambda}$ の適切なコンパクト化をとることを考える. コン

パクト化の様子はレベルつきかそうでないかによって変わってくる.

レベルなしの場合
この場合, 次のようなよいコンパクト化 $X_{\lambda}\subset\overline{X}_{\lambda}$ が存在する :. $\overline{X}_{\lambda}$ は smooth である.

$\bullet$ $\overline{X}_{\lambda}\backslash X$, は $\overline{\lambda^{r}}_{\lambda}$ の強正規交叉因子である.

正規化によって correspondence $a_{\lambda}$ を $\overline{X}_{\lambda}$ に延長したものを $\overline{a}_{\lambda}$ と書く $\overline{X}_{\lambda}$ は proper で
あるから, $(\overline{X}_{\lambda}, \overline{a}_{2})$ に Lefschetz 跡公式を適用することができる. しかし, 定理 2.3 で数え
られているのは $X_{\lambda}$ での固定点であって $\overline{X}_{\lambda}$ ての固定点ではないため, 今度は固定点の側

が計算できないという困難が発生する.
Lafforgue は Pink が [Pi] において行った議論を修正することでこの問題点を克服した.

correspondence $\overline{a}_{\lambda}$ を Probenius の高い幕で引き戻したのちプローアツプによって改変する
ことにより, $\overline{X}_{\lambda}\backslash X_{\lambda}$ に現れる固定点を消すことができるのである (命題 4.3). Pink は

$X_{\lambda}\subset\overline{X}_{\lambda}$ が $f$ によって保たれる場合を扱ったが, 同様のことが $X_{\lambda}$ が「固定点のまわり

て」 保たれるという条件のみで行えるというのが Lafforgue の着眼点である. こうして,

( $X_{\lambda}$ 内の固定点の個数) $=\mathrm{h}$ ($\overline{a}_{\lambda}$ ; H’(–XA))+(境界の strata の寄与) $(*)$

という形の跡公式が得られる.

レベルありの場合
この場合, $X_{\lambda}$ のコンパクト化 $\overline{X}_{\lambda}$ は smooth ではないが, $X_{\lambda}$ を含む開部分スタツク

$X_{\lambda}\subset\overline{X}_{\lambda}’\subset\overline{\lambda^{r}}_{\lambda}$ で次の条件を満たすものが存在する :



87

$\bullet$

$\overline{A\mathrm{Y}}_{\lambda}’$ は smooth であり, $\overline{a}_{\lambda}$ で保たれる.
$\bullet$

$\overline{z\mathrm{Y}}_{\lambda}^{l}\backslash X_{\lambda}$ は $\overline{X}_{\lambda}’$ の強正規交叉因子である.

このときはます $\overline{X}_{\lambda}\backslash \overline{\lambda^{r}}_{\lambda}/$ の寄与を藤原氏の跡公式で消したのち, $\overline{X}_{\lambda}’\backslash X_{\lambda}$ にレベルなしの

場合と同様の議論を適用し, $(*)$ と同様の跡公式を得る.

いずれにせよ, $\lambda_{\lambda}^{r}\subset\overline{X}_{\lambda}$ は $\overline{a}_{\lambda}$ で保たれないため, Deligne 予想をそのまま適用して
$\overline{X}_{\lambda}\backslash X_{\lambda}$ の寄与を消すことはできないことに注意しておく.

4.2 スキーム, baseなしの場合

$\mathrm{C}\mathrm{h}\mathrm{t}_{N}^{r}/a^{\mathbb{Z}}$ のコホモロジーを計算するためには, $C$ 上の代数スタツクに対する相対的な

Lefschetz 跡公式が必要である. しかしその証明の本質的なアイデアは, $\mathrm{F}_{q}$ 上のスキーム

に対する類似の公式の証明に既に現れていると思われるので, 後者についてます詳しく述

べ, 前者は結果および必要な変更点を並べるのみにとどめることとする.
ここでは 3.3 節同様, 断りのない限りすべてのスキームは $\overline{\mathrm{F}}_{q}$ 上有限型であり, $\mathrm{F}_{q}$ 上定義

されているとする. また, スキー\Delta 間の射も $\mathrm{F}_{q}$ 上定義されているとする.

4.2.1 ブローアップ

$X$ を $\overline{\mathrm{F}}_{q}$ 上 smooth なスキームとし, $\dim X=d$ とする. $D= \sum_{i=1}^{m}D$i を $X$ の強正規

交叉因子とし, 集合 $I\subset$ $\{1,2, \ldots, m\}$ に対し $D_{I}= \bigcap_{i\in I}D$i’
$X_{I}=D_{I} \backslash \bigcup_{J\supset I}D$ J とおく.

$X \text{。}=X\backslash \bigcup_{i\in I}D_{i}$ である.

$Z=X\mathrm{x}$ X とおき, $\pi:\overline{Z}arrow Z$ を $\bigcup_{i\in I}D$ i $\mathrm{x}D_{i}\subset Z$ における $Z$ のブローアツプとす

る. また, $D_{i}\mathrm{x}D_{i}\subset Z$ における $Z$ のプローアツプを $\pi_{i}$ : $\overline{Z}_{i}arrow Z$ とお $\text{く}$ . このとき, $\tilde{Z}$

は $\tilde{Z}_{1},$ $\ldots,\tilde{Z}_{\mathrm{m}}$ の $Z$ 上のファイバー積である. $\pi_{i}$ の例外因子を $\overline{Z}$ に引き戻して得られる因

子を $E_{i}$ と書 $\text{く_{}1}$ また, $D_{I}$ のときと同様に, $E_{I}= \bigcap_{i\in I}E$i と定める.

$\delta^{n}$ : $Xarrow X\mathrm{I}\mathrm{d}\mathrm{x}\mathrm{F}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{b}^{n}\mathrm{x}X=Z$ を $\mathrm{F}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{b}^{n}$ のグラフの転置とする. $D_{i}\mathrm{x}D_{i}$ の $\delta^{n}$ による引

き戻しは因子 $D_{i}$ になるので, ブローアツプの普遍性より, $\delta^{n}$ は $\pi$ を経由する, すなわち,
$\tilde{\delta}^{n}$ : $Xarrow\tilde{Z}$ で $\delta^{n}=\pi\circ\overline{\delta}^{n}$ となるものが存在する.

また, $I\neq\emptyset$ に対し, $\delta^{n}$ の $D_{I}$ への制限を $\delta_{I}^{n}$ : $D_{I}arrow D_{I}\cross DI$ とおくと, $\delta_{I}^{n}$ : $D_{I}arrow$

$D_{I}\cross D_{I}-Z$ による $D_{i}\cross D_{i}$ の引き戻しは $D_{I\cup\{i\}}$ となり, $i\not\in I$ のときこ $\text{れ}\#\mathrm{h}D$, の因
子である. したがって, 再びプローアップの普遍性から, $\delta_{I}^{n}$ は $i\not\in I$ にわたる $\tilde{Z}_{i}$ のファイ

バー積への射にリフトする. これを $\tilde{Z}$ に引き戻した射を $\tilde{\delta}_{I}^{n}$ : $\tilde{D}_{I}arrow\tilde{Z}$ とお $\text{く}l$ $D$\tilde I は $D_{I}$

上の $(\mathrm{P}^{1})^{|I|}$ 束となる.

\’etale 局所的な計算により, 次の命題を得る :

$|_{\text{し}1}^{\text{命^{}\epsilon}\mathrm{E}4.1}\#\mathrm{h},\tilde{.}z_{\vee}.\text{の_{}0}\overline{\#\text{分}スキ}-\text{ム}.\text{と}\vec{\text{して}}\tilde{\delta}^{n}\cdot.X,\tilde{Z}.\text{と}\tilde{D}_{J}(J\subset\{1,2,\ldots,m\},J\neq\emptyset)\text{の}\hat{\mathrm{n}}.\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}|_{-\text{等}^{}\sim}\delta^{n}.XZ\text{と}\pi.\tilde{Z}Z\text{のファ}T’J\backslash -\ovalbox{\tt\small REJECT}\xi(_{}^{}*\mathrm{t}\text{を}X\mathrm{x}_{\delta^{n_{l}},Z}\tilde{Z}\text{と書く}\check{}\text{と}|’\text{する})\xi-,I\neq\emptyset|_{\tilde{\mathrm{L}}}*\backslash \mathrm{J}\text{して},\text{ファ}\prime\uparrow J\backslash -\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}D_{I}\mathrm{x}_{\delta_{I}^{n},Z}\tilde{Z}\mathrm{Y}\mathrm{h}\tilde{Z}fs\vee:\mathrm{L}E_{I}\text{の}\mathrm{p}\Re \text{分スキ^{}-}\text{ムとし}$
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1 で $\tilde{D}_{J}$ $(J\subset \{1,2, \ldots, m\}, J\supset I)$ の合併に等しい.

a。: $\Gamma_{\emptyset}arrow X_{\emptyset}$ $\cross$ X。を次の 2 条件を満たす correspondence とする :
$\circ a_{\emptyset}$ は有限射であり, その像 $|\Gamma_{\emptyset}|$ は X。$\cross$ X。において余次元 $d$ である.

$\bullet$ $\Gamma_{\emptyset}$ は正規である.

$a:\Gammaarrow Z,$ $\sim a:$
$\tilde{\Gamma}arrow Z$ を a。の正規化とする. $\Gamma$ と $\tilde{\Gamma}$ の間には自然な双有理射 $\tilde{\Gamma}arrow\Gamma$

がある.

$|\not\in\check{}$ \Gamma F&oo\hslash \epsilon 4‘.flU|2\Gamma \lceil g]ED=\check \emptyset 定 a.. $n-‘ 1\mathrm{A}_{\backslash }\text{の_{}\grave{\mathrm{J}}}.E\mathrm{a}\mathrm{e}\text{て^{}\backslash }\backslash X_{\emptyset}\text{を保つ}\mathrm{J}\text{と}t\mathrm{h}^{\backslash },\mathrm{A}\text{の条}l+\text{を^{}\backslash }\text{満}.-\text{す}Z|^{arrow}\mathrm{X}1\backslash \text{し},U|\mathrm{h}|\Gamma|\text{と}\delta^{n}(X)\text{の}\hat{\mathrm{x}},\mathrm{t}\backslash \backslash (U)\text{とするとき},a_{1}^{-1}(X_{\emptyset})\cap U_{\Gamma}\subset a_{2}^{-1}(X_{\emptyset})U_{\Gamma}\epsilon \text{をす_{}\grave{\text{へ}^{}\backslash }\text{て含}\not\subset\int_{\cap}}$

.

の開集合 $U$ が存在する

次の命題が Lafforgue の跡公式において最も本質的である :

$|^{\Gamma}d\mathrm{Y}_{z}\mathrm{f}\mathrm{n}^{\mathrm{B}}\not\in \text{と}$,x\not\in \mbox{\boldmath $\theta$}4\searrow \tilde \mbox{\boldmath $\delta$}.Xgn3-z..定\emptyset X\rightarrow I\hslash gd|‘\rightarrow x\Re \emptyset Fr1‘n\Xi oZ-bk\geq nX\emptyset 0‘0\mbox{\boldmath $\tau$}\Phi ‘Xl\breve \tilde Xz&Dz$\cross$a-\vee ae,]X..\mbox{\boldmath $\tau$}k\Gamma \emptyset \tilde DA‘’D\check \rightarrow C\hslash ‘\epsilon \searrow \mbox{\boldmath $\theta$}\Gamma \Re \mbox{\boldmath $\varpi$}\emptyset Z\tilde O定\epsilon \emptyset \perp \infty l\mbox{\boldmath $\tau$}3D|g6}2ae.--.$X_{q}\cross X_{\emptyset}\hslash \text{て^{}\backslash }’\backslash \cdot \text{のみ}’ \text{交わる}\iota.-\text{ものを}a\cdot\Gamma_{\emptyset}arrow d\mathrm{Y}_{\emptyset}.\mathrm{x}X_{\emptyset}\text{とする}\check{_{J}}\text{のとき},\text{十}4+\text{大き}41\mathrm{E}\text{数}n_{0}|_{\llcorner}^{\wedge}\text{つ}1\}^{-T}$

証明 主張は $X$ 上 local であるから, $D_{i}$ はそれぞれ $f_{i}=0$ という方程式で定義されていると
してよい. $f=f_{1}f_{2}\cdots f_{m}=0$ が $D$ の定義方程式である. $f_{i}’,$ $f$ ’を $\mathrm{p}\mathrm{r}_{1}$ : $Z=X\cross Xarrow X$

による $f_{i},$ $f$ の引き戻しとし, $f_{i}^{\prime/},$ $f$/’を
$\mathrm{p}\mathrm{r}_{2}$ : $Z=X\mathrm{x}Xarrow X$ による $f_{i},$ $f$ の引き戻し

とする. $f’=0,$ $f”=0$ はそれぞれ $\mathrm{p}\mathrm{r}_{1}^{-1}$ (D), $\mathrm{p}\mathrm{r}_{2}^{-1}$ (D) の定義方程式である. ここで,

$a_{1}^{-1}$ (X。)\cap U, $\subset a_{2}^{-1}$ (X。)\cap U, $\Leftrightarrow a_{2}^{-1}(D)\cap U_{\Gamma}\subset a_{1}^{-1}(D)\cap U_{\Gamma}$

$\Leftrightarrow a-1$ $(\mathrm{p}\mathrm{r}_{2}^{-1}(D)\cap U)\subset a^{-1}(\mathrm{p}\mathrm{r}_{1}^{-1}(D)\cap U)$

$\Leftrightarrow$ pr2-1 $(D)\cap|\Gamma|\cap U\subset \mathrm{p}\mathrm{r}_{1}^{-1}(D)\cap|\Gamma|\cap U$

であるから, 整数 $e\geq 1$ および $|\Gamma|\cap U$ 全体で定義される関数 $h$ が存在して, $f^{\prime e}=hf$
” と

と $\mathrm{x}\mathrm{F}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{b}_{X}^{n_{0}}$

なる. $n_{0}$ を $q^{n_{0}}>e$ となるようにとり, $U,$ $h$ を $X\cross Xarrow X\cross X$ で引き戻したも

のを $U’,$ $h’$ とおく. $h’$ は $|\Gamma’|\cap U’$ 全体で定義される関数である. このとき, $f^{\prime e}=h’f^{\prime\prime q^{n_{0}}}$

となり, $|\tilde{\Gamma}’|\cap\pi^{-1}(U’)\subset\tilde{Z}$上では $(f’/f^{\prime/})^{\mathrm{e}}=h’f^{\prime\prime q^{n_{0}}-e}$ となる (プローアツプのとり方

から, $f_{i}^{\prime/}/f_{i}’,$ $f_{i}’/f_{i}’’$ は $\tilde{Z}$ 全体で定義されることに注意).

一方, $\tilde{\delta}^{n}(X)\subset\tilde{Z}$上では, $f_{i}’’/f_{i}’=f_{i}^{\prime q^{n_{0}}-1}$ となり, これより $f”/f’=f^{\prime q^{\mathfrak{n}_{0}}-1}$ を得る.
さて, $P\in|\tilde{\Gamma}’|\cap\tilde{\delta}^{n}$(X) とすると, $\pi(P)\in|\Gamma’|\cap\delta^{n}$ (X) より $(\mathrm{I}\mathrm{d}\cross \mathrm{R}\mathrm{o}\mathrm{b}^{n_{0}})(\pi(P))\in$
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$|\Gamma|\cap\delta^{n\mathrm{o}+n}$ (X) であるから, 仮定より $(\mathrm{I}\mathrm{d}\mathrm{x}\mathrm{R}\mathrm{o}\mathrm{b}^{n_{0}})(\pi(P))\in U$ すなわち $P\in\pi^{-1}$ (U’) で

ある. したがって, $((f’/f”)(P))^{\mathrm{e}}=h’(P)(f’’(P))^{q^{n_{0}}-e}$ である.

一方, $(f”/f’)(P)=(f’(P))^{q^{n_{0}}}$ -1 であるから, $h’(P)(f’(P))^{q^{n_{0}}-e}$ ( f”(P))(q$n_{0-1)e}=1$

を得る. これより, $f’(P)\neq 0,$ $f”(P)\neq 0$ となり, P\in X。 $\cross$ X。が分かる. I

4.2.2 proper の場合

以上の準備のもとで, Lafforgue の跡公式を述べよう. ますは $X$ が proper である場合を

扱う.

. $\check{\iota-}$

証明 $\tilde{\Gamma}arrow\Gamma$ は双有理射であるから, $\pi_{*}:$
$H^{2d}(\tilde{Z}, \mathbb{Q}_{t}(d))arrow H^{2d}$ (Z, $\mathbb{Q}_{\ell}(d)$ ) によって

$\mathrm{c}1(\tilde{\Gamma})$ は $\mathrm{c}1(\Gamma)$ にうつる. したがって,

$\langle \mathrm{c}1(\delta^{n}),$
$\mathrm{c}1(’))_{Z}=\langle \mathrm{c}1(")_{:} \pi_{*}(\mathrm{c}1(\tilde{\Gamma}))\rangle_{Z}=\langle\pi^{*}(\mathrm{c}1(\delta^{n})),$ $\mathrm{c}1(\tilde{\Gamma}))_{\tilde{Z}}$

となる. また, $i_{I}$ : $E_{I}-\tilde{Z}$ とおくと, $\mathrm{c}1(\tilde{\Gamma})_{I}$ の定義から,

$\langle \mathrm{c}1(\delta_{I}^{n}), \mathrm{c}1(\tilde{\Gamma})_{I}\rangle_{D_{I}\mathrm{x}D_{I}}=\langle \mathrm{c}1(\delta^{n}), \pi_{I*}i_{I}^{*}(\mathrm{c}1(\tilde{\Gamma}))\rangle_{D_{I}\mathrm{x}D_{I}}=\langle i_{I*}\pi_{I}^{*}(\mathrm{c}1(\delta^{n})), \mathrm{c}1(\tilde{\Gamma})\rangle_{\overline{Z}}$

となる. よって次の等式を証明すればよい :
$\mathrm{c}1(\tilde{\delta}^{n})=\pi^{*}$ (Cl $(\delta^{n})$ )

$+ \sum_{I\neq\emptyset}(-1)^{|I|}i_{I*}\pi_{I}^{*}(\mathrm{c}1(\delta^{n}))$

. $(*)$

一方, 命題 4.1 より,

$\pi^{*}(\mathrm{c}1(\delta^{n}))=\mathrm{c}1(\tilde{\delta}^{n})+\sum_{J\neq\emptyset}\mathrm{c}1(\tilde{D}_{J})$
, $i_{I*} \pi_{I}^{*}(\mathrm{c}1(\delta^{n}))=\sum_{J\supset I}\mathrm{c}1(\tilde{D}_{J})$

が成り立つ. $J\neq\emptyset$ に対して $\sum_{J\supset I,I\neq\emptyset}(-1)^{|I|}=-1$であるから, この式を $(*)$ の右辺 1こ

代入すると確かに $\mathrm{c}1(\tilde{\delta}^{n})$ が得られる. 1

$|\not\in\lambda^{r}\mathrm{Y}\mathrm{h}\mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{r}\Xi 4.5\mathrm{T}^{\backslash }\text{あるとする}$ て
$\text{さ}\check{\mathrm{b}}\ovalbox{\tt\small REJECT}’\backslash \backslash \text{ある}$.と L\Gamma /,Y2D i定’$a_{1\epsilon_{\backslash \backslash }\text{の}},,\emptyset\cdot$

. \Gamma ]‘ff\emptyset k\rightarrow て ‘‘ $X_{\emptyset}\text{を}X_{\emptyset}$

x
$h^{\mathrm{D}}\text{ち}X_{\emptyset}$

な
$a_{\emptyset 2}\text{と^{}\backslash }\backslash \text{の}1\mathrm{h}\acute{\mathrm{e}}\mathrm{t}\mathrm{a}1\mathrm{e}\text{であると仮定する}\cong \mathrm{p}\wedge \mathrm{E}\text{号}|\mathrm{h}\text{全て_{}\check{}}\text{れまて^{}\backslash }\backslash \text{と}\vec{\mathrm{p}}\Pi \text{様}$

.



70

$|$

て

$\text{るす}\llcorner\check{_{\text{あ}}\vee}\backslash \backslash \text{の}$ て^6&‘‘‘‘.\check g#\mbox{\boldmath $\tau$}#\emptyset ’FiFBX\Xi i(x#ffi\Gamma (‘‘‘‘‘\emptyset \Gamma a\Re ‘’\emptyset xnn$\cross$R0|Fr\breve o&rDbonubl)Inlt)て J\in$=, \mathrm{T}\mathrm{r}(\mathrm{F}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{b}^{n}" \mathrm{o}a,\cdot..H^{*}(,\mathrm{Y},\mathbb{Q}_{\ell}))\mathrm{A}\backslash \hslash^{\backslash }H^{2(d-|I|)}x\in\Gamma_{\emptyset}(\overline{\mathrm{F}}_{q})^{-}T^{\backslash }\mathrm{R}\mathrm{o}\mathrm{b}^{n}(a_{1}(x))=a_{2}’(x)\text{を^{}\backslash }\text{満}[searrow]^{\backslash }\text{成り_{}-}+\sum_{I\neq\emptyset}^{|I|))\hslash^{\grave{\grave{\mathrm{y}}}}7\neq \mathrm{f}\mathrm{f}^{1_{\vee}}}\backslash [perp] \text{つ}(D_{I}\cross D_{I},\mathbb{Q}_{\ell}$

(

$d-(-1)^{|I|}\mathrm{T}\mathrm{r}(\mathrm{F}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{b}^{n}\circ u_{I}\cdot H^{*}$

(

$D-$

て

$I$ )

$-.’ \mathbb{Q}\text{すものの個数}In>n_{0}\text{と}f\mathrm{X})$

).

証明 命題 4.3 と同様に $n_{0},$
$\Gamma_{\emptyset}’$ を定める. また, $u_{I}=(\mathrm{I}\mathrm{d}\mathrm{x}\mathrm{F}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{b}^{n0})_{*}(\mathrm{c}1(\tilde{\Gamma}’)_{I})$ とおく

このとき, 次の 2 つに注意する :

$\#$ Fix $(\mathrm{I}^{\ovalbox{\tt\small REJECT}}, \cross \mathrm{R}\mathrm{o}\mathrm{b}^{n})=\#$ Fix (I $\emptyset’\cross \mathrm{R}\mathrm{o}\mathrm{b}^{n-n_{0}}$ ),

$\#$ Fix $(\mathrm{I}_{\emptyset}’\cross \mathrm{F}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{b}^{n-n_{0}})=\langle \mathrm{c}1(\tilde{\delta}^{n-n_{0}}), \mathrm{c}1(\tilde{\Gamma}’)\rangle_{\tilde{Z}}$.

前者は明らかである. 後者は命題 4.3 および, a。2 が \’etale, L,たがって $a_{\emptyset 2}’$ が \’etale であ

ることから出る.

これらの等式と補題 4.4 を合わせると,

$\#$ Fix
$( \Gamma_{\emptyset}\mathrm{x}\mathrm{F}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{b}^{n})=\langle \mathrm{c}1(\delta^{n-n_{0}}), \mathrm{c}1(\Gamma’)\rangle_{Z}+\sum_{I\neq\emptyset}(-1)|I|\langle \mathrm{c}1(\delta_{I}^{n-n_{0}}), \mathrm{c}1(\tilde{\Gamma}’)_{I}\rangle_{D_{I}\mathrm{x}D_{I}}$

$= \langle \mathrm{c}1(\delta^{n}), \mathrm{c}1(\Gamma)\rangle_{Z}+\sum_{I\neq\emptyset}(-1)^{|I|}\langle \mathrm{c}1(\delta_{I}^{n}), u_{I}\rangle_{D_{I}\mathrm{x}}$ Dy

が得られる. 一方, $X,$ $D_{I}$ についての Lefschetz 跡公式 (定理 3.1, 注意 3.3) から,

Tr $(\mathrm{F}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{b}^{n}\mathrm{o}a;H^{*}(X, \mathbb{Q}_{\mathit{1}}))=\langle$ Cl(J$n$ ), $c1(\Gamma)\rangle_{Z}$ ,

Tr $(\mathrm{R}\mathrm{o}\mathrm{b}^{n}\circ uI; H^{*}(D_{I}, \mathbb{Q},))=\langle$Cl( $\delta_{I}^{n}$), $u_{I}\rangle_{D_{I}\mathrm{x}}$

DI

となる. これらを合わせて, 示すべき等式を得る. 1

4.2.3 proper てない場合

次に, $X$ が proper でない場合を扱う. 3.3 節と同様に $a_{1}$ が proper であると仮定し, コ

ンパクト化 $j:X-\overline{X}$および $\overline{a}:\overline{\Gamma}arrow ・X$ $\mathrm{x}\overline{X}$ をとってお <(必要なら $\overline{X}\backslash X$ でブロー

アップすることにより, $\mathrm{Y}=\overline{X}\backslash X$ は
–

$X$ の Cartier 因子であると仮定してよい.

次の 4 つの cartesian diagram を考える :

$\delta^{\mathfrak{n}}Xarrow\downarrow c\nearrow\overline{\overline{\downarrow}}-$

$Xarrow—$’

$\delta^{n}\downarrow\nearrow^{c’}\downarrow$

$Zarrow\Gamma a$ $Zarrow\tilde{\Gamma}\pi 0\tilde{a}$

$\tilde{\delta}^{n}Xarrow-\sim\sim\downarrow\tilde{c}\nearrow\overline{\overline{\downarrow}}\sim$

$D_{I}arrow---I$

$\delta_{I}^{n}|c_{I}\nearrow\downarrow\sim$

$zarrow\Gamma\overline{a}$ $Zarrow\Gamma_{I}\pi_{I}0\tilde{a}_{I}$
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|E\gamma \breve \check -\not\in -fB-l\leftarrow -o‘’‘cb4\hslash =-\tilde ‘.‘‘’(6pc1cr(1o-\mbox{\boldmath $\delta$}(p*ne))r,1c2て 1W‘(‘-a\hslash 1\rfloor )3)6.1=\epsilon 5,1goffc‘,---’B’g\acute ‘R(c3l\hslash (.l‘\mbox{\boldmath $\delta$}‘l\Re n6)A’vc-‘‘l‘O\perp (\pi D定 o \tilde .a.
)6)+cyI\Sigma c\neq le\emptyset c(-lalss)|Iて|‘‘l\hslash oc6---’I.(cl(\mbox{\boldmath $\delta$}In),

$\mathrm{c}1(\pi_{I}0\overline{a}_{I})$ ).

証明 この証明は 4.4 とほぽ同様であるので省略する. なお, $—\simarrow---$’は proper である
から, 三は proper となり, $1\mathrm{o}\mathrm{c}\underline{-=}$ が意味をもつことに注意されたい. I

|#g(\check -‘i\Gamma\emptyset ii4iii)$))$

.

&7gn-R-ffi-Eg\geq ,o定#’bX0un4fiFp1|If‘.*ir3x\emptyset =(oA‘\pi \emptyset (p\Gamma ffi‘\emptyset e(o#\emptyset jr‘\pm {Da!\not\equiv 3てc\rightarrow )
$\cross$

て 1‘‘\emptyset (bF\hslash ‘\pi ‘‘r#X\mbox{\boldmath $\theta$}jI6\Re oEob\emptyset \epsilon ffl.a\perp ’’n‘I\epsilon‘)(\mbox{\boldmath $\tau$})b=)bfYD*\breve -a6b.$\cdot$B\mbox{\boldmath $\tau$}Y.R’(\epsilon \Gamma R|a\breve \acute c\mbox{\boldmath $\tau$}o1(\gamma ‘Dd+b6#JnDII\Sigma ’op\neq ..\mbox{\boldmath $\tau$}Q(r\emptyset jo1!(‘)prc-ae1\rightarrow n(1rai’)s)|hJ)aR|i*n\emptyset n.,\Gamma g2Hc(Yo(cF*gDr(rdXoeI\acute ebt,r,aQnQ1>efo1)u)て 1)I&‘‘て,
$\cdot$

\hslash kH‘‘‘\hslash 6c*$\text{くと}(D_{I}\text{ると}.ffi,$,定$\mathrm{A}^{\backslash }\mathrm{t}^{*}\mathbb{Q}_{\ell})$

)

$\text{す}.\text{る}[searrow] \text{成}$ .り $[perp]\backslash \text{つ}arrow \text{ま}.\sim,.$

.

証明 ます-. 条件 $\mathrm{i}\mathrm{i}\mathrm{i}$ ) と a。2 が \’etale であることから,

$\#$ Fix $(\Gamma_{\emptyset}\mathrm{x}\mathrm{H}\mathrm{Y}\mathrm{o}\mathrm{b}^{n})=1\mathrm{o}\mathrm{c}\underline{-=}(\mathrm{c}1(\tilde{\delta}^{n}), \mathrm{c}1(\overline{a}))$

が成り立つことが分かる. cohomological correspondence $\mathrm{c}1(\pi 0\tilde{a}),$ $\mathrm{c}1(\delta^{n})$ に例 3.17, 例

3.18 の議論を適用すると, 次の等式が得られる :

$\mathrm{T}\mathrm{r}((j_{!}\mathrm{c}1(\pi\circ\tilde a)\text{入} \circ(j_{!}\mathrm{c}1(\delta^{n}))_{*}; R\Gamma_{c}(X, \mathbb{Q}_{f}))$

$=1\mathrm{o}\mathrm{c}_{\overline{-}}-,$

$( \mathrm{c}1(\delta^{n}), \mathrm{c}1(\pi\circ \mathrm{i}))+\sum_{D\in\pi_{0}(\overline{Z}\backslash Z)}1\mathrm{o}\mathrm{c}_{D}(j,.\mathrm{c}1(\delta^{n}),j_{!}\mathrm{c}1(\pi\circ\tilde{a}))$

.

ここで定理 3.40 を $\pi\circ\tilde{a}$ と $\gamma_{\mathrm{F}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{b}^{n}}$
に適用すると, $1\mathrm{o}\mathrm{c}_{D}$ (j| $\mathrm{c}1(\delta^{n}),$ $j$ !

$\mathrm{c}1(\pi\circ\tilde{a})$ ) $=0$ である.

また, $\pi$ は双有理射であるから $\mathrm{c}1(\pi\circ\tilde{a})=\mathrm{c}1(a)\in \mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{h}-\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{r}(\mathbb{Q}_{t}, \mathbb{Q},)$ となる. よって,

Tr $(\mathrm{F}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{b}^{n}\circ(j_{!}\mathrm{c}1(a))_{*} ; R\Gamma_{\mathrm{c}}(X, \mathbb{Q}_{\ell}))$ $=1\mathrm{o}\mathrm{c}---’(\mathrm{c}1(\delta^{n}), \mathrm{c}1(\pi\circ\tilde{a}))$

を得る. 一方, 条件 $\mathrm{i}\mathrm{i}\mathrm{i}$ ) より $\mathrm{F}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{b}^{n}*(\pi_{I}\circ a_{I})$ の正規化も $\mathrm{Y}$ に沿って $\backslash ^{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}$ order $>1$

となるので, $D_{I}$ の跡公式から上と同様にして

Tr $(\mathrm{R}\mathrm{o}\mathrm{b}^{n}\circ u_{*}; R\Gamma_{c}(D_{I}, \mathbb{Q},))=1\mathrm{o}\mathrm{c}_{\overline{\underline{-}}lI}(\mathrm{c}1(\delta_{I}^{n}),\mathrm{c}1(\pi_{I}\circ \mathrm{j}_{I}))$
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が導かれる. これらと補題 4.6 を合わせて,

Tr $(\mathrm{F}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{b}\circ(j_{!}\mathrm{c}1(a))_{*} ; R\Gamma_{c}(X\mathbb{Q}\}’))$

$=1 \mathrm{o}\mathrm{c}_{\underline{-}l}-(\mathrm{c}1(\tilde{\delta}^{n}), \mathrm{c}1(\tilde{a}))-\sum_{I\neq\emptyset}(-1)^{|I|}1\mathrm{o}\mathrm{c}_{-}--J(\mathrm{c}1(\delta_{I}^{n}), \mathrm{c}1(\pi_{I}\circ\tilde{a}_{I}I))$

$=\#$ Fix(I, $\mathrm{x}\mathrm{F}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{b}^{n}$ )
$- \sum_{I\neq\emptyset}$

(-1)
$|I|\mathrm{n}(\mathrm{F}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{b}^{n}\circ uI; R\Gamma_{c} (D_{I}, \mathbb{Q}_{\ell}))$

を得る. これは示すべき等式に他ならない. I

$|$

$4.\mathrm{s}_{0}$
$\backslash ^{\backslash }$

n\geq 0て|c’ $\Gamma\backslash$

て

$X$
$\backslash \cross 4.X7\mathrm{I}\mathrm{d}\mathrm{x}\mathrm{F}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{b}^{n}l\mathrm{i}$

), $\mathrm{i}\mathrm{i}$), $\mathrm{i}\mathrm{i}\mathrm{i}$)

$0_{\lambda\cross}$ }
$\backslash \cdot$.

$|$

–

$a’$ : $\Gamma’arrow X\cross$

証明 $\mathrm{i}\mathrm{i}$ ) については注意 3.39 で, $\mathrm{i}\mathrm{i}\mathrm{i}$ ) については命題 4.3で既に扱った. あとは i) を証明す

ればよい. $\overline{X}\mathrm{x}\overline{X}$ において $a’(\Gamma’)\cap\delta^{n}$ (X) が閉であることを証明すれば十分である. この主
張は $\overline{X}$ について局所的なので, $\mathrm{Y}\subset\overline{X}$ は定義方程式 $f=0$ をもつとしてよい. このとき, 命

題 3.38 の証明のときと同様に $f’,$ $f^{\prime/}$ を定めると, ある自然数 $e$ と $a$ (r) 上の関数 $h$ が存在し
$\mathrm{I}\mathrm{d}\mathrm{x}\mathrm{F}\mathrm{r}o\mathrm{b}^{n_{0}}$

て, $a$ (\Gamma ) 上で $f^{\prime e}=hf^{\prime/}$ となる. $q^{n_{\mathit{0}}}\geq e$ となるよう $n_{0}$ を定め, $X\mathrm{x}Xarrow X\mathrm{x}X$

による $h$ の \S Iき戻しを $h’$ と書くと, $a’(\Gamma’)$ 上で $f^{\prime e}=h’f$”q“0 となる.

一方, $\delta^{n}$ (X) 上で $f^{\prime q^{n}}=f"$ である. これと $X\cross X$ 上で $f’,$ $f”\neq 0$ であることから,

$a’(\Gamma’)\cap\delta^{n}(X)\subset X\mathrm{x}X$ 上では

$1-h’f^{\prime q^{n}+q^{n_{0}}-e}=0$ $(*)$

が成り立つことが分かる. したがって, $a’(\Gamma’)\cap\delta^{n}$ (X) の $\overline{X}\cross\overline{X}$ における閉包は $(*)$ で定義

される閉部分スキーム $W$ と $\delta^{n}(\overline{\lambda^{r}})$ の共通部分に含まれる. $W$ は明らかに $\mathrm{Y}\cross\overline{X}$ と交わら

ない. また, $\delta^{n}(\overline{X})\cap(\overline{X}\mathrm{x}\mathrm{Y})\subset \mathrm{Y}\mathrm{x}\overline{X}$ である. これらのことから $W\cap\delta^{n}(\overline{X})$ は $\mathrm{Y}\cross\overline{X}$,
$\mathrm{Y}\mathrm{x}\overline{X}$ と交わらないことがいえ, $a’(\Gamma’)\cap\delta^{n}$ (X) が $\overline{X}$ $\mathrm{x}\overline{\lambda^{r}}$ の閉集合であることが従う. I

|\not\in \emptyset g\Gamma g,gl#ga4‘‘.#F9“定\Re #n’F#n1|‘\acute c‘i0x\emptyset D(\epsilon ]\Gamma ‘Et#\emptyset 1\not\in Jて
$\cross$u\check CA‘IF‘..Xr\hslash oR‘.\emptyset b\Re \Gamma n\epsilon c)v(D#=\perp ‘‘‘IET’DQr’(\ell F.a)rlo\rightarrow +b12nI\Sigma poR\neq r(\emptyset o\Gamma jp!(cc-e(1Dr(1’a)I)|a,I)Q|\emptyset *q.,21}H)(f\mbox{\boldmath $\theta$}cR*‘‘(‘e\mbox{\boldmath $\tau$}’doY\mp tbaff,1nQeobfて u)‘て ‘)IB,

$\cdot$

’H6n*k(\geq DoeIn定,0Q\mbox{\boldmath $\tau$}kt)f6)X.
$\cdot$

6
$\text{す}\check{}$ J\emptyset \‘‘て&

証明 補題 4.8 のように $n_{0}$ をとり, $a_{\emptyset}$ : $\Gamma_{\emptyset}arrow X_{\emptyset}$ xX。の X。$\mathrm{x}$ X。
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での引き戻しを a嘉 $\Gamma_{\emptyset}’-X_{\emptyset}$ $\cross$ X。とおく また, これの $Z,\tilde{Z}$ における正規化をそれ

ぞれ $a’$ : $\Gamma’arrow Z,$
$a’-$ : $\overline{\Gamma}^{l}arrow\overline{Z}$ とお $\text{く_{}l}$ 系 4.7 をこれらの correspondence に対して ($n$ を

$n-n_{0}$ として) 用いると, $u_{I}’$ が存在して,

$\#$ Fix(I $\emptyset\prime \mathrm{x}\mathrm{F}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{b}^{n-}"$ ) $=$ Tr $(\mathrm{F}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{b}^{n-n_{0}}.\circ(j_{!}\mathrm{c}1(a’))_{*}.\cdot, H_{c}^{*}(X, \mathbb{Q},))$

$+ \sum_{I\neq\emptyset}(-1)^{|I|}$
Tr

$(\mathrm{F}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{b}^{n-}"\circ u/I; H_{c}^{*}(D_{I}, \mathbb{Q},))$

となることが分かる. Frob はコホモロジーに同型を引き起こすので, $u_{I}=\mathrm{R}\mathrm{o}\mathrm{b}^{-n_{0}}\circ u_{I}’$ と

おくと, 示すべき等式が従う. I

4.3 スタック, base ありの場合

ここでは, 代数スタツクに対する相対的な跡公式を述べる.

注意 4.10
以下では, すべての代数スタツクは serein かつコンパクト化可能であると仮定する. この

serein スタツクとは, Laffor弦 e によって導入された代数スタツクのクラスであり, Dehgne-

Mumford スタツクが局所的にスキームの \’etale群スキームによる商であるのに対して, serein
スタツクはスキームの \’etale とは限らない有限群スキームの商として表される. Lafforgue

は [Lafl] Appendice A において, [L-M] の lisse-\’etale site の理論を推し進め, serein スタツ

クに対する $p$ 進コホモロジーの理論を確立した.

serein かつコンパクト化可能な代数スタツクは, serein スタツクによるコンパクト化を
もつことに注意しておく.

$S$ を $\mathrm{F}_{q}$ 上 smooth かつ quasi-projective なスキームとし, $p:\mathcal{X}arrow S$ を $S$ 上 smooth 力 1

つ有限型である代数スタツクとする. $d$ を $p$ の相対次元とする. $D= \sum_{i=1}^{m}D$ i を
$\mathcal{X}$ の $S$

上相対的な強正規交叉因子とし, $D_{I},$ $\mathcal{X}_{I},$ $\mathcal{X}_{z}$ を 4.2.1 と同様に定める. $\varphi:Sarrow S$ を射と

し, $\varphi\circ p:\mathcal{X}arrow S$ と $p:\mathcal{X}arrow S$ の $S$ 上のファイバー積 $\mathcal{X}\cross_{\varphi,S}\mathcal{X}$ を $Z$ と書 $\text{く_{}l}$ そのブ

ローアップ $\tilde{Z}$ などを全てスキームのときと同様に定める.
この設定における跡公式を述べよう. 以前と同様, $\mathcal{X}$ が $S$ 上 proper かどうかによって

分けて述べる :

|\not\in ZX\check \emptyset ‘\emptyset gX\emptyset \epsilon se\epsilon\hslash c4ptJ)ffffi*r.\beta iB1oSog\check p1n\supset a4e\emptyset i\emptyset u\epsilon r(ppIf\mbox{\boldmath $\tau$}|X7r-\breve ro\S (oD6fipI1‘|p‘e\psi .\neq (erx3L\check r\mbox{\boldmath $\tau$}て.
$\cdot$

t\check \emptyset -‘gns’h)\emptyset g--a#xv\hslash &\emptyset ^‘-.\mbox{\boldmath $\varphi$}1’g#X#)4Sg,ff\emptyset i(\emptyset e\succeq ’\Xi [L\hslash tba\searrow #c’ay\check 1o‘DfeC‘1ar=e\check ’]rC’le‘i\mbox{\boldmath $\varphi$}nRs,T\hslash gp0nhoo6\epsilon eke\acute nx-‘oh\breve \check d,1r4ee‘u&fnUkm\breve -mc‘‘‘\epsilon ‘\mbox{\boldmath $\tau$}eeAfSoffiI\epsilon r\mbox{\boldmath $\theta$}V-.$\cdot$ db定 I,
$\cdot$

‘\mp ‘7\emptyset n\lambda ,)\mbox{\boldmath $\tau$}1p>n6R‘n-‘.602p()\epsilon \hslash d\mbox{\boldmath $\tau$}-l\succeq b‘D\check |\hslash I\mbox{\boldmath $\tau$}||)\breve -F6(6p’ro&X\Gamma bIffntlxaJ\mbox{\boldmath $\varphi$}o定\emptyset y|s\mbox{\boldmath $\tau$}定 X=XI6dz#)|x‘*‘.x\emptyset Q\epsilon \mbox{\boldmath $\varphi$}la\yen ’E(s..d*\Gamma X\supset -\emptyset d\rightarrow |I-て h|)‘‘
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$|_{’\gamma^{\underline{\theta}}\text{し}\mathcal{X}^{x}}.. \gamma_{\overline{\mathrm{c}}}\text{す自}\mathfrak{X}_{\backslash \backslash }^{k}\text{数}nl_{\llcorner}^{\vee}.\text{対_{}\mathrm{t}}\text{し^{}\backslash },\mathrm{A}\text{の等式}+\sum_{I\neq\emptyset}^{\backslash ^{\backslash }}"(-1’)^{|I|}.\cdot \mathrm{T}\mathrm{r}(\mathrm{F}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{b}_{x}^{n}\circ x^{*}(u_{I});H^{*}(\mathcal{X}_{I}^{x}, \mathbb{Q}_{\ell})\hslash\backslash ffi\underline{\backslash }[perp] \text{する}\#\mathrm{F}\mathrm{i}\mathrm{x}^{r}(x\Gamma_{\emptyset}\mathrm{x}\mathrm{R}\mathrm{o}\mathrm{b}_{x}^{n})=\mathrm{T}\mathrm{r}(\mathrm{F}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{b}_{x}^{n}\mathrm{o}x^{*}(a)\cdot H^{*}(\mathcal{X}^{x},\mathbb{Q}_{\mathit{1}})\mathrm{V}\mathrm{h}\mathcal{X}\text{の}x|’k^{\backslash }l\mathrm{J}\text{るファ}\prime\uparrow \mathit{1}\backslash ^{\backslash ^{\backslash }}-\text{を表す}$ .

|\not\in \gamma t\check -\breve -g定,\emptyset X\Phi &4Xfl#f6\check -g1|4g=F\mbox{\boldmath $\tau$}Fb2..r,1f‘i*\emptyset x1\emptyset \emptyset \Xi (xBDp\check \emptyset \supset #\hslash 5(\mbox{\boldmath $\delta$}r#‘\Gamma1\mbox{\boldmath $\theta$}‘.-\mbox{\boldmath $\alpha$}---‘or${ }$\Re A‘‘\emptyset n\mp |p‘+定 jff
$\cross$

enx‘$\circ$n‘
$\sqrt$r‘て p\mbox{\boldmath $\tau$}..R’|0\acute \breve ‘-‘snCk6ob*X--f1‘b’7-&{.\tilde Axnbb\emptyset \downarrow )--UX\acute ‘,=#pSff‘‘gaeAr‘‘r^oFn-&て pn\emptyset -p)g‘e‘y(’gR\not\cong r(n5=JiB[b7LoeRus+ba\mbox{\boldmath $\varphi$}XI6s\hslash xnf..I1go\searrow \Sigma \epsilon \mbox{\boldmath $\theta$}(o\neq \mbox{\boldmath $\varphi$}\Phi ]rffix’x\emptyset %*ffl|T\acute *\breve ’p\perp ‘‘‘((Xh-\check \star ba\supset k\mbox{\boldmath $\tau$}eJ\acute )1‘,!o1.,FQ)A6r1H|qI\mbox{\boldmath $\varphi$}eて ‘tkUm|c*$\cdot$./\rightarrow T‘’\geq (‘FeXrnqA(‘NaxF\geq p\mbox{\boldmath $\tau$}l,r\epsilon .X‘Qol\hslash nIb2ffYf“0!xn))Qp)定\hslash or11ox\mbox{\boldmath $\tau$}D\hslash p*\mbox{\boldmath $\tau$}‘\mbox{\boldmath $\theta$}e(6\epsilon uFraIr-ffo)..C‘&,

$\cdot$

bbHbnx\lambda c6*oて\neq y(X’&=--IxffiA‘,\Delta xQ定\epsilon \epsilon |l\llcorner r)\mbox{\boldmath $\tau$}ffi)f‘\ddagger .f6--\mbox{\boldmath $\tau$}. $\text{ま}.$

.

注意 4.13
上の 2 つの定理について, スキー $\text{ム}$の場合との違いを述べる.
まず.- proper である場合もそうでない場合も X。が Deligne-Mumford スタツクになるこ
とを仮定しているが, これは固定点の重複度を定義し, サイクルの交点数として表す際に

必要な仮定である.
$X$ が proper の場合は, 定数層以外の係数のコホモロジーを扱う必要がなく, 定数層に対

する Poincare’双対性や K\"unneth 分解定理などの必要な性質がすべて代数スタツクに対し
て証明されているため, スキームのときと全く同様に証明を行うことができる (この部分

の $\ell$ 進コホモロジー論は [L-M] による).

$\mathcal{X}$ が proper でない場合には, それに伴う粗モジュライ代数空間 $\mathcal{X}^{\mathrm{g}\mathrm{r}}$ を用いて議論を行
う. この際に本質的な役割を果たす命題を下に挙けておいた. なお, 体拡大で底変換する
とスキームになるコンパクト化の存在は, 藤原氏の跡公式 (定理 3.40) がスキー\Deltaのみに

対して証明されているために必要な仮定である. 筆者は, 代数空間に対しても藤原氏の証
明が機能する可能性は高いと考えているが, 詳細な検討は行っていない.
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$|^{<\mathrm{B}}\mathrm{P}\text{つコ}\grave{}J\backslash ^{\mathrm{Q}}\text{クト}f\mathrm{b}\urcorner_{\grave{\mathrm{B}}^{\mathrm{b}}}^{t}\mathrm{b}fsl\star^{\backslash }\text{数ス}.\text{タ}\backslash \backslash y\text{クとす}.\text{るて^{}\backslash }\backslash \text{ある}.\text{す}fs\text{わち},\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}_{\grave{1}\mathrm{H}}^{\ \mathrm{g}_{\backslash }1f\cdot \mathcal{X}arrow Sl^{\tau}\text{つ}}\beta\not\in 4.14([\mathrm{L}\mathrm{a}\mathrm{f}1]\mathrm{P}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{A}.5)S\text{を}\mathrm{F}_{q^{-}}\mathrm{h}\mathrm{s}\mathrm{m}\mathrm{o}_{\mathrm{f}1}\mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{h}fs\text{スキ}-\text{ムとし},\mathcal{X}\text{を}$.S\vee ]L\check -て b\emptyset ffl, $\text{と}\acute{\text{き}},\mathcal{X}^{\mathrm{g}\mathrm{r}}\#\mathrm{h}\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{h}\mathrm{o}1\mathrm{o}\mathrm{g}\mathrm{i}\mathrm{c}" \mathrm{a}11\mathrm{y}\mathrm{s}.\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{x}_{\backslash }\mathrm{J}^{\backslash }f\mathrm{i}\overline{\pi}d\hslash\backslash \text{つ}\mathrm{s}\mathrm{m}_{\mathrm{o}\mathrm{m}_{\hslash^{\backslash }}}f^{\mathrm{g}\mathrm{r}!}\mathbb{Q}_{\ell}\cong \mathbb{Q}_{t}(d)[2d][searrow]^{\backslash }\text{成_{}-}\backslash [perp] \text{する}\mathrm{o}\mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{h}^{\backslash }\mathrm{C}^{\backslash }\text{ある}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{n}\hslash[searrow]$

5 $\mathrm{C}\mathrm{h}\mathrm{t}_{N}^{r}/a^{\mathbb{Z}}$ のコホモロジーの分解

最後に, 前節で述べた Lafforgue の跡公式が $\mathrm{C}\mathrm{h}\mathrm{t}_{N}^{r}/a^{\mathbb{Z}}$ のコホモロジーの計算にいかにし

て用いられるかを簡単に説明する.

5.1 $\mathrm{C}\mathrm{h}\mathrm{t}^{r,\overline{p}\leq \mathrm{p}}/a^{\mathbb{Z}},$ $\mathrm{C}\mathrm{h}\mathrm{t}_{N}^{r,\overline{p}\leq p}/a^{\mathbb{Z}}$のコンパクト化

ます.- 4.1 で述べたコンパクト化 $\overline{\lambda’}_{\lambda},$
$\overline{\lambda^{r}}_{\lambda}/$ について少し触れる.

レベルなしの場合は [Laf3] で扱われている. 構成のアイデアは, shtuh の定義 $(\mathcal{E}-$

$\mathcal{E}’-\tau \mathcal{E})$ を $(\mathcal{E}-\mathcal{E}’\vee \mathcal{E}^{\prime/}\Leftarrow\tau \mathcal{E})$ に置き換えることである. ここで \Leftarrow は complete

homomorphism と呼ばれ, 局所自由層の間の同型全体を適切なコンパクト空間に埋め込ん
だときの閉包の元である. 正確な定義は複雑なので省略する. [Lau] に詳しい解説があるの

でそちらを参照されたい. こうしてできたモジュライスタツクを $\overline{\mathrm{C}\mathrm{h}\mathrm{t}^{r,\overline{p}\leq p}}$ と書く. 求めて

いたコンパクト化は, これの商 $\overline{\mathrm{C}\mathrm{h}\mathrm{t}^{r,\overline{p}\leq p}}/a^{\mathbb{Z}}$ として得られる. これに対し, $\overline{\mathrm{C}\mathrm{h}\mathrm{t}^{r,\overline{p}\leq p}}/a^{\mathrm{Z}}$ が

smooth であり境界が強正規交叉因子であることが証明できる. さらに境界の open smooth

strata (4.2.1 節の $X_{I}$ に相当するもの) については, 次の極めて重要な事実が成立する :

$|_{\hslash\check{\mathrm{b}}}^{p}\not\in\not\in \text{と_{}1}\Pi\overline{\mathrm{p}}$\hslash *‘b5\searrow \mbox{\boldmath $\theta$}‘‘+
$\cdot$

\yen 1e’tf6a+1(\downarrow eg[LCs}a#\breve h\tilde it‘ft‘‘fle1\Re r]1\epsilon \mbox{\boldmath $\tau$},Ckd‘1‘bob,X-prD\leq o6u1p1.‘1a‘&f\hslash ixr-\rightarrow genXL-m,’C\check --CCh4\Xi ‘ht)rrta12r,,’dて d.2’‘p-.‘,-p\hslash$.\leq,p\backslash \mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{t}^{r,d,\overline{p}\leq p}\text{の}\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{a}_{\mathrm{P}k}\leq p2r_{k},d_{1},\ldots,d_{k},p_{1},\ldots,p_{k}\#\mathrm{h}r,d,pk^{\backslash }\text{よる}.\mathrm{t}\mathrm{a}l\mathrm{h}\mathrm{x}_{X,\mathrm{F}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{b}}\cdots\cross_{X,\mathrm{F}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{b}}\mathrm{C}\mathrm{h}\mathrm{t}^{r_{k},d_{k},\overline{p}\leq;}$

strata

レベ)ありの場合は $\overline{\mathrm{C}\mathrm{h}\mathrm{t}_{N}^{r,\overline{p}\leq p}}$ を $\overline{\mathrm{C}\mathrm{h}\mathrm{t}^{r,\overline{p}\leq p}}$ の $\mathrm{C}\underline{\mathrm{h}\mathrm{t}_{N}^{r,\overline{p}\leq p}}arrow \mathrm{C}\mathrm{h}\mathrm{t}^{r,\overline{p}\leq p}$ による正規化として

定める. $\mathrm{C}\mathrm{h}\mathrm{t}_{N}^{r,\overline{p}\leq p}$ のコンパクト化は, これの商 $\mathrm{C}\mathrm{h}\mathrm{t}_{N}^{r,\overline{p}\leq p}/a^{\mathbb{Z}}$ として得られる. これに対し

て定理 5.1 と類似の結果が存在するが, 省略する. smooth な開部分スタツク $\overline{\mathrm{C}\mathrm{h}\mathrm{t}_{N}^{r,\overline{p}\leq p}}$ の

定義も割愛する.

上記のコンパクト化について定理 4.11, 4.12 を適用するためには, さらに以下の性質を

確かめる必要がある :
i) $\overline{\underline{\mathrm{C}\mathrm{h}\mathrm{t}_{N}^{r,\overline{p}\leq p}}}$ が $C\backslash N\cross C\backslash N$ 上の serein スタツクになること.

$\mathrm{i}\mathrm{i})\mathrm{C}\mathrm{h}\mathrm{t}_{N}^{r,\overline{p}\leq p}$ の粗モジュライ代数空間が基礎体を拡大するとスキームになること.
$\mathrm{i}\mathrm{i}\mathrm{i})\overline{\mathrm{C}\mathrm{h}\mathrm{t}_{N}^{r,\overline{p}\leq p’}}/a^{\mathbb{Z}}\subset\overline{\mathrm{C}\mathrm{h}\mathrm{t}_{N}^{r,\overline{p}\leq p}}/a^{\mathbb{Z}}$が Hecke correspondence で保たれること.
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$\mathrm{i}\mathrm{v})$ Hecke correspondence が固定点のまわりで $\mathrm{C}\mathrm{h}\mathrm{t}_{\Lambda^{r}}^{r,\overline{p}\leq p}/a^{\mathbb{Z}}\subset\overline{\mathrm{C}\mathrm{h}\mathrm{t}_{N}^{r,\overline{p}\leq p}}/a^{\mathbb{Z}}$を保つこと.

これらは [Lafl] Chapitre $\mathrm{V}$ にて証明されている. $\mathrm{i}\mathrm{i}$) 以外は $p$ が十分上に凸であるとい

う仮定が必要であることを附記しておく. このあたりは地道ではあるが緻密な議論が必要

であり, Lafforgue の証明の中でも最も込み入った部分の一つである.

5.2 $r$-negligible なガロア表現

定理 2.3 と定理 4.11, 4.12 から, 次のような 2 つの値が結びつくことが分かる ( $\infty,$
$0$ \in

$|C\backslash T_{f}|$ とし, $s,$ $s’,$ $u$/, $f$ は定理 2.3 直前で定めたものとする) :

$\mathrm{o}\sum_{\pi\in\{\pi\}_{N}^{r}}\mathrm{T}\mathrm{r}_{\pi}(f)q^{(r-1)s}(z_{1}(\pi_{\infty})^{-s’}+\cdot\cdot$

. $+z_{r}(\pi_{\infty})^{-s’})(z_{1}(\pi_{0})^{u’}+\cdots+z_{r}(\pi_{0})^{u’})$

$+ \sum.\cdot \mathrm{c}_{\iota}s^{m_{\iota}}\lambda_{\iota}^{s}(z_{1}(\pi_{\infty}^{\prime\iota})^{-s’}+\cdots+z_{r_{\acute{\iota}}}(\pi_{\infty}^{\prime\iota})^{-s’})(z_{1}(\pi_{0}^{\iota})^{u’}+\cdots+z_{r}‘(\pi_{0}^{\iota})^{u’})$
,

$\circ$ Tr $(\mathrm{F}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{b}_{x}^{-s/\deg x}\circ f;(\mathrm{F}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{b}^{n}\cross \mathrm{I}\mathrm{d})^{*}H_{\mathrm{c}}^{*}(\overline{\mathrm{C}\mathrm{h}\mathrm{t}_{N}^{r,\overline{p}\leq p’}}/a^{\mathbb{Z}}))$の $n$ についての平均

+(境界の strata の寄与).

前者の 2 番目の $\sum$ は $\mathrm{G}\mathrm{L}_{r}$ , $(r’<r)$ の保型表現の寄与であるが, 命題 1.6 で述べた帰納
法により $\mathrm{M}\mathrm{T}_{r}$, を仮定しているので, $\mathrm{M}\mathrm{T}_{r}$ を証明する上ではこの部分は「無視できる」 と

考えられる. また定理 5.1 に見られるように, 後者の (境界の strata の寄与) には階数が

低い shtuh のモジュライスタツクのファイバー積の寄与が現れる. したがって, もし

$(*)r’<r$ のとき, $\mathrm{C}\mathrm{h}\mathrm{t}_{N}^{r’}$ のコホモロジーには $\mathrm{G}\mathrm{L}_{r}$ の Lmglands対応に関係する部分は
現れ $f\mathrm{X}$い

とすれば, この部分も 「無視できる」 ことになる. こうして, 両者の核となる部分である,

$\mathrm{o}\sum_{\pi\in\{\pi\}_{N}^{r}}\mathrm{T}\mathrm{r}_{\pi}(f)q^{(r-1)s}(z_{1}(\pi_{\infty})^{-s’}+\cdots+z_{r}(\pi_{\infty})^{-s’})(z_{1}(\pi_{0})^{u’}+\cdots+z_{r}(\pi_{0})^{u’})$

–’
$\mathrm{o}$ Tr ( $\mathrm{F}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{b}_{\overline{x}}^{s/\deg x}\mathrm{o}f;(\mathrm{F}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{b}^{n}\cross \mathrm{I}\mathrm{d}\rangle^{*}H_{\mathrm{C}}^{*}(\mathrm{C}\mathrm{h}\mathrm{t}_{N}^{r,\overline{p}\leq p}/a^{\mathrm{Z}}))\text{の}n$について (1)平均

が「本質的には」等しいことがいえる.

上記の $\lceil\rfloor$ を正当化するために, 以下で 「 $r$-negligible なガロア表現」 を定義する :

|G\not\in て\emptyset |]aFa\not\in ,\yen ‘\mbox{\boldmath $\tau$}-1(2--\sigmaFra5\breve -0\epsilon 2,\emptyset \epsilon 2/\hslash CF\sigma \searrow \Re ,\vee p21$\cross$

\in ffi)rD\check ‘1*CG\emptyset f.\sigma s11\emptyset (1sF\otimes u‘F2bp)g\Re qr\hslash u2*ffl‘\Phi $o\sigma et42is&esn\emptyset \Phi ebnt-\llcorner t\epsilon g’\sigma ia0\hslash G1$\square$|tY\Re \rightarrow \breve 6(nFbf‘C+2b6)|\breve \check xて&f&sC\geqq H\sigma 1Dg1\emptyset <,て\in.\sigma 4GF]\sigma \emptyset lr6l’[\Delta \in \not\in \supset (.F-\check -Ghg)t&’\emptyset (\emptyset F\sigma \epsilon 2s2sm\mbox{\boldmath $\nu$}u)\in lbo\hslash D-Goq$>_{r_{2}- \mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{g}1\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{i}\mathrm{b}}’\ell \mathrm{t}.\mathrm{h}f\mathrm{X}\ell^{\backslash }\text{進}.\text{層}\mathrm{u}\mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}\hslash[searrow] r(F)$( $r_{1}$ ,lrre2-&nて<e‘b‘gbrlて i)6g’{\hslash i
b

$\text{と}|\mathrm{h},\sigma\dot{[searrow]}7^{arrow}\yen \mathrm{f}\mathrm{f}\text{し}1\mathrm{e}^{-}C^{\backslash }fg\check{\mathrm{b}}?1\text{る}$

さらに, $(*)$ のため, $\mathrm{M}\mathrm{T}_{r}$ に次の定理を加えて帰納法を行う :
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定理 53
十分上に凸な $p$ に対し, 次が成り立つ :

$\mathrm{C}\mathrm{h}\mathrm{t}_{N}^{r,\overline{p}\leq p}/a^{\mathbb{Z}}$ のコンパクト台コホモロジー層は $\mathcal{G}(F\underline’)$ の元として $(r+1)-$

negligible である.

この定理の主張を $\mathrm{N}\mathrm{e}\mathrm{g}_{r}$ と書 $\text{く}l\mathrm{N}\mathrm{e}\mathrm{g}_{r}$ , $(r’<r)$ が上記の $(*)$ にあたる主張である.

53 主定理の証明

前述の通り, $\mathrm{M}\mathrm{T}_{r}$ と $\mathrm{N}\mathrm{e}\mathrm{g}_{r}$ を同時にについての帰納法で示すことによって定理 L5 の証
明が得られる. $r=1$ のとき, $\mathrm{M}\mathrm{T}_{1}$ は類体論である. $\mathrm{N}\mathrm{e}\mathrm{g}_{1}$ もそれほど難しくない ([Lafl]

Proposition �.15 下の Remarque 参照). 以下では, $r’<r$ での $\mathrm{M}\mathrm{T}_{r’}$ と $\mathrm{N}\mathrm{e}\mathrm{g}_{r}$, を仮定し

て $\mathrm{M}\mathrm{T}_{r}$ と $\mathrm{N}\mathrm{e}\mathrm{g}_{r}$ を示す部分のアウトラインをいくつかのステツプに分けて述べることにす
る. ポイントは, 3 つのスタツク

$\bullet$ $\mathrm{C}\mathrm{h}\mathrm{t}_{N}^{r}/$az(Hecke 環 Hいが作用する, 有限型でない),

$\bullet$ $\underline{\mathrm{C}\mathrm{h}\mathrm{t}_{\dot{N}}^{r_{\backslash }\overline{p}\leq p}}/a^{\mathrm{Z}}$ (固定点の個数が分かる, 有限型),. $\mathrm{C}\mathrm{h}\mathrm{t}_{N}^{r,\overline{p}\leq p}/a^{\mathbb{Z}}$ (Lefschetz 跡公式が使える, proper)
のコホモロジーの差がすべて $r$-negligible になることである (ステップ 4).

層は $r$-negligible である.

$\bullet$

$\overline{\mathrm{C}\mathrm{h}\mathrm{t}^{r,\overline{p}\leq p}}/a^{\mathrm{Z}}$ および $\overline{\mathrm{C}\mathrm{h}\mathrm{t}_{N}^{r,\overline{p}\leq p}}/a^{\mathrm{Z}}$

’

の境界の strata のコホモロジー層は $\mathcal{G}(F^{2})$ の元と

して $r$-neghgible である.

これはレベルなしの場合は定理 5.1 と $\mathrm{N}\mathrm{e}\mathrm{g}_{r}$, から従う. レベルありの場合も類似の議論

を行うが, より難解である.

$H_{c}^{*}(\mathrm{C}\mathrm{h}\mathrm{t}_{N}^{r\overline{p}\leq p}’/a^{\mathbb{Z}})$から “essential part” $H_{N,\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}}^{*}$ を分離する.

$H_{N,\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{e}}^{*}$ とは, 次のようにして構成される $C\backslash N\cross C\backslash N$ 上の smooth な $\ell$ 進層の線型結

合である. $p$ が十分上に凸であるとする. 定理 23 の $f=1_{N}$ の場合と Frob の幕について
の Lefschetz 跡公式 (任意のスキームに対して成立する) を合わせることで次の等式を得る

[Lafl] Lemme VI.19) :

Tr $(\mathrm{R}\mathrm{o}\mathrm{b}_{x}^{-s/\deg x}$ ; $\frac{1}{r!}\sum_{n=1}..(\mathrm{F}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{b}^{n}\mathrm{x}\mathrm{I}\mathrm{d})^{*}H_{c}^{*}(\mathrm{C}\mathrm{h}\mathrm{t}^{r,\overline{p}\leq p}/a^{\mathbb{Z}}))$

$= \sum_{\pi\in\{\pi\}_{N}^{\mathrm{r}}}\mathrm{T}\mathrm{r}_{\pi}(1_{N})q^{(r-1)s}(z_{1}(\pi_{\infty})^{-s’}+\cdot\cdot$

. $+’ r(’\infty)-s’)$ ($z_{1}(\pi_{0})^{u’}+\cdots+zr$ (7r$0$ )
$u’$ )

$+$ l $c_{\iota}s^{m_{\iota}}\lambda_{\iota}^{s}$
$(z_{1}(\pi_{\infty}^{\prime b})^{-s^{r}}+\cdot .$. $+zr/(7 \infty\prime_{l})^{-s’})(z_{1}(\pi_{0}^{\iota})^{u’}+\cdot.$. $+zr, (\pi_{0}^{\iota})^{u’})$ .
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両辺を比較することにより, $m_{\iota}=0$ であることが分かる. $\mathrm{M}\mathrm{T}_{r’}$ を用いて $\pi^{\iota},$
$\pi^{\prime L}$ に対応す

るガロア表現をとり, それらの外部テンソル積を指標で捻ることにより, 任意の $x=(\mathrm{o}\mathrm{o}, 0)$

および $\deg\infty,$ $\deg 0$ の公倍数 $s$ に対して

$\mathrm{T}\mathrm{r}$( $\mathrm{F}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{b}_{x}^{-s/\mathrm{d}\mathrm{e}}$
g

$x;\sigma_{\iota}$ ) $=$ A7 $(z_{1}(\pi_{\infty}^{\prime\iota})^{-s’}+\cdots+z_{r_{\acute{L}}}(\pi_{\infty}^{1\iota})^{-s’})(z_{1}(\pi_{0}^{\iota})^{u’}+\cdot. . +z_{r_{\iota}}(\pi_{0}^{\iota})^{u’})$

を満たす $r$-negligible な $\mathcal{G}_{l}$ (F2) の元 $\sigma_{\iota}$ が構成できる. これに対し,

$H_{N,\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}}^{*}= \frac{1}{r!}\sum_{n=1}^{r!}(\mathrm{R}\mathrm{o}\mathrm{b}^{n}\cross \mathrm{I}\mathrm{d})^{*}H_{c}^{*}(\mathrm{C}\mathrm{h}\mathrm{t}^{r,\overline{p}\leq p}/a^{\mathbb{Z}})-\sum_{\iota}c_{\iota}\sigma_{\iota}$

とお <. 構成より明らかに,

Tr $(\mathrm{F}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{b}_{x}^{-s/\deg x}; H_{N,\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}}^{*})$

$= \sum_{\pi\in\{\pi\}_{N}^{r}}\mathrm{b}_{\pi}(1_{N})q^{(\tau-1)s}(z_{1}(\pi_{\infty})^{-s}’+\cdot\cdot$

. $+’ r(’\infty)-\mathit{8}’)(z_{1}(\pi_{0})^{u’}+\cdots+z’(\pi_{0})^{u’})$

が成立する. 特に $H_{N,\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}}^{*}$ は折れ線写像 $p$ のとり方によらない.

$H_{N,\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}}^{*}$ が essential かつ重さ $2r-2$ であることを示す

レベルなしの場合をまず述べる. $H_{\mathrm{e}\epsilon\epsilon}^{*}$ の構成とステップ 1 から,

$H_{\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}}^{*}- \frac{1}{r!}\sum_{n=1}^{\gamma!}(\mathrm{R}\mathrm{o}\mathrm{b}^{n}\mathrm{x}\mathrm{I}\mathrm{d})^{*}H^{*}(\overline{\mathrm{C}\mathrm{h}\mathrm{t}^{r,\overline{p}\leq p}}/a^{\mathrm{Z}})$

は $r$-negligible である. また, $\underline{\mathrm{h}4\mathrm{T}_{\mathrm{r}’}\mathrm{i}\mathrm{i}\mathrm{i})}$から $r$-negligible かつ既約な $\ell$ 進表現は pure であ
り, Deligne の purity から $H^{\nu}(\mathrm{C}\mathrm{h}\mathrm{t}^{r,\overline{p}\leq p}/a^{\mathbb{Z}})$ は pure かつ重さ $\nu$ である. したがって, $H_{\mathrm{e}\mathrm{s}}^{*}$,
の既約成分は全て pure である. $H_{\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}}^{*}$ が essential であることを証明するには, r-negligible
な subquotient をもつと仮定し, ガロア表現と保型表現の $L$ 関数を比較して上記の事実と

保型表現の Hecke 固有値の絶対値の評価を用いることで矛盾を導<‘重さが $2r-2$ である

ことも同時に示せる.

レベルありの場合は普通のコホモロジーの代わりに交叉コホモロジーを用いて同様の議
論を行えばよい.
このステップ 3 から,

$\bullet$

$H_{N,\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}}^{*}$ の既約成分は全て正の重複度をもつこと
$\bullet$ $H_{N,\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}}^{*}-1/r! \sum_{n=1}^{r!}(\mathrm{R}\mathrm{o}\mathrm{b}^{n}\cross \mathrm{I}\mathrm{d})^{*}H_{c}^{2\prime-2}(\mathrm{C}\mathrm{h}\mathrm{t}_{N}^{r,\overline{p}\leq p}/a^{\mathrm{Z}})$が $r$-neghgible であること

が従う.

次の 2 つの写像の核と余核が $r$-negligible てあ

$H_{c}^{2r-2}(\mathrm{C}\mathrm{h}\mathrm{t}_{N}^{r,\overline{p}\leq p}/a^{\mathrm{Z}})arrow H_{c}^{2r-2}(\overline{\mathrm{C}\mathrm{h}\mathrm{t}_{N}^{r,\overline{p}\leq p’}}/a^{\mathbb{Z}})$,
$H_{c}^{2r-2}(\mathrm{C}\mathrm{h}\mathrm{t}_{N}^{r,\overline{p}\leq p}/a^{\mathrm{Z}})arrow H_{c}^{2r-2}(\mathrm{C}\mathrm{h}\mathrm{t}_{N}^{r,\overline{p}\leq p1}/a^{\mathrm{Z}})$ $(p\leq p_{1})$ .
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前者はステップ 1 から従う. また, 埋め込み $\mathrm{C}\mathrm{h}\mathrm{t}_{\wedge\Gamma}^{r,\overline{p}\leq p}/a^{\mathbb{Z}}arrow \mathrm{C}\mathrm{h}\mathrm{t}_{N}^{r,\overline{p}\leq p_{1}}/a^{\mathbb{Z}}$ のグラフ

の閉包によって得られる correspondence は $\overline{\mathrm{C}\mathrm{h}\mathrm{t}_{N}^{r,\overline{p}\leq p_{1}’}}/a^{\mathbb{Z}}-\overline{\mathrm{C}\mathrm{h}\mathrm{t}_{N}^{r,\overline{p}\leq p}}/a/$

,
を引き起こす

([Lafl] Th\’eor\‘eme V.14) ので, 次の可換図式がある :

$H^{\frac{9}{c}r-\underline{9}}(\mathrm{C}\mathrm{h}\mathrm{t}_{N}^{r,\overline{p}\leq p1}/a^{\mathbb{Z}})|arrow H_{c}^{2r-2}(\overline{\mathrm{C}\mathrm{h}\mathrm{t}_{N}^{r,\overline{p}\leq p_{1}’}}/a^{\mathbb{Z}})$

$\{$

$H_{c}^{2r-2}(\mathrm{C}\mathrm{h}\mathrm{t}_{N}^{r,\overline{p}\leq p}/a^{\mathbb{Z}})arrow H_{c}^{2r-2}(\overline{\mathrm{C}\mathrm{h}\mathrm{t}_{N}^{r,\overline{p}\leq p’/}}a’)$

これよ $\underline{\text{り},H_{c}^{2r-2}},(\mathrm{C}\mathrm{h}\mathrm{t}_{N}^{r,\overline{p}\leq p}/a^{\mathbb{Z}})arrow H_{c}^{2r-2}(\mathrm{C}\mathrm{h}\mathrm{t}_{N}^{r,\overline{p}\leq p1}/a^{\mathbb{Z}})$ の核は $H_{c}^{2r-2}(\mathrm{C}\mathrm{h}\mathrm{t}_{N}^{r,\overline{p}\leq p}/a^{\mathrm{Z}})arrow$

$H_{c}^{2r-2}(\mathrm{C}\mathrm{h}\mathrm{t}_{N}^{r,\overline{p}\leq p}/a^{\mathbb{Z}})$ の核に含まれるので, 後者のうち核についての主張は前者から従う.
これとステップ 2,3 から分かる,

$\sum_{n=1}^{\mathrm{r}!}(\mathrm{R}\mathrm{o}\mathrm{b}^{n}\cross \mathrm{I}\mathrm{d})^{*}H^{2r-2}(\mathrm{C}\mathrm{h}\mathrm{t}_{N}^{r,\overline{p}\leq p_{1}}/a^{\mathbb{Z}})-\sum_{n=1}^{r!}(\mathrm{F}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{b}^{n}\mathrm{x}\mathrm{I}\mathrm{d})^{*}H^{2r-2}(\mathrm{C}\mathrm{h}\mathrm{t}_{N}^{r,\overline{p}\leq p}/a^{\mathrm{Z}})$

が $r$-negligible であるという事実を合わせて, 余核についての主張が示される.

$H_{N,\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}}^{*}$ を $H_{\mathrm{c}}^{2r-2}(\mathrm{C}\mathrm{h}\mathrm{t}_{N}^{r}/a^{\mathbb{Z}})$ (無限次元 !) から再構成する.

$H_{c}^{2r-2}(\mathrm{C}\mathrm{h}\mathrm{t}_{N}^{r}/a^{\mathbb{Z}})$ に次のようにして増加フイルトレーション $F$. を帰納的に定義する :
$\mathrm{o}F_{0}=0$ である.

$\bullet$ $F_{2i}$ まで定まったとする. $F_{\underline{9}i+1}/F_{2i}$ が $H_{c}^{2r-2}(\mathrm{C}\mathrm{h}\mathrm{t}_{N}^{r}/a^{\mathrm{Z}})/F_{2}.\cdot$ の有限次元部分表現て

$r$-negligible であるものすべての和になるように $F_{2i+1}$ を定める. また, $F_{\underline{9}}i+2/F_{2:+1}$

が $H_{c}^{2r-2}(\mathrm{C}\mathrm{h}\mathrm{t}_{N}^{r}/a^{\mathbb{Z}})/F_{2i+1}$ の有限次元部分表現で essential であるものすべての和に
なるように $F_{2i+2}$ を定める.

このとき, $F$. は $\mathcal{H}_{N}\cross \mathrm{G}\mathrm{a}1(\overline{F^{2}}/F^{2})$ の作用で保たれる. $H_{N,\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}}=\oplus_{i\geq 0}F_{2i+2}/F_{2i+1}$ と

お $\text{く_{}1}$

$H_{c}^{2r-2}(\mathrm{C}\mathrm{h}\mathrm{t}_{N}^{r,\overline{p}\leq p}/a^{\mathrm{Z}})$ に対して同様の構成を行ったものを $F^{\leq p}$. と書くと, ステツプ 4 か

ら次がいえる :
$\bullet$ $F_{2i+2}^{\leq p}/F_{2i+1}^{\leq p}-F_{2i+2}/F_{2i+1}$ は同型である.

・ある $i$ が存在して, $F_{i}=H_{c}^{2r-2}(\mathrm{C}\mathrm{h}\mathrm{t}_{N}^{r}/a^{\mathrm{Z}})$ となる.

これから (半単純化を除いて) $H_{N,\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}}=H_{N,\mathrm{e}\mathrm{s}s}^{*}$ であること, $H_{N,\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}}$ が有限次元であること

が分かる.
なお, $H_{N,\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}}^{*}$ は $\mathcal{H}_{N}$ の作用をもたなかった (Hecke 環の作用で閉じていないスタツク

$\mathrm{C}\mathrm{h}\mathrm{t}^{r,\overline{p}\leq p}/a^{\mathrm{Z}}$ を用いて構成したため) が, $H_{N,\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}}$ は $\mathcal{H}_{N}$ の作用をもつことが要点である.

ステップ 6 $\mathrm{b}(f\mathrm{x}\mathrm{R}\mathrm{o}\mathrm{b}_{x}^{-s/\deg x}; H_{N,\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}})$ を計算する.

$\overline{\mathrm{C}\mathrm{h}}\mathrm{t}^{\overline{p}\leq p}-/a^{\mathrm{Z}}$ および $\mathrm{C}\mathrm{h}\mathrm{t}_{N}^{r,\overline{p}\leq p}-/a^{\mathrm{Z}}$ に定理 23 と定理 411, 412 を適用した後に, $\mathrm{M}\mathrm{T}_{r’}$ を

用いて $r$-negligible な部分を切り落とすための議論を行う. 結果は次の定理の通りである :
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定理 54([Lafl] Th\’eor\‘eme $\backslash \mathbb{I}.25$)

$\mathrm{T}\mathrm{r}(f\cross \mathrm{F}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{b}_{x}^{-s/\deg x} ; H_{N,\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}})=q^{(r-1)s}\sum_{\pi\in\{\pi\}_{N}’}\mathrm{b}_{\pi}(f)$

.

$H_{N,\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}}$ を $\mathcal{H}_{N}\cross \mathrm{G}\mathrm{a}1(\overline{F^{2}}/F^{2})$ の表現として $\oplus_{\pi\in\{\pi\}_{N}^{r}}\mathrm{r}$区 $H_{\pi}(1-r)$ と分解し,

$\mathrm{T}\mathrm{r}(\mathrm{R}\mathrm{o}\mathrm{b}_{x}^{-s/\deg x}; H_{\pi})=(z_{1}(\pi_{\infty})^{-s’}+\cdot. . +z_{r}(\pi_{\infty})^{-s’})(z_{1}(\pi_{0})^{u’}+\cdots+z_{r}(\pi_{0})^{u’})$

を証明する.

$\mathrm{h}_{\pi}(f_{\pi})=1$ かつ $\mathrm{T}\mathrm{r},,$ $(\mathrm{f},,)=0(\pi’\neq\pi)$ を満たす $f\in \mathcal{H}_{r}$ に対して定理 5.4 を適用する
だけである.

$\fbox$ $\mathrm{M}\mathrm{T}_{r}$ および $\mathrm{N}\mathrm{e}\mathrm{g}_{r}$ を証明する.

ステップ 7 と $L$ 関数の議論を用いることで, 次の定理が証明される :

定理 5.5 ([Lafl] Th\’eor\‘eme VII.27)

任意の $\pi\in$ {\pi }fN に対して, $H_{\pi}$ は $\pi_{1}(C\backslash N\cross C\backslash N)$ の表現として $\mathrm{p}\mathrm{r}_{1}^{*}\mathrm{r}\pi\otimes \mathrm{p}\mathrm{r}_{2}^{*}\check{\sigma}_{7}$ と

分解する. ここで $\sigma_{\pi}$ は $C\backslash N$ 上の既約, smooth, 重さ 0 である $\ell$ 進層であり, $\check{\sigma}_{\pi}$ は $\sigma_{\pi}$

の反傾表現である. さらに, $\pi$ と $\sigma_{\pi}$ は Langlands の意味で対応する.

これは $\mathrm{N}\mathrm{e}\mathrm{g}_{r}$ を含んでいる. また, 命題 16 より $\mathrm{M}\mathrm{T}_{r}$ も従う. 以上で関数体上の Langlands
予想の証明が完了した.
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