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Orlicz 空間の構造と Hardy-Littlewood の最大値関数について

鹿児島大学・教育学部 北広男 (HirO-O Kita)
Faculty of Education

Kagoshima University

1. はじめに.

Orlicz 空間の研究は Banach 空間の研究と共に 1931年に Z. W. Birnbaum and W. Orlicz
[BO] によって提唱された. その後 W.Orlicz[Orl], [Or2], [Or3] によって更なる理論が展
開された. 日本でも Orlicz 空間に関する研究が活発に行われた. H.Nakano [Na] による
modular 空間の研究は Orlicz 空間の一般化とも言えるものである. 又, T. And\^o [Anl],
[An2], [An3] によって $\mathrm{N}$-function の分類や Orlicz 空間の回帰性についての研究がなされ
た. 近年, Orlicz 空間の重要性が再認識され, 様々な方面で再考察され, 又, 応用もなさ
れている.

Orlicz 空間についての書籍としては M. A. Krasnosel’skii and Ya. B. Rutickii[KR] に
よるすばらしい本 $\lceil \mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{x}$ Functions and Orlicz SpacesJ (Enghsh translation)\rfloor がある.
又, M. M. Rao and Z. D. Ren [RR] lこよる $\lceil \mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{y}$ of Orlicz $\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{e}\mathrm{s}\rfloor$ の本が 1991 年
に出版された. 最近, 同じ著者による $\lceil \mathrm{A}\mathrm{p}\mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{s}$ of Orlicz $\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{e}\mathrm{s}\rfloor$ [RR2] が出版され
た. この本では, von Neumann-Jordan 定数や James 定数について Orlicz 空間との関連
で記述されている. 岡山県立大学の高橋氏と九州工業大学の加藤氏の結果 $[\mathrm{K}\mathrm{a}\mathrm{T}]$ との関
係についても詳しく書かれている.
日本でも近年, Orlicz 空間に詳しい専門家を招聰する機運も高くなっている. 1 99

6年には Orlicz の弟子の L. Maligranda 教授 ( $\mathrm{L}\mathrm{u}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{a}\circ$University) が, 大分大学で開催さ
れた実解析学シンポジウムで講演を行った. 2002年には A. Gogatishvili 教授 (チェ
コ科学アカデミー) が鹿児島大学で行われた実解析学シンポジウムで講演を行った. その
後, 関心を持つ日本の数学者も増え, 今後更なる発展が期待される.
次の section では, Orlicz 空間を定義するのに必要となる Young function と N-function

の概念について説明する.

2. NOTATIONS AND DEFINITIONS.

我々が扱う関数は $n$ 次元 Euclid 空間 $R^{n}$ 上で定義された実数値可測関数とする. $R^{n}$

の部分集合 $E$ の Lebesgue 測度は $|E|$ で表すものとする. 解析学で重要な役割を果たす
$L^{p}$ (Rn) 空間は $\int_{R^{n}}|f$(x)|pdx く�となる関数 $f$ の集合として定義される. $\Phi(t)=t^{p}$ と
置くとき, すぐ前の積分は $\int_{R^{n}}\Phi(|f(x)|)ds<\infty$ となる. この関数の概念を一般化した
bung function {こついて説明する.

Definition 2.1. 五 上で定義された measurable function $w$ (x) が $R^{n}$ 上の weight func-
tion であるとは, 次の性質を持つときとする.

(2.1) $0<w(x)<+00$ for almost everywhere $x$ $\in R^{n}$ ;

(2.2) $\int$

Q
$w$ (x)dx く十 $\ovalbox{\tt\small REJECT}$ for any compact cube $Q$ in $R^{n}$
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次に, Young function と $\mathrm{N}$-function の概念につ $\mathrm{A}\mathrm{a}$て説明する.

Definition 2.2. $\Phi$ : $[0, \infty)arrow[0, \infty)$ が次の性質を持つとき, YOun9 function と呼ぱ
れる.

(2.3) $\Phi(t)=\int^{|t|}\varphi(s)ds$ for $t\in R$

と表すことができる. ここで, $\varphi(s)$ は $[0, \infty)$ で定義された non-decreasing right continuous
function で, $\varphi(0)\geq 0$ かつ, $\varphi(s)>0(s>0)$ を満たす関数である.

【注意】ここでは, 我々は $\varphi(s)$ が $s=0$ の近傍で恒等的にセロになる場合や, $s=+\infty$

の近傍で十\infty となる場合はさけた.

Definition 2.3. $\Phi(t)$ を Young function とする。 この $\Phi(t)$ が $N$-function であるとは,
次の条件を満たすときとする。

$\lim\underline{\Phi(t)}=0$ and $\mathrm{h}.\mathrm{m}=\underline{\Phi(t)}+0.$

(2.4)
$tarrow 0+$ $t$ $tarrow\infty$ $t$

関数 $\varphi(t)$ は (2.3) の中にあらわれる non-decreasing right continuous function とする。
$\varphi(t)$ の riht inverse は次の式で定義される.

(2.5) $\varphi^{-1}(s):=\sup\{u : \varphi(u)\leq s\}$ $s\geq 0$ .
関数 $\varphi^{-1}(s)$ を right derivative に持つ $\mathrm{N}$-function, すなわち

(2.6) $\Psi(t)=\int_{0}^{|t|}\varphi^{-1}(s)ds$ $t\in R^{n}$

は $\Phi(t)$ の complementary $N$-function と言われる. 次に $\mathrm{N}$-function の例を述べる.

例 1. $\frac{1}{p}+\frac{1}{p},$ $=1,$ ( $1<p$ く�) とする.

$\Phi(t)=\int_{0}$

E
$|s^{p-1}ds= \frac{1}{p}|$ t $|^{p}$ , $\Psi(t)=\int_{0}^{|i|}s^{p’-1}ds=\frac{1}{p},|$t $|^{\mathrm{p}’}$

例 2.

$\Phi(t)=\int_{0}^{1}$

t
$|(e^{s}-1)$ds, $\Psi(t)=\int_{0}^{1}$

t
$|1$

og(s $+1$ ) ds

Definition 2.4. $\Phi(t)$ をひとつの $\mathrm{N}$-function とする. $\alpha>0$ に対して,

(2.7) $\Phi(\alpha L):=\{f$ : $\int_{R^{n}}\Phi(\alpha|f(x)|)dx$ く十 $\infty\}$

とお $\text{く_{}\mathrm{c}}$

空間 $\Phi(\alpha L)$ は一般に線形空間にならない. 実際, $R^{n}=R^{1}=(-\infty, 0)$ で考える.
$\mathrm{N}$-function $\Phi(t)$ として $\Phi(t)=\int_{0}^{t}(e^{s}-1)ds=e^{t}-t-1,$ $(t>0)$ とする. 関数 $f$ (x) を
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$f(x)=(1/2)\log(1/x)$ for $0<x\leq 1,$ $f(x)=0$ otherwise とする. このとき

$\int_{-\infty}^{\infty}\Phi$ ( $|f$ (x)|) $dx<+\infty$ and $\int_{-\infty}^{\infty}\Phi$ (2|f $(x)|$ ) $dx=$ 十エ

Definition 2.5. $\Phi(t)$ をひとつの Young function とし, $w$ (x) を $R^{n}$ 上のひとつの
weight とする. 関数空間を次のように定義する.

(2.8) $\Phi$ ( $\alpha$L)$w:=\{$f: $\int_{R^{n}}\Phi$ ( $\alpha|$ f(x) $|$ ) $w(x)dx<+\infty\}$ $\alpha>0,$

(2.9)
$L_{w}^{\Phi}(R^{n}):=\mathrm{U}^{\Phi}e>0$

( $\epsilon$ L)$w$ ,

(2.10)
$M_{w}^{\Phi}(R^{n}):=\cap\alpha>0\Phi$

( $\alpha$L) $w$

空間 $L_{w}^{\Phi}(R^{n})$ は Orlicz 空間と呼ばれている. 又, $M_{w}^{\Phi}(R^{n})$ は Orlicz 空間 $L_{w}^{\Phi}(R^{n})$ の部
分空間であり, Morse-Tramsue 空間と呼ばれている. 通常の $L_{w}^{p}$ (Rn) 空間は $\Phi(t)=|t|^{p}$

によって定められる. 又, 例 2 の $\Psi(t)$ によって定められる Orlicz 空間はよく知られて
いる Zygmund class である. 又, $1<p<q<+\infty$ とするとき, $\Phi(t)\approx$ 而 $\mathrm{n}(|t|^{p}, |t|^{q})$ で

定められる Orlicz 空間は $L_{w}^{p}(R^{n})+L_{w}^{q}$ ( Rn) となる. 又, $\Phi(t)\approx\max(|t|^{p}$ , |t|りで定めら
れる Orlicz 空間は $L_{w}^{p}(R^{n})\cap L_{w}^{q}$ ( Rn) となる.

Definition2.5 からすぐに次のことがわかる.

(2.11) $M_{w}^{\Phi}(R^{n})\subseteq\Phi$(L) $w\subseteq L_{w}^{\Phi}(R^{n})$

次に, Orlicz 空間 $L_{w}^{\Phi}(R^{n})$ に Banach 空間の構造をいれる.

Definition 2.6. $\Phi(t)$ を $\mathrm{N}$-function とする. $f\in L_{w}^{\Phi}(R^{n})$ に対して,

(2.12) $|$ L7 $||_{\Phi}$ ,$w:=$ inf $\{\lambda>0$ : $\int_{R^{n}}\Phi(\frac{1}{\lambda}|$f(x) $|$) $w(x)dx\leq 1\}$

と置く $\mathrm{r}$

上の (2.12) で定義される $||f||_{\Phi,w}$ は norm の性質を持ち, Luxemburg-Nakano norm と

呼ばれる.
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例 3. $1<p<\infty,$ $\Phi(t)=\frac{1}{p}t^{p},$ $t$ >0 とする. このとき

$||$ f $||_{\Phi}$ ,$w$
$= \inf\{\lambda>0$ : $\int_{R^{n}}\frac{1}{p}(\frac{1}{\lambda}|f(x)|)^{p}w(x)dx\leq 1\}$

$= \inf\{\lambda>0$ : $\int_{R}$

,
$\frac{1}{p}|$f$(x)|^{p}w(x)dx\leq\lambda^{p}$ }

$=$ $\inf\{\lambda>0$ : $\{\int_{R^{n}}\frac{1}{p}|$f$(x)|^{p}w(x)dx\}^{1/p}\leq\lambda\}$

$=$ $\{\int_{R^{n}}\frac{1}{p}|$f$(x)|^{p}w(x)dx\}^{1/p}$

例 4. 簡単な計算により次のことがわかる. $1<p<q<+\infty$ とする.
$\overline{\Phi(t)}\approx\min(|t|^{p}, |t|^{q})$ , ならば,

$L_{w}^{\Phi}(R^{n})=L_{w}^{p}(R^{n})+L_{w}^{q}(R^{n})$ , $||f||_{\Phi,w}\approx||f_{1}||_{L_{w}^{p}}+||f_{2}||_{L_{w}^{q}}$ ,

ここで, $f_{1}=f\chi\{|f|>1\}\in L_{w}^{p}$ (Rn), $f_{2}=f\chi\{|f|\leq 1\}\in L_{w}^{q}$ (Rn) で $\chi(E)$ は集合 $E$ 上の特
性関数を表す。

$\Phi(t)\approx\max(|t|^{p}, |t|^{q})$ , ならば,

$L_{w}^{\Phi}(R^{n})=L_{w}^{p}(R^{n})\cap L_{w}^{q}(R^{n})$ , $||$ f $||_{\Phi}$ , $w \approx\max${ $||f||_{L_{w}^{p}},$ $||$f $1_{L_{w}^{q}}$ }.

3. ORLICZ 空間の構造と関数列の収束について.

前の section で Orlicz 空間に Luxemburg-Nakano norm を入れることにより, Banach
空間の構造を入れた. 関数列 $\{f_{n}; n\geq 1\}$ を Orlicz 空間 $L_{w}^{\Phi}(R^{n})$ における関数列とする.
この関数列 $\{f_{n}; n\geq 1\}$ が Orlicz 空間 $L_{w}^{\Phi}(R^{n})$ の関数 $f$ に Luxemburg-Nakano norm の

意味で収束するとはどのような事かを考えて見る. はじめに \Delta 2-条件について述べる.

Definition 3.1. $\Phi(t)$ をひとつの Young function とする. $\Phi$ が $[0, \infty)$ で, \Delta 2-条件を
満足するとは, ある正の数 $C>0$ が存在して

(3.1) $\Phi$ ( $20\leq C\Phi(t)$ for all $0\leq t<+\infty$

が成立することとする.

例として, \Phi (科 $=|t|^{p}$ , ( $1\leq p$ く十 $\infty$ ) は $[0,$ $+\infty$ ) で $\Delta_{2}$-条件を満足する. $\Phi(t)\approx e^{t}$ は

$tarrow+\infty$ で $\Delta_{2}$-条件を満足しない. 次の結果が知られている.

Theorem 3.1. $M\mathit{2}(R^{n})=L_{w}^{\Phi}$ (Rn) となるための必要十分条件は, $\Phi$ が \Delta 2-条件を満
足することである.

Orlicz 空間においては, $M?(R^{n})\underline{\mathrm{C}}L_{w}^{\Phi}$(Rn) の場合がたいへん興味深い.
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Definition 3.2. $\Phi$ をひとつの $\mathrm{N}$-function とし, $\Psi$ を $\Phi$ の complementary N-function
とする. Orlicz norm $|$ | $|||_{L_{w}^{\Phi}}$ を次の式で定義する.

(3.2)

$||f||_{L_{w}^{\Phi}}:= \sup\{|\int_{R^{n}}f(x)g(x)w(x)dx|$ : $\int_{R^{n}}$ I $(|g(x)|w(x)dx\leq 1\}, f\in L_{w}^{\Phi}(R^{n})$

Orlicz norm を計算するには次の Young の不等式が有益である.

Lemma 3.2. $\Phi$ をひとつの $N$-function とし, $\Psi$ を $\Phi$ の complementary N-function
とする. このとき

(3.3) $st\leq\Phi(s)+\Psi$(t) for all $s,t\geq 0$

次のことに注意しよう. $f\in L_{w}^{\Phi}(R^{n})$ ならば, $||f||_{L_{w}^{\Phi}}<+\infty$ . 実際, $f\in L_{w}^{\Phi}(R^{n})$ だか
ら, 十分小さな $\epsilon_{0}>0$ が存在して,

$\int_{R^{n}}\Phi(\epsilon_{0}|f(x)|)w(x)dx$ く十 $\infty$

とできる. このとき Young の不等式より, $\int_{R^{n}}\Psi(|g(x)|)w$ (x) $dx\leq 1$ なら,

$| \int_{R^{n}}f(x)g(x)w(x)dx|$ $\leq$ $\frac{1}{\epsilon_{0}}f_{R^{n}}\epsilon$o $|$ f(x) $||$g(x) $|$ w(x)dx

$\leq$ $\frac{1}{\epsilon_{0}}\int_{R^{n}}\{\Phi(\epsilon_{0}|f(x)|)+\Psi(|g(x)|.)\}w(x)dx$

$=$ $\frac{1}{\epsilon_{0}}\{\int_{R^{n}}\Phi$( $\epsilon_{0}|$ f $(x)|$ ) $w(x)dx+ \int_{R^{n}}\Psi$ ( $|$g(x) $|$ )w(x)dx}
$\leq$ $\frac{1}{\epsilon_{0}}\{\int_{R^{n}}\Phi$ ( $\epsilon_{0}|$ f$(x)|$ )$w(x)dx+1\}<+0$

ここで, $g$ について $\sup$ をとって $||f||_{L_{w}^{\Phi}}<+\infty$ がわがった. $\square$

Orlicz norm $||f||_{L_{w}^{*}}$ と Luxemburg-Nakano norm $||f||_{\Phi,w}$ の関係について述ゝる. はじ
めにいくつかの Lemma を述べる。

Lemma 3.3. $f\in L_{w}^{\Phi}(R^{n})$ とする. もし

(3.4) $||f||_{L_{w}^{\Phi}}\leq 1$ ならば $\int_{R^{n}}\Phi$ (|f(x)|)w(x) $dx\leq||f||_{L_{w}^{\Phi}}$

証明については, [KR], [RR] を参照.



182

Lemma 3.4. $f\in L_{w}^{\Phi}(R^{n}),$ $f$ \neq 0 とする. 二のとき

(3.5) $\int_{R^{n}}\Phi(\frac{1}{||f||_{L_{w}^{\Phi}}}|$f$(x)|)w(x)dx\leq 1$

が成立する.

Proof. $f_{1}(x)=f(x)/||f||_{L_{w}^{\Phi}}$ とおく このとき $||f_{1}||_{L_{w}^{\Phi}}=1$ だから, Lemma 3.3 より,

$\int_{R^{n}}\Phi$ ( $|$ f1 $(x)|$ ) $w(x)dx\leq||$fi $||$ L$\Phi w=1$

よっで,

$\int_{R}$

,
$\Phi(\frac{|f(x)|}{||f||_{L_{w}^{\Phi}}})w(x)dx\leq 1$

となり, (3.5) が示された. 口

Lemma 3.5. $\Phi$ を $N$-function とする. このとき次の不等式が成立する.

(3.6) $||f||_{\Phi,w}\leq||f||_{L_{w}^{\Phi}}\leq 2||f||_{\Phi,w}$ for all $f\in L_{w}^{\Phi}$

Proof. はじめの不等式は, (3.5) と norm $||f||_{\Phi,w}$ の定義から明らかである. 後半の
不等式を示す. Young の不等式より,

$||f||_{L_{w}^{\Phi}}$ $=$ $\sup\{|\int_{R^{n}}f$(x)g(x) $w$ (x)dx|: $\int$

Rn
$\Psi(|g(x)|)w(x)dx\leq 1\}$

$\leq\int_{R^{n}}\Phi$ ( $|$f$(x)|$ ) $w(x)dx+1$

ここで, $f$ のかわりに $|f(x)|/||f||_{\Phi,w}$ で考えると,

$|| \frac{f}{||f||_{\Phi,w}}||_{L_{w}^{\Phi}}$
$\leq$ $\int_{R^{n}}\Phi(\frac{|f(x)|}{||f||_{\Phi,w}})w(x)dx+1$

$\leq$ $1+1=2$ ,

ここで, $\int_{R^{n}}\Phi$ ( $|_{\Phi}$ ,
O) $dx\leq 1$ となることは, norm $||3||_{\Phi,w}$ の定義から明らかであ

る. よって, $||f||_{L_{w}^{\Phi}}\leq 2||f||\Phi,w$ が示された. $\square$

さて, 関数列の収束について次の性質が成り立つ.

Theorem 3.6. $\Phi$ をひとつの $N$-function とする. 関数列 $\{fj : j\geq\}$ は $fj\in M_{w}^{\Phi}$

$(j\geq 1),$ $f\in M_{w}^{\Phi}$ とする. このとき

(3.7) $||$fj-f $||_{\Phi}$ ,$warrow 0$ as $jarrow+\infty$

となるための必要十分条件は,

(3.8) $\lim_{jarrow\infty}\int_{R^{n}}\Phi(\alpha|f_{j}(x)-f(x)|)w(x)dx=0$ for every $\alpha>0$
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Proof. はじめに (3.8) を仮定して (3.7) を示す- ここで, $g(x)$ を $\int_{R^{n}}\Psi$ ( $|g$ (x)|) $w$ (x) $dx\leq$

$1$ となる任意の関数とする。 ここで, $\Psi$ は $\Phi$ の complementary Young function. このと
き $\alpha>1$ とすると, Young の不等式より

$I_{j}$ $:=$ $| \int_{R^{n}}(fj(x)-f(x))g(x)w(x)dx|\leq\int_{R^{n}}|$fj(x)-f$(x)||g(x)|w(x)dx$

$=$ $\int_{R^{n}}(\alpha|fj(x)-f(x)|)(\frac{1}{\alpha}|g(x)|)w(x)dx$

$\leq$ $\int_{R^{n}}\Phi$ ( $\alpha|$ fj(x)-f $(x)|$ ) $w(x)dx+ \int_{R^{n}}\Psi(\frac{1}{\alpha}|g(x)|$ ) $w(x)dx$

$\leq$ $\int_{R^{n}}\Phi$ ( $\alpha|f_{j}$ (x)-f$(x)|$ ) $w(x)dx+ \frac{1}{\alpha}\int_{R^{n}}\Psi$ ( $|$ g(x) $|$ ) $w(x)dx$

$\leq$ $\int_{R^{n}}\Phi$ ( $\alpha|$ fj(x)-f$(x)|$ ) $w(x)dx+ \frac{1}{\alpha}11$

$g$ について $\sup$ をとると,

$||$fj-f$||4 \leq\int_{R^{n}}\Phi$( $\alpha|$fj(x)-f$(x)|$ ) $w(x)dx+ \frac{1}{\alpha}|1$

Lemma 3.5 の不等式 (3.6) より,

$||$fj-f $||\Phi$ , $w \leq\int_{R^{n}}\Phi$ ( $\alpha|$fj(x)-f$(x)|$ ) $w(x)dx+ \frac{1}{\alpha}\circ 1$

よって, $\varlimsup_{jarrow\infty}||fj-f||_{\Phi,w}\leq 1/\alpha$ $\alpha$ >1 は任意だから, $\lim_{jarrow\infty}||fj-f||_{\Phi,w}=0\vee$

逆を示す. $\lim_{jarrow\infty}||f_{j}-f||_{\Phi,w}=0$ を仮定する. $\alpha>0$ を任意に固定する. 仮定より,
ある十分大きな自然数 $j_{0}\in N$ が存在して,

(3.9) $\alpha||$fj-f $||_{\Phi}$ ,$w \leq\frac{1}{2}$ f$\mathrm{o}$r $j\geq j_{0}$

このとき, Lemma 3.5 より, $j\geq j_{0}$ のとき

$||\alpha$ (f$j-f$) $||_{L_{w}^{\Phi}}\leq 2||\alpha(f_{j}-f)||_{\Phi}$, $w=2\alpha||f_{j}-f||_{\Phi,w}\leq 1$

よっ $\vee C$

$||\alpha(f_{j}-f)||_{L_{w}^{\Phi}}\leq 1$ for $j\geq j_{0}$

よって, Lemma 3.3 と Lemma 3.5 より, $j\geq j_{0}$ のとき

$\int_{R^{n}}\Phi$ ( $\alpha|$fj(x)-f $(x)|$ ) $w(x)dx$ $\leq$ $||\alpha$(fj-f) $||$ L$w\Phi$

$\leq$ 2||\mbox{\boldmath $\alpha$}(fj-f)||\Phi ,。

$=2\alpha||(f_{j}-f)||_{\Phi,w}arrow 0$ as $jarrow$ 科科

よって,

$\lim_{jarrow+\infty}\int_{R^{n}}\Phi(\alpha|f_{j}(x)-f(x)|)w(x)dx=0$

が示された. $\square$
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さて, 空間 $\Phi(L)$ は一般に線形空間にならないが, 次のような平均収束が考えられて
いる。

$\int_{R^{n}}\Phi(|f_{j}(x)-f(x)|)w(x)dxarrow 0$ as $jarrow\infty$

よって, $\Phi(L)$ より広い Orlicz 空間 $L_{w}^{\Phi}(R^{n})$ では次のような収束を考えるのは自然であ
るように思われる。 ある十分小さな正の数 $\epsilon_{0}$ が存在して

(3.10) $\int_{R^{n}}\Phi(\epsilon_{0}|f_{j}(x)-f(x)|)w(x)dxarrow 0$ as $jarrow\infty$

Orlicz 空間 $L_{w}^{\Phi}$ に ranked space (階位空間) の構造をいれて, (3.10) の収束と同値にで
きることが知られている [KY3].

Orlicz space は Banach space となるのでたいへん魅力的であり, 種々の norm 不等式
を導くことができる. Young function が $\Delta_{2}$ -条件を満足しない場合{こは Orlicz space の
構造としては ranked space としての構造を入れて考察するほうが自然であるように思わ
れる. ただし, ranked space としての取り扱いは単純ではないので, 今後の研究が更に必
要となる.

4. 一般 $\mathrm{f}\mathrm{b}$され $_{-}’$ ORLICZ SPACE 及び, MODULAR FUNCTION SPACE tこついて.

Orlicz 空間 $L_{w}^{\Phi}(R^{n})$ を定義するための $\mathrm{N}$-function は convex function であった. convex
性は、 三角不等式

$||f+g||_{\Phi,w}\leq||f||_{\Phi,w}+||g||_{\Phi,w}$

と密接に関係している. しかし, 実際の応用の場合には convex でない $\Phi$ を扱う必要が
生じてくる. 次のような不等式の例がある.

$\int_{Mf\leq 1}\frac{Mf((x)w(x)dx}{(1-\log Mf(x))(11\mathrm{o}\mathrm{g}(1-\log Mf(x)))^{1+\epsilon}}+\int_{Mf>1}\frac{Mf(x)w(x)dx}{(1+1\mathrm{o}\mathrm{g}Mf(x))^{1-e}}$

$\leq\frac{C}{\epsilon}\{\int_{|f|\leq 1}\frac{|f(x)|w(x)dx}{(1+1\mathrm{o}\mathrm{g}(1-1\mathrm{o}\mathrm{g}|f(x)|))^{\epsilon}}+\int_{|f|>1}|f(x)|(1+\log|f(x)|)^{\epsilon}w(x)dx\}$

ここで, $0<\epsilon<1,$ $M$ は Hardy-Littlewood の最大値関数,

$Mf(x):= \sup_{x\in Q}\frac{1}{|Q|}\int_{Q}|f(y)|dy$ ,

$\sup$ は軸に平行なすべての cubes $Q\subseteq R^{n}$ についてとられるものとする. 上の不等式に対
応する関数 $\Phi(t),$ $\Psi(t)$ は

$\Phi(t)=\{$
$0<t\leq 1$ ;

$t>1$

$\Psi(t)=\{$
$\frac{t}{e(1+\log(1-\log t))^{*}}$ , $0<t\leq 1$ ;

$\frac{1}{e}t(1+\log t)^{\epsilon}$ , $t>1$ .
このとき, すぐ前でのべた不等式は,

$\int_{R^{\hslash}}\Phi(Mf(x))w(x)dx\leq C\int_{R^{n}}\Psi(|f(x)|)w(x)dx$
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となる. 関数 $\Phi(t)$ は convex ではない. convex でない関数 $\Phi(t)$ に対応する関数空間を
考える.

Definition 4.1. $\Phi$ : $[0, \infty)arrow[0, \infty)$ が $\varphi$-function であるとは, 次の性質を満足する
ときとする.

(1) $\Phi(0)=0$ ;
(2) $\lim_{tarrow\infty}\Phi(t)=+\infty$ ;
(3) $\Phi$ は strictly increasing
(4) $\Phi$ は continuous ;

Definition 4.2. $\Phi$ をひとつの $\varphi$-function とする. このとき

$\rho_{\Phi}$ (f) $:= \int_{R^{n}}\Phi$ ( $|$f$(x)|$ ) $w(x)dx$

によって functional $\rho_{\Phi}$ を定める.

,。は次に述べる modular functional の重要な例である. $\mathcal{M}$ を $R^{n}$ 上で定義された
extended real valued measurable functions の全体とする.

Definition 4.3. functional $\rho$ : $\mathcal{M}arrow[0,0]$ が modular functional on $\mathcal{M}$ であるとは
次の性質を持つときとする.

(MF-1): $\rho(f)=0$ if and only if $f=0$ ;
(MF-2): $\rho(f)=\rho(|f|)$ for all $f\in \mathcal{M}$ ;
(MF-3): $\rho(\alpha f+\beta g)\leq\rho(f)+\rho(g)$ for all $f,$ $g\in \mathcal{M}-$, ここで

$\alpha,$ $\beta\geq 0,$ $\alpha+\beta=1$ ;
(MF-4) : $0\leq g\leq f$ $a.e$ . $\Rightarrow$ $\rho(g)\leq\rho(f)$ ;
(MF-5): $0\leq f_{j}\uparrow f$ as $jarrow\infty$ $\mathrm{a}$ .e. $\Rightarrow\rho(f_{j})\uparrow\rho(f)$ as $jarrow\infty$ ;
(MF-6): $|E|<\infty$ , $\Rightarrow$ $\rho(\frac{1}{\lambda}\chi_{E})<\infty$ for some $\lambda>0$ ;
(MF-7): $\rho(f)<\infty,$ $f\in \mathcal{M}$ $\Rightarrow$ $f$ (x)is finite $\mathrm{a}.\mathrm{e}$ . $x\in R^{n}$

modular functional $\rho$ を用いて関数空間 $X_{\rho}^{*},$ $X$, を次のように定義する.

$X_{\rho}^{*}:=$ { $f\in \mathcal{M}$ : $\rho(\lambda f)<\infty$ for some $\lambda>0$ } $,$

$X_{\rho}:= \{f\in \mathcal{M} : \lim\rho(\lambda f)=0\}$ .
$\lambdaarrow 0+$

(明らかに $X_{\rho}\subseteq X_{\rho}^{*}$ )

又, $f\in X_{\rho}^{*}$ の $\mathrm{F}$-norm $|$ f|, を次のように定義する.

$|$f $|$ , $:= \inf\{u>0 : \rho(f/u)\leq u\}$
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このとき, $|f|_{\rho}<+\infty$ となるための必要十分条件は $f\in X_{\rho}^{*}$ であることが知られている.

Theorem 4.1. $|f|_{\rho}$ について次の性質が成り立つ.
(1) : $|f|_{\rho}=0f\in X_{\rho}^{*}\Leftrightarrow f=0\mathrm{i}$

(2) : $|-f|,$ $=|$f $|$ , $fo$rall $f\in X_{\rho}^{*}$ ;

(3) : $|f+g|,$ $\leq|$f $|,$ $+|$g $|$ , all $f,g\in X_{\rho}^{*}$ ;

(4) : $f_{k}\in X_{\rho}^{*},$ $f\in X_{\rho}$ とする
$\alpha_{k}arrow\alpha$ , $|f_{k}-f|_{\rho}arrow 0\Rightarrow|\alpha_{k}f_{k}-\alpha f|_{\rho}arrow 0(karrow\infty)$

modular function space についての詳細については, H. Kita, T. Miyamoto and K. Yoneda,
Modular function spaces and control functio $ns$ of almost everywhere convergence, Com-
mentationes Mathematicae(Poznan). 41 (2001) 99-133. を参照してほし $\mathrm{A}\mathrm{a}$ .

5. HARDY LITTLEWOOD の最大値関数について $[$

はじめに, いくつかの notations と definitions を与えることから始めよう. $R^{n}$ によって,
$n$ 次元 Euclidean 空間を表す. 我々は $R^{n}$ 上で定義された real valued measurable functions
$f$ を考える. ここでは $|E|$ は $R^{n}$ の measurable subset $E$ の the Lebesgue measure を意
味する.

Definition 5.1. 古典的な Hardy-Littlewood の最大値関数は次の式で定義される.

$Mf(x):= \mathrm{s}x\mathrm{u}\mathrm{p}^{\frac{1}{|Q|}}\int_{Q}|f(y)|dy$ ,

ここで, supremum は $x\in Q$ となるすべての cubes $Q$ (cube はいつでも軸に平行な辺
を持つ cube を意味する) にわたって取られる.

Definition 5.2. A locally integrable almost everywhere positive function $w:R^{n}arrow$

$[0, \infty)$ は weight function と言われる.

Muckenhoupt は [Muc] の中で, Hardy-Littlewood の最大{直関数が $L^{p}$ (Rn, $w$ (x)dx) で
bounded となるための $w$ のすばらしい特徴付けを与えた. 即ち次の結果をあたえた.

Theorem 5.1. (Muckenhoupt) $1<p<$ oo とする. Hardy-Littlewood の最大値関数
$M$ が $L^{p}$ (Rn, $w$ (x)dx) 上で bounded となるための必要十分条件は, weight $w$ が次の性質
を持つことである. ある正数 $C>0$ が存在して,

(5.1) $( \frac{1}{|Q|}\int_{Q}w(x)dx)(\frac{1}{|Q|}\int_{Q}w(x)^{\frac{-1}{p-1}}dx)^{p-1}\leq C$ for all cubes $Q$ in $\mathbb{R}$n.
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Aweight function $w$ が (5.1) を満足するとき, $w$ は $A_{p}$ condition を満足するという.
$w\in A_{p}$ と表す,

Kerman and Torchinsky [KT] は weighted Orficz spaces の場合に Muckenhoupt の結果
を拡張した. 彼らは weight function の class として A。を定義した (see Definition 5.4).
Bagby [Ba] は Hardy-Littlewood の最大値関数が weak type の不等式

$\int_{\{x:}$

Mf(x)
$> \lambda\}w(x)dx\leq\int_{\mathbb{R}^{n}}\Phi$(C $|$ f(x) $|/\lambda$) w(x)dx for all $\lambda>0$ and all $f$

を満足するような weight の class B。を導入した. (see Definition 5.6).
この節では, 我々はふたつの weight class A。と B。の関係を論議し, いくつかの新し

い結果を与える.
Kerman and Torchinsky [KT] は $\Phi$ と $\tilde{\Phi}$ がともに $\Delta_{2}$ に属するとき $A_{p}$ weight の概念
を拡張して次の $A_{\Phi}$ weight の概念を与えた.

Definition 5.3. $\Phi$ をひとつの Young function とし, $\overline{\Phi}$ をその complementary Young
function とする. $\Phi,\tilde{\Phi}$ がともに $\Delta_{2}$ 条件を満足するとする. このとき, weight $w$ が $A_{\Phi}$

weight (A。条件を満たす ) とは, (w\in A。とあらわす), ある正の定数 $C>0$ が存在
して,

(5.2) $( \frac{1}{|Q|}\int_{Q}\epsilon w(x)dx)\varphi(\frac{1}{|Q|}\int_{Q}\varphi^{-1}(\frac{1}{\epsilon w(x)}$) $dx)\leq C$

がすべての cube $Q$ とすべての $\epsilon>0$ にたいして成立する. ここで, $\varphi$ は $\Phi$ の right
derivative で $\varphi^{-1}$ は $\varphi$ の right inverse である.

Kerman and Torchinsky [KT] の中で次の結果が与えられている.

Theorem 5.2. ( Kerman and Torchinsky ) $\Phi$ を Young function とする. $\Phi_{f}\Phi$

-

がと
もに $\Delta_{2}$ 条件を満足するとする. $w$ をひとつの weight function とする. このとき Hardy-
Littlewood の maximal function $M$ について次の不等式

(5.3) $\int_{\mathbb{R}^{n}}\Phi$ (M$f(x)$ ) $w(x)dx\leq C4_{n}\Phi$ ( $|$ f(x) $|$ ) $w(x)dx$ for all $f$

が成立するための必要十分条件は w\in A。となることである.

この論文では, $\Phi$ が必ずしも $\Delta_{2}$ 条件を満足しない場合にも適用したいので, $A_{\Phi}$ weight
の定義を少し拡張しておく $\mathrm{r}$

Definition 5.4. $\Phi$ をひとつの $\mathrm{N}$-function とし, $\tilde{\Phi}$ をその complementary N-function
とする. $\Phi,\tilde{\Phi}$ の right derivative をそれぞれ $\varphi,$

$\varphi^{-1}$ とする. このとき, weight $w$ が $A_{\Phi}^{\mathrm{e}}$

weight ( $A_{\Phi}^{\mathrm{e}}$ 条件を満たす ) とは, ( $w\in A_{\Phi}^{e}$ とあらわす), ある正の定数 $C_{1}>0$ (十分

小) と $C_{2}>0$ (十分大) が存在して,

(5.4) $( \frac{1}{|Q|}\int_{Q}\epsilon w(x)dx)\varphi(\frac{C_{1}}{|Q|}\int_{Q}\varphi^{-1}(\frac{1}{\epsilon w(x)})dx)\leq C_{2}$

がすべての cube $Q$ とすべての $\epsilon>0$ {こたいして成立することとする.
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上で与えられた定義は, Kokilashvili and Krbec([KK] p. 43) の中で与えられている
定義と同値である. 即ち, 次の Lemma が成立する.

Lemma 5.3. $\Phi$ をひとつの $N$-function とし, $\tilde{\Phi}$ をその complementary N-function
とする. 更 [こ, $R_{\Phi}(t)=\Phi(t)/t_{f}S_{\Phi}(t)=\tilde{\Phi}(t)/t$ とおぐ このとき, weight $w$ が $A_{\Phi}^{e}$ weight
となるための必要十分条件は, ある正の定数 $C_{1}>0$ (十分小) と $C_{2}>0$ (十分大) が

存在して,

(5.5) $( \frac{1}{|Q|}\int_{Q}\epsilon w(x)dx)R_{\Phi}(\frac{C_{1}}{|Q|}\int_{Q}S_{\Phi}(\frac{1}{\epsilon w(x)})dx)\leq C_{2}$

がすべての cube $Q$ とすべての $\epsilon>0$ にた $\mathrm{A}\mathrm{a}$ して戒立することである.

Proof. はじめに $w\in A_{\Phi}^{\mathrm{e}}$ であると仮定する. このとき, ある正の定数 $C_{1},$ $C_{2}>0$ が

存在して, (5.4) の不等式が成立する. 即ち,

$( \frac{1}{|Q|}\int_{Q}\epsilon w(x)dx)\varphi(\frac{C_{1}}{|Q|}\int_{Q}\varphi^{-}1$ $( \frac{1}{\epsilon w(x)})dx)\leq C_{2}$

がすべての cubes $Q$ とすべての $\epsilon>0$ に対して威立する. 又, $R_{\Phi}(t),$ $S$\Phi (t) の定義より

$R_{\Phi}(t)$ $=$
$\frac{\Phi(t)}{t}=\frac{\int_{0}^{t}\varphi(s)ds}{t}\leq\frac{t\varphi(t)}{t}=$

’$(t)$ ,

$S_{\Phi}(t)$ $=$
$\frac{\tilde{\Phi}(t)}{t}=\frac{\int_{0}^{t}\{\rho^{-1}(s)ds}{t}\leq\frac{t\varphi^{-1}(t)}{t}=’-1(t)$

よって (5.4) より,

( $\frac{1}{|Q|}7^{\mathcal{E}}$w(x)dx) $R_{\Phi}( \frac{C_{1}}{|Q|}\int_{Q}S_{\Phi}(\frac{1}{\epsilon w(x)})dx)$

$\leq(\frac{1}{|Q|}7^{\mathcal{E}}$w(x)dx) $\varphi(\frac{C_{1}}{|Q|}\int_{Q}\varphi^{-1}(\frac{1}{\epsilon w(x)})dx)\leq C_{2}$

となり (5.5) がすべての cube $Q$ と $\epsilon>0$ に対して成立することがわかった.
次に, 逆を示す, 即ち, ある正の定数 $C_{1}$ と $C_{2}$ が存在して, (5.5) が威立したとする.

又, R。及ひ S。の定義より

$2R_{\Phi}(2t)$ $=$
$\frac{2\Phi(t)}{2t}=\frac{\int_{0}^{2t}\varphi(s)ds}{t}\geq\frac{\int_{t}^{2t}\varphi(s)ds}{t}\geq\frac{t\varphi(t)}{t}=$ ’$(t)$ ,

$2S_{\Phi}(2t)$ $=$
$\frac{2\tilde{\Phi}(t)}{2t}=\frac{\int_{0}^{2t}\varphi^{-1}(s)ds}{t}\geq\frac{\int_{t}^{2t}\varphi^{-1}(s)ds}{t}\geq\frac{t\varphi^{-1}(t)}{t}=\varphi^{-1}(t)$
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このとき,

$( \frac{1}{|Q|}\int_{Q}(2\epsilon)w(x)dx)\varphi(\frac{C_{1}}{4|Q|}\int_{Q}\varphi^{-1}(\frac{1}{(2\epsilon)w(x)})dx)$

$\leq(\frac{1}{|Q|}\int_{Q}(2\epsilon)w(x)dx)\varphi(\frac{C_{1}}{4|Q|}\int_{Q}2S_{\Phi}(\frac{1}{\epsilon w(x)})dx)$

$=2( \frac{1}{|Q|}\int_{Q}\epsilon w(x)dx)\varphi(\frac{C_{1}}{2|Q|}\int_{Q}S_{\Phi}(\frac{1}{\epsilon w(x)})dx)$

$\leq 2$ ($\frac{1}{|Q|}\int_{Q}\epsilon$w(x)dx) $2R_{\Phi}( \frac{C_{1}}{|Q|}7S_{\Phi}(\frac{1}{\epsilon w(x)})dx)$

$=4( \frac{1}{|Q|}\int_{Q}\epsilon w(x)dx)$ R蚕 $( \frac{C_{1}}{|Q|}\int_{Q}S_{\Phi}(\frac{1}{\epsilon w(x)})dx)\leq 4C_{2}($

よって, $2\epsilon=\epsilon’,$ $(1/4)C,$ $=C_{1}’$ , $4C_{2}=C_{2}’$ とおくとき, 次の不等式が戒立することがわ
かっ $\simeq$ .

$( \frac{1}{|Q|}\int_{Q}\epsilon^{l}w(x)dx)\varphi(\frac{C_{1}’}{|Q|}\int_{Q}\varphi^{-1}(\frac{1}{\epsilon’w(x)})dx)\leq C_{2}’$ ,

ここで, $Q,$ $\epsilon’>0$ は任意であった. よって $w\in A_{\Phi}^{e}$ がわがった. 口

また, Bagby [Ba] は Hardy-Littlewood の maximal operator $\mathrm{M}$ の weak type の不等
式に関して weight class B。を導入した.

Definition 5.5. ひとつの weight $w$ が doubling measure であるとは, ある正の定数
$C>0$ が存在して,

(5.6) $w(2Q)\leq Cw(Q)$ for aU cubes $Q$ ,
ここで, $2Q$ は中心が $Q$ と同じで, 1 辺の長さが $Q$ の 2倍の cube である.

次に, weight class $B_{\Phi}$ を定義する.

Definition 5.6. $w$ をひとつの nontrivial weight とし, $\Phi$ をひとつの $\mathrm{N}$-function とす
る. $w$ が B。条件を満足するとは, $(w\in B_{\Phi})$ , ある正の定数 $C>0$ が存在して

(5.7) $w \{x\in \mathbb{R}^{n} : Mf(x)>\lambda\}\leq\int_{\mathbb{R}^{n}}\Phi(\frac{C|f(x)|}{\lambda})w(x)dx$

がすべての $\lambda>0$ とすべての $f\in L^{\Phi}$ ( $\mathbb{R}^{n},$ $w$ (x)dx) に対して成立するときとする.

Definition 5.7. $\Phi$ をひとつの $\mathrm{N}$-function とし, $w$ をひとつの weight function とす
る. 任意の cube $Q\subseteq \mathbb{R}^{n}$ をひとつ固定する. このとき,

(5.8) $||f||_{\Phi,w,Q}:= \inf\{\lambda>0$ : $\int_{Q}\Phi(\frac{|f(x)|}{\lambda})w(x)dx\leq w(Q)\}$

と置く. $||f||_{\Phi,w,Q}$ く十 $\infty$ となる $f\sigma 24\Phi \text{を}L$\Phi (Q, $\Delta wx[perp] w(Q)dx$ ) $arrow \mathrm{C}’ \text{表す}\mathrm{r}$



170

この概念を利用して, Bagby [Ba] は次の重要な結果を示した.

Theorem 5.4 (Bagby). $\Phi$ をひとつの $N$-function とし, $w$ をひとつの nontrivial weight
とする. このとき, $w\in B_{\Phi}$ となるための必要十分条件は $w$ がひとつの doubling measure
であってかつ, ある正の定数 $C>0$ が存在して

(5.9) $\frac{w(Q)}{|Q|}||\frac{1}{w}||_{\overline{\Phi},w,Q}\leq C$ for all cubes $Q$

となることである.

不等式 (5.9) は次の不等式の statement と同値であることは, Definition 5.7 からすぐ
にわかる. 即ち, 十分小さな正の定数 $\epsilon_{0}>0$ が存在して,

(5.10) $\int_{Q}\tilde{\Phi}(\frac{\epsilon_{0}w(Q)}{|Q|}\cdot\frac{1}{w(x)})w(x)dx\leq w(Q)$ for all cubes $Q\subseteq \mathbb{R}^{n}$

次に, weight class $A_{\Phi}^{e}$ と $B_{\Phi}$ との関係について論議する. 前に述べた Kerman and
Torchinsky の結果より, 次のことがすぐに分かる.

Theorem 5.5. $\Phi$ をひとつの $N$-function とする. もし, $\Phi,\tilde{\Phi}\in\Delta_{2}$ ならば, $A_{\Phi}^{e}\subseteq B_{\Phi}$

が成立する.

Proof. $\Phi$ をひとつの Young fuction とし, $\Phi$ の right defivative を $\varphi$ とする. $\Phi\in\Delta_{2}$

のとき $\varphi$ もまた $\varphi\in\Delta_{2}$ であることに注意しておく. 実際, $\Phi\in\Delta_{2}$ だから

$\Phi(4t)=\Phi(2\cdot 2t)\leq C\Phi(2t)\leq C^{2}\Phi(t)$ for $t\geq 0$ ,

ここで, 定数 $C>0$ は Definition 2.4 の中の定数である. よって $t\geq 0$ のとき,

$(2t)\varphi(2t)$ $\leq\int_{2t}^{4t}\varphi$ (s)ds $\leq\int_{0}^{4t}\varphi$(s)ds $=\Phi$ (40

$\leq C^{2}\Phi(t)=C^{2}\int_{0}^{t}\varphi(s)\leq C^{2}t\varphi(t)$ .
よって $t>0$ のとき両辺を $2t>0$ で割ると,

$\varphi(2t)\leq\frac{C^{2}}{2}\varphi(t)$

となる. $t=0$ のときには $\varphi$ の右連続性により, もし $\varphi(0)=0$ なら上の式は両辺ともゼ
ロで成立する. もし $a=\varphi(0+)>0$ なら, $C>0$ をあらためて $C^{2}/2\geq 1$ と取りなおせ
ば上の式は $t=0$ でも威立する. よって $\varphi\in\Delta_{2}$ が戒立する.
さて, $w\in A_{\Phi}^{e}$ を任意の weight とする. $\varphi\in\Delta_{2}$ であったから weight の定義より

w\in A。となる. また, この定理の仮定より $\Phi,\tilde{\Phi}\in\Delta_{2}$ だから, Kerman Torchinsky の
定理 Theorem 5.2 上り strong type の不等式 (5.3) が戒立する. 不等式 (5.3) で $f$ の代わ
りに $f/\lambda$ で置き換える. ここで $\lambda>0$ は任意. このとき

(5.11) $\int$

Rn

$\Phi(\frac{1}{\lambda}Mf$(x)) $w(x)dx \leq C\int_{\mathrm{R}^{n}}\Phi(\frac{1}{\lambda}|f$ ( x)|) $w$ (x)dx for all $f$

次に, 集合 $E$ (\lambda ) を $E(\lambda):=\{x\in \mathbb{R}^{n} : Mf(x)>\lambda\}$ と置 $\text{く_{}\mathrm{r}}$ このとき, (5.11) より

$\Phi(1)\int_{E(\lambda)}w$ (x) $dx \leq C\int$

Rn

$\Phi(\frac{1}{\lambda}|f$ (x)|) $w$ (x) $dx$ for all $f_{\ulcorner}$
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$\Phi\in\Delta_{2}$ だから $\Phi(t)>0$ がすべての $t>0$ が成立するから, $\Phi(1)>0$ となる. よって必要な
らば $C>0$ を十分大きく取り直して $C/\Phi(1)>1$ としておぐ このとき $C_{1}=C/\Phi(1)>1$
とおいたとき, $\Phi$ の凸性により次の不等式が得られる.

$w(E(\lambda))$ $\leq C_{1}\int_{\mathbb{R}^{n}}\Phi(\frac{1}{\lambda}|f(x)|)w(x)dx$

$\leq\int_{\mathbb{R}^{n}}\Phi(\frac{C_{1}}{\lambda}|f(x)|)w(x)dx$ .

よって, Definition 5.6 の不等式 (5.7) が成立することがわかった. よって w\in B。が,T-
$\square$

‘

され $_{-}’$ .

Theorem 5.5 においては, $\Phi$ と $\tilde{\Phi}$ の両方が \Delta 2-条件を満足することが仮定されている.
$\Phi$ の $\Delta_{2}$-条件を仮定しない場合については, Kokilashvili and Krbec [KK] p. 43 の中で次
の結果が与えられている.

Theorem 5.6. $\Phi$ をひとつの $N$-function とし, $\tilde{\Phi}\in\Delta_{2}$ とする. $w$ を weight function
on $\mathbb{R}^{1}$ (一次元) で, もし $w\in A_{\Phi}^{e}$ ならば, ある正の数 $C>0$ が存在して,

$\int_{-\infty}^{\infty}\Phi$ (M$f$ (x)) $w$ ( x) $dx \leq C\int_{-\infty}^{\infty}\Phi$( $|f($x)|) $w$ (x)dx for all $f$

上の結果は一次元の場合であることに注意してほしい. この結果からすぐに次の結果
が得られる.

Theorem 5.7. $\Phi$ をひとつの $N$-function とし, $\tilde{\Phi}\in\Delta_{2}$ とする. もし $w$ が $\mathbb{R}^{1}$ (一次
元) 上の weight function で, $w\in A_{\Phi}^{e}$ ならば, w\in B。となる. すなわち, A\Phi eB。と
なる.

Proof. $\Phi$ をひとつの Young function とし, $\tilde{\Phi}\in\Delta_{2}$ とする. $w\in A_{\Phi}^{\mathrm{e}}$ ならば, Theorem
5.6 より,

(5.12) $\int_{-\infty}^{\infty}\Phi(Mf(x))w(x)dx\leq C\int_{-\infty}^{\infty}\Phi$ ( $|$f $(x)|$ ) $w(x)dx$ for all $f$

が成り立つ. 今, $\Phi$ は $\lim_{tarrow\infty}\Phi(t)=+\infty$ だから, 十分大きな定数 $C_{1}>0$ が存在し
て, $\Phi(C_{1})>0$ とできる. 必要ならば, (5.12) の定数 $C>0$ を大きくとりなおして
$C/\Phi(C_{1})>1$ としておく $\lambda>0$ を任意の正数として, $f$ の代わりに $C_{1}f/\lambda$ で置き換え
る. このとき,

$\int_{-\infty}^{\infty}\Phi(\frac{C_{1}Mf(x)}{\lambda})w(x)dx\leq C\int_{-\infty}^{\infty}\Phi(\frac{C_{1}|f(x)|}{\lambda})w(x)dx$ for all $f$

次に, $E(\lambda):=\{x\in \mathbb{R}^{1} : Mf(x)>\lambda\}$ と置く, 上の不等式より,

$\Phi$ (C$1$ ) $\int_{E(\lambda)}w(x)dx\leq C\int_{-\infty}^{\infty}\Phi(\frac{C_{1}|f(x)|}{\lambda})w(x)dx$ .
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$\Phi(C_{1})>0$ だから

$w(E( \lambda))\leq\frac{C}{\Phi(C_{1})}\int_{-\infty}^{\infty}\Phi(\frac{C_{1}|f(x)|}{\lambda})w(x)dx$ .

となる. また, $C/\Phi(C_{1})>1$ であり, $\Phi$ は convex だから,

$w(E( \lambda))\leq\int_{-\infty}^{\infty}\Phi(\frac{C_{2}|f(x)|}{\lambda})w(x)dx$ for all $\lambda>0,$

ここで, $C_{2}=CC_{1}/\Phi(C_{1})$ である. よって w\in B。が示された. 口

我々の目的は, Ae\Phi B。となることを, より一般的に直接, Hardy-Littlewood の max-
imal function を使うことなし{こ証明することである. Fiorenza [Fi] は, $\mathrm{N}$-function $\Phi$ に

条件をつけることにより次の結果を証明した.

Theorem 5.8 (Fiorenza). $N$-function $\Phi$ は次の性質を持つものとする. $\Phi$ の right de-
rivative $\varphi(s)$ は continuous, nondecreasing で次の性質を持つものとする.

(5.13) $\varphi(s)>$ O if $s>0$ , $\varphi(0)=0$ , $\lim_{sarrow\infty}\varphi(s)=+\infty$ .

更に, $\tilde{\Phi}\in\Delta_{2}$ と仮定する. このとき, A\Phi B。が成立する.

Fiorenza の論文の中では, $\Phi$ の $\Delta_{2}$ 条件を仮定することなしに, 又 Hardy-Littlewood
の maximal function を使うことなく証明が与えられている. 我々は上の Theorem 5.8 を
より一般的な条件のもと ( $\Phi$ の $\Delta_{2}$ 条件を仮定せず, $\tilde{\Phi}$ の $\Delta_{2}$ 条件も仮定せず,$\sim$ 又 Hardy-
Littlewood の maximal function も使用しない) で次の結果を得ることができた.

Theorem 5.9. $\Phi$ をひとつの $N$-function とする. このとき, 次の包含関係が成立する.

(5.14) A\Phi eB。

Proof. $w\in A_{\Phi}^{e}$ を任意に取り出す- このとき, $A_{\Phi}^{e}$ weight の定義の Definition 5.4 よ

りある正の定数 $C_{1},$ $C_{2}$ が存在して,

( $\frac{1}{|Q|}\int_{Q}\epsilon$w(x)dx) $\varphi(\frac{C_{1}}{|Q|}\int_{Q}\varphi^{-1}(\frac{1}{\epsilon w(x)})dx)\leq C_{2}$

$\mathrm{F}\Phi \mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}rx\epsilon>0l\mathrm{h}’\not\in’\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT} \text{と^{}\backslash }\backslash -\doteqdot\check{\mathrm{x}}_{-\text{る}}$ . $arrow \text{の}\text{とき}$

$\varphi(\frac{C_{1}}{|Q|}\int_{Q}\varphi^{-1}(\frac{1}{\epsilon w(x)})dx)\leq\frac{C_{2}|Q|}{\epsilon\cdot w(Q)}$

が成立する. 又, 関数 $\varphi^{-1}$ は nondecreasing だから

(5.15) $\varphi^{-1}(\varphi(\frac{C_{1}}{|Q|}\int_{Q}\varphi^{-1}(\frac{1}{\epsilon w(x)})dx))\leq\varphi^{-1}(\frac{C_{2}|Q|}{\epsilon\cdot w(Q)})$

さて, $\varphi$ は $\Phi$ の right derivative で $\varphi^{-1}$ は $\tilde{\Phi}$ の right derivetive だから, $\varphi,$
$\varphi^{-1}$ は共

に right continuous である. よって,

$\varphi^{-1}(\varphi(a))\geq a$ for all $a\geq 0$ .
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が成立する. よって, (5.15) より次の不等式が成立する.

$\frac{C_{1}}{|Q|}\int_{Q}\varphi^{-1}(\frac{1}{\epsilon w(x)})dx\leq\varphi^{-1}(\frac{C}{\epsilon}$. $w(Q)2|Q|)$ for every cube $Q$ and $\epsilon>0$ .

よって次の結果が得られた.

(5.16) $\int_{Q}\varphi^{-1}(\frac{1}{\epsilon w(x)})dx\leq\frac{|Q|}{C_{1}}\varphi^{-1}(\frac{C_{2}|Q|}{\epsilon\cdot w(Q)})$ for every cube $Q$ and $\epsilon>0.$

次に, $\mathrm{i}\mathrm{E}\sigma$) $\hat{i\mathrm{E}}\mathfrak{F}C$o を十分大きくとって

(5.17) $C_{0}> \max(C_{2},$ $\frac{\varphi^{-1}(1)}{C_{1}}$)
となるようにしておく , $C_{0}$ は cube $Q$ や $\epsilon>0$ に無関係な定数. 又, $\tilde{\Phi}(t)=\int_{0}^{t}\varphi^{-1}$ ( s) $ds\leq$

$t\varphi^{-1}$ (t) だから,

$\int_{Q}\tilde{\Phi}$ ( $\frac{w(Q)}{C_{0}|Q|w(x)}$) $w(x)dx$

$\leq\int_{Q}\varphi^{-1}(\frac{w(Q)}{C_{0}|Q|w(x)})\cdot\frac{w(Q)}{C_{0}|Q|w(x)}\cdot w(x)dx$

$= \frac{w(Q)}{C_{0}|Q|}\int_{Q},-1$ $( \frac{w(Q)}{C_{0}|Q|w(x)})dx$

よって, 次の不等式が得られる.

$\int_{Q}\tilde{\Phi}(\frac{w(Q)}{C_{0}|Q|w(x)})w(x)dx\leq\frac{w(Q)}{C_{0}|Q|}\cdot\int_{Q}\varphi^{-1}(\frac{1}{\frac{}{c}w_{0}[perp] Q\lrcorner,|Q|}\cdot\frac{1}{w(x)})dx$

ここで, (5.16) の不等式で, $\epsilon=\frac{C_{0}}{w}(Q\cup Q)$ と置く, このとき

$\int_{Q}\tilde{\Phi}(\frac{w(Q)}{C_{0}|Q|w(x)})w(x)dx$

$\leq\frac{w(Q)}{C_{0}|Q|}\cdot\frac{|Q|}{C_{1}}\cdot\varphi^{-1}(\frac{w(Q)}{C_{0}|Q|}\cdot\frac{C_{2}|Q|}{w(Q)})=\frac{w(Q)}{C_{0}C_{1}}\cdot\varphi^{-1}(\frac{C_{2}}{C_{0}})$

このとき, (5.17) より, $0<C_{2}/C_{0}<1$ で $\varphi^{-1}(1)/C_{0}C_{1}<1$ だから次の不等式が得られる.

$\int_{Q}\tilde{\Phi}(\frac{w(Q)}{C_{0}|Q|w(x)})w(x)dx\leq\frac{w(Q)}{C_{0}C_{1}}\varphi^{-1}(1)\leq w(Q)$ .

よって, Theorem 5.4 及び (5.10) より w\in B。がわかった. 口

次に, 我々は今までの問題の逆を考える. 即ち, 次のような問題を考える.

【問題】関数 $w$ (x) を B。の任意の weight とする. Young function $\Phi(t)$ がどのような
条件を満たせば $w(x)\in A_{\Phi}^{e}$ となるか?

このことについては, Fiorenza [Fi] の論文の中でいくつかの結果が与えられている. 彼
の論文の中では Young function $\Phi$ の right derivative $\varphi$ の連続性が仮定されている. こ
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こでは $\varphi$ の連続性を仮定しなくとも同様の結果が成立することを示す- はじめに次の定
義を与える.

Definition 5.8. 関数 $\Phi$ をひとつの Young function とする. $\Phi\in\Delta’$ であるとは, あ

る正の定数 $C>0$ が存在して,

(5.18) $\Phi(st)\leq C\Phi(s)\Phi(t)$ for all $s,$ $t\geq 0$

が成立することとする.

ここで, $\Delta^{l}$ を満足する Young function $\Phi$ の基本的な性質をまとめておこう.

Lemma 5.10. $\Phi$ をひとつの bung function とする. もし, $\Phi\in\Delta’$ ならば $\Phi\in\Delta_{2}$

が成立する.

Proof. $\Phi\in\Delta’$ とする. このとき, ある正の定数 $C$ が存在して,

$\Phi(st)\leq C\Phi(s)\Phi(t)$ for all $s,t\geq 0$ .
が成立する. ここで, $s=2$ とすると,

$\Phi(2t)\leq C\Phi(2)\Phi(t)$ for a垣 $t\geq 0$

となり, $\Phi\in\Delta_{2}$ がわかった. 口

Remark. $\Phi\in\Delta’$ ならば, $\Phi(t)$ は $t=0$ の近傍で恒等的にゼロになることはない.

Lemma 5.11. $\Phi\in\Delta’$ とする. このとき

(5.19) $\Phi(t)\leq t\varphi(t)\leq C_{1}\Phi(t)$ for all $t\geq 0$ ,

が成立する. ここで, $C_{1}=C\Phi$ (2) であって, 定数 $C>0$ は不等式 (5.18) の中の定数で
ある.

Proof. $\Phi(t)$ が $\Delta^{l}$ 条件を満足することから次のことがわかる.

$\Phi$ (t) $=$ $\int_{0}$

’

$\varphi$ (s)ds $\leq t\varphi(t)\leq\int_{t}^{2i}\varphi$ (s) $ds$

$\leq$ $\int_{0}^{2t}\varphi$ (s)ds $=\Phi(20\leq C\Phi(2)\Phi(t)$

よって Lemma が証明された. 口

Lemma 5.12. $\Phi$ を Young function として, その right $der\dot{\mathrm{u}}vative$ を $\varphi$ とする. もし,
$\Phi\in\Delta’$ ならば $\varphi\in\Delta’$ である. すなわち

(5.20) $\varphi(st)\leq C_{2}\varphi(s)\varphi(t)$ for all $s,t\geq 0$ ,

ここで, $C_{2}=CC_{1}=C^{2}$ \Phi (2), であり $C$ は不等式 (5.18) の中の定数である.
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Proof. $C_{1}=C\Phi$ (2) とするとき, Lemma 5.垣の (5.19) より,

$\Phi$ (so $\leq$ $\frac{C_{1}\Phi(st)}{st}\leq\frac{C_{1}C\Phi(s)\Phi(t)}{st}$

$=$ $CC_{1} \cdot\frac{\Phi(s)}{s}\cdot\frac{\Phi(t)}{t}\leq CC_{1}\cdot\frac{s\varphi(s)}{s}\cdot\frac{t\varphi(t)}{t}$

$=$ $CC_{1}\varphi(s)\varphi(t)=C^{2}\Phi(2)\varphi(s)\varphi(t)1$

よって, $\varphi(t)$ もまた $\Delta’$ 条件を満足することがわかった. $\square$

Remark. $\varphi\in\Delta’$ より $\varphi$ は $t=0$ の近傍で恒等的にゼロにはならない.

今後の論議の中でたいへん重要な役割を果たす次の Lemma を与えておく. これはBagby
[Ba] の中で与えられている.

Lemma 5.13 (Bagby). 関数 $\Phi$ をひとつの Young function とする. このとき, 区間
$[0, \infty)$ 上で定義された continuous nondecreasing function $g(t)\geq 0$ で次の性質を持つも
のが存在する.

(5.21) $\tilde{\Phi}$ (g(t)) $\leq tg(t)\leq\tilde{\Phi}$ (2g(t)) for all $t\geq 0$ ,

(5.22) $2 \Phi(\frac{t}{2})\leq tg(t)\leq\Phi$ (20 for all $t\geq 0$ .

ここではこの Lemma を利用して, いくつかの結果を与える.

Lemma 5.14. $\Phi$ をひとつの Young function として, $\Phi$ の right derivative を $\varphi_{\mathrm{Z}}$

Lemma 5.13 の中の関数を $g$ (t) とする. このとき

(5.23) $\frac{1}{2}\varphi(\frac{t}{4})\leq g(t)\leq 2\varphi(2t)$ for all $t\geq 0$

が成立する.

Proof. はじめに, (5.23) の右側の不等式を示す- (5.22) の第 2 の不等式より次の結
果がわかた.

$tg(t)\leq\Phi$ ( $20= \int_{0}^{2t}\varphi$ (s)ds $\leq(2t)\varphi(2t)$ .

よって, $t>0$ のとき $g(t)\leq 2\varphi(2t)$ となる. また, $g$ (t) は $t=0$ で連続で, $\varphi(t)$ は $t=0$

で右連続だから $tarrow 0$ として $g(0)\leq 2\varphi(0)$ が得られる. よって $g(t)$ $\leq 2\varphi(2t)$ がすべての
$t\geq 0$ が成立することがわかった.
次に, (5.23) の左側の不等式を示す. (5.22) の左側の不等式より次の不等式が得られる.

$tg(t) \geq 2\Phi(\frac{t}{2})=2\int_{0}^{t/2}\varphi(s)ds\geq 2\int_{t/4}^{t/2}\varphi(s)ds\geq 2\Gamma\frac{t}{4}\cdot\varphi(\frac{t}{4})$
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よって, $t>0$ のとき, $g(t)\geq(1/2)\varphi(t/4)$ が成立することがわかった. 又, $g(t)$ の連続
性と $\varphi(t)$ の右連続性より, $tarrow 0$ として, $g(0)\geq(1/2)\varphi(0)$ となり, $t=0$ でも成立する
ことがわかった. 以上により (5.23) が示された. $\square$

Lemma 5.15. $\Phi$ をひとつの YOun9 function とし, その complementary Ybung func-
tion $\overline{\Phi}$ の right derivative を $\varphi^{-1}$ とする. , Lemma 5.13 の中の関数を $g$ (t) の right
derivative を $g^{-1}(t)$ とする. このとき

(5.24) $\varphi^{-1}(s)\leq 2g^{-1}(2s)$ for all $s\geq 0$

が成立する.

Proof. Lemma 5.13 の不等式 (5.21) の第 1 の不等式より,

$tg(t)$ $\geq$
$\tilde{\Phi}$ (g(t)) $= \int_{0}^{g}(t)\varphi^{-1}$ 0)ds

$\geq$ $\int_{g(t)/2}^{g(t)}\varphi^{-1}(s)ds\geq\frac{g(t)}{2}$ . $\varphi^{-1}(\frac{g(t)}{2})$

よって, 次の不等式が得られた.

(5.25) $tg(t) \geq\frac{g(t)}{2}\cdot\varphi^{-1}(\frac{g(t)}{2})$ f$\mathrm{o}$r all $t\geq 0$ .

ここで, $g(t)/2=s$ と置く. 関数 $g(t)$ は単調増加だから, $\lim_{tarrow 0+}g(t)/2$ が存在するの
で, その値を $s_{0}$ と置ぐ 即ち, $s_{0}= \lim_{tarrow 0+}g(t)/2$ .

(i) $s_{0}=0$ のとき, もし $g(t)/2=s>0$ ならば, (5.25) より $\varphi^{-1}(s)\leq 2t$ . また,
$g^{-1}(2s)=g^{-1}(g(t))\geq t$ . よって, $\varphi^{-1}(s)\leq 2g^{-1}$ (2s) となる.
また, (5.22) の第 1 の不等式と $\Phi$ が Young function である性質 (2.4) より

$g(t) \geq\frac{\Phi(\frac{t}{2})}{\frac{t}{2}}arrow+\sim$

だから, $s$ の値はすべての正の値を取りうる. また, $\varphi^{-1}$ と $g^{-1}$ は共に右連続だから

$\varphi^{-1}(0)=\lim_{sarrow 0+}\varphi^{-1}(s)\leq\lim_{sarrow 0+}2g^{-1}(2s)=2g^{-1}(0)$ .

よって, $\varphi^{-1}(s)\leq 2g^{-1}$(2s) がすべての $s\geq 0$ で成立する.
(ii) $s_{0}>0$ のとき. $g(t)/2=s>s_{0}$ ならば (5.25) より $\varphi^{-1}(s)\leq 2t$ . また, $g^{-1}(2s)=$

$g^{-1}(g(t))\geq t$ . よって $\varphi^{-1}(s)\leq 2g^{-1}$ (2s) となることがわかった. 又, $g(t)arrow\infty$ であった
から, $s>s_{0}$ なるすべての $s$ {こ対して $\varphi^{-1}(s)\leq 2g^{-1}$ (2s) が成立する.
次に, $0\leq s\leq s_{0}$ のとき, (5.25) で $tarrow 0+$ とすると, $g(t)$ の連続性と, $\varphi^{-1}$ の右連

続性より,

$0 \geq\frac{g(0)}{2}\cdot\varphi^{-1}(\frac{g(0)}{2})=\frac{g(0)}{2}\cdot\varphi^{-1}(s_{0})\geq 0$

$g(0)=2s_{0}>0$ だから $\varphi^{-1}(s_{0})=0$ . よって, l $eqs$ $\leq s_{0}$ のとき $\varphi^{-1}(s)=0$ . よって
$\varphi^{-1}(s)\leq 2g^{-1}$ (2s) が成立する. 以上によりすべての $s>0$ に対して (5.24) が成立するこ
とがわかった. 口
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Lemma 5.16. 関数 $\Phi$ をひとつの Young function とし, $\Phi$ の complementary Young
function を $\tilde{\Phi}$ とする. 今, $\overline{\Phi}\in\Delta’$ と仮定する. 即ち, ある正の数 $C>0$ が存在して,
次の不等式

$\tilde{\Phi}(st)\leq C\tilde{\Phi}(s)\tilde{\Phi}(t)$ for all $s,$ $t\geq 0$ .

が成立するならば,

(5.26) $\frac{1}{w(Q)}\int_{Q}\tilde{\Phi}]u(x)|)w(x)dx\leq C\tilde{\Phi}(||u||_{\tilde{\Phi},w,Q})$ for all $u$

が成り立つ.

Remark. この Lemma では $\Phi$ が $\Delta_{2}$ 条件を満たすことを仮定していない. よって,
$\varphi(t)=0$ in a n.b.d of zero でもよい.

Proof. $||u||_{\tilde{\Phi},w,Q}=0$ なら, $Q$ 上で $u=0$ なので, $\tilde{\Phi}(0)=0$ より (5.26) は自明なの
で, 我々は, $0<||u||_{\tilde{\Phi},w,Q}$ く十 $\infty$ として示す- $\overline{\Phi}\in\Delta’$ だから,

$\frac{1}{w(Q)}7\tilde{\Phi}$ ( $|$ u(x) $|$ ) $w(x)dx$

$= \frac{1}{w(Q)}\int_{Q}\overline{\Phi}(||u||_{\tilde{\Phi},w,Q}\cdot\frac{|u(x)|}{||u||_{\tilde{\Phi},w}\rho})w(x)dx$

$\leq\frac{1}{w(Q)}\int_{Q}C\cdot\tilde{\Phi}$( $||$ u $||_{\overline{\Phi}}$ ,w,Q) $\overline{\Phi}(\frac{|u(x)|}{||u||_{\tilde{\Phi},w,Q}})w(x)dx$

$=C\cdot\tilde{\Phi}$ ( $||$ u $||_{\tilde{\Phi}}$ ,w,Q) $\int_{Q}\tilde{\Phi}(\frac{|u(x)|}{||u||_{\tilde{\Phi},w,Q}})\frac{w(\dot{x})}{w(Q)}dx$

$=C\cdot\overline{\Phi}$ ( $||$ u $||_{\tilde{\Phi}}$ ,w,Q). $1=C\cdot\tilde{\Phi}$ ( $||$ u $||_{\tilde{\Phi}}$ ,w,Q)

となり, (5.26) が示された. 口

Lemma 5.17. 関数 $\Phi$ をひとつの Youngfunction として, $\Phi$ の complementary Young
function を $\tilde{\Phi}$ とする. 今, $\tilde{\Phi}\in\Delta’$ と仮定する. もし, w\in B。ならば, ある十分小さな
$\epsilon_{1}>0$ を選んで,

(5.27) $\frac{\epsilon_{1}}{|Q|}\int_{Q}\varphi^{-1}(\frac{1}{w(x)})dx\leq\varphi^{-1}(||\frac{1}{w}||_{\tilde{\Phi},w,Q})$ for every cube $Q\subseteq R^{n}$

ここで, 定数 $\epsilon_{1}$ は $\epsilon_{1}=1/(CC_{1}H)$ でとれる. $C>0$ は (5.18) の中の定数であり,
$C_{1}=C\tilde{\Phi}(2),$ $H$ は (5.24) の右辺の定数を意味する.

Proof. (注意) 証明を始める前に, 一つの注意を与えておぐ 上の Lemma では, 関
数 $\Phi$ の $\Delta_{2}$ 条件は仮定されていない. また, $\varphi(t)$ は $t=0$ の近傍で恒等的に zero でもよ
い. 更に, $\varphi(t)$ の $[0, \infty)$ での連続性も仮定しない.
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さて, Lemma の証明をしよう. $Q$ を任意の cube とする. 仮定より, $\tilde{\Phi}\in\Delta’$ であるか
ら次の不等式が成立する.

$s \varphi^{-1}(s)\leq\int_{s}^{2}$

s
$\varphi^{-1}(u)du\leq\tilde{\Phi}(2s)\leq C\tilde{\Phi}(2)\tilde{\Phi}(s)$ ,

ここで, 定数 $C$ は (5.18) の不等式の中に現れる定数である. 次に, $C_{1}=C\Phi$\tilde (2) と置く
とき次の不等式が成立する.

(5.28) $\varphi^{-1}(s)\leq\frac{C_{1}\tilde{\Phi}(s)}{s}$ for all $s>0$ .

ここで一つ注意を与えておぐ $\tilde{\Phi}\in\Delta’$ だからとくに $\tilde{\Phi}\in\Delta_{2}$ となる. よって, $\tilde{\Phi}$ は $t=0$

の近傍で恒等的にゼロになることはない. よって, $\tilde{\Phi}(2)>0$ . よって $C_{1}>0$ ととれる.
よって, (5.28) より次の不等式が得られる.

$\frac{1}{|Q|}\int_{Q}\varphi^{-1}(\frac{1}{w(x)})dx$ $\leq$
$\frac{1}{|Q|}\int_{Q}C_{1}\frac{\tilde{\Phi}(\frac{1}{w(x)})}{\frac{1}{w(x)}}dx$

$=$ $\frac{C_{1}}{|Q|}\int_{Q}\tilde{\Phi}(\frac{1}{w(x)})w(x)dx$ .

よって, Lemma 5.15 より次の不等式が得られる.

$\frac{1}{|Q|}\int_{Q}\varphi^{-1}(\frac{1}{w(x)})dx$ $\leq$ $\frac{C_{1}}{|Q|}\int_{Q}\tilde{\Phi}(\frac{1}{w(x)})w(x)dx$

$=$ $C_{1} \cdot\frac{w(Q)}{|Q|}\cdot\frac{1}{w(Q)}\int_{Q}\tilde{\Phi}(\frac{1}{w(x)})w(x)dx$

$\leq$ $C_{1} \cdot\frac{w(Q)}{|Q|}\cdot C\cdot\tilde{\Phi}(||\frac{1}{w}||_{\tilde{\Phi},w,Q})$

$\leq$ $CC_{1} \cdot\frac{w(Q)}{|Q|}\mathrm{t}||\frac{1}{w}||_{\overline{\Phi},w,Q}|\varphi^{-1}(||\frac{1}{w}||_{\tilde{\Phi},w,Q})$

仮定より, $w\in B_{\Phi}$ だから Theorem 5.4 より (5.9) の不等式が成立するのて, ある正数
$H>0$ が存在して,

$\frac{w(Q)}{|Q|}1||\frac{1}{w}||_{\tilde{\Phi},w,Q}\leq H$ for all cubes $Q\subseteq R^{n}$

よって, 次の不等式が得られた.

$\frac{1}{|Q|}\int_{Q}\varphi^{-1}.(\frac{1}{w(x)})dx\leq CC_{1}H\varphi-1(||\frac{1}{w}||_{\tilde{\Phi},w,Q})$

両辺を $CC_{1}H$ で割って, $\epsilon_{1}=1/CC$1H と置けば, 証明すべき不等式 (5.27) が得ら
れる. 口

Theorem 5.18. 関数 $\Phi(t)$ をひとつの Young function とする. $\tilde{\Phi}\in\Delta’$ と仮定する.
このとき, $B_{\Phi}\subseteq A_{\Phi}^{e}$ が成立する.
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Proof. (注意) この定理でも, $\Phi\in\Delta_{2}$ は仮定しない. 更に, $\varphi(t)>0(t>0)$ も仮
定しない. $\varphi(t)$ の $[0, \infty)$ での連続性も仮定しない.
さて, w\in B。とする. このとき Lemma 5.17 より, すべての cube $Q\subseteq R^{n}$ に対して

次の不等式が成立する.

$\frac{1}{CC_{1}H}$ . $\frac{1}{|Q|}\int_{Q}\varphi^{-1}(\frac{1}{w(x)})dx\leq\varphi^{-1}(||\frac{1}{w}||_{\tilde{\Phi},w,Q})$

$s\geq 0$ を任意に与える. Lemma 5.13 の中の関数 $g(t)$ を考える. このとき, (5.23) と
(5.24) より,

(5.29) $\varphi(\frac{1}{4}$ ‘ $\frac{1}{2}\varphi^{-1}(s))\leq\varphi(\frac{1}{4}\cdot g^{-1}(2s))\leq 2\cdot g(g^{-1}(2s))$ .

また, 仮定より $\tilde{\Phi}\in\Delta’$ たから, Lemma 5.12 より, $\varphi^{-1}\in\Delta^{-1}$ となる. よって, Lemma
5.10 より $\varphi^{-1}\in\Delta_{2}$ となる. よって $\varphi^{-1}$ (t) は $t=0$ の近傍で恒等的にゼロにならない.
よって, $tarrow 0$ のとき $\varphi(t)arrow 0$ となる. よって Lemma 5.14 より $\lim_{tarrow+0}g(t)=0$ とな
る. 更に, $g(t)$ が $[0, \infty)$ で連続だから,

(5.30) $g$ ( $g^{-1}$ (2s)) $=2s$ for every $s\geq 0$

よって, (5.29) と (5.30) より,

(5.31) $\varphi(\frac{1}{8}\varphi^{-1}(s))\leq 4s$ for every $s\geq 0$

よって, (5.31) より

(5.32) $\varphi(\frac{1}{8}\cdot\frac{1}{CC_{1}H}\cdot\frac{1}{|Q|}\int_{Q}\varphi^{-1}(\frac{1}{w(x)})dx)$ $\leq$ $\varphi(\frac{1}{8}\dot{\varphi}^{-1}(||\frac{1}{w}||_{\tilde{\Phi},w,Q}))$

$\leq$ $4|| \frac{1}{w}||_{\tilde{\Phi}}$

,w,Q

よって, (5.32) 及び, w\in B。であることと, 定数 $H$ の定め方より,

$( \frac{1}{|Q|}\int_{Q}w(x)dx)\varphi(\frac{1}{8}\cdot\frac{1}{CC_{1}H}$ . $\frac{1}{|Q|}\int_{Q}\varphi^{-1}(\frac{1}{w(x)})dx)$

$\leq$ $\frac{w(Q)}{|Q|}\cdot 4\cdot||\frac{1}{w}||_{\overline{\Phi},w,Q}\leq 4H$

よって, すべての cube $Q\subseteq R^{n}$ について

$( \frac{1}{|Q|}\int_{Q}w(x)dx)\varphi(\frac{1}{8}\cdot\frac{1}{CC_{1}H}\cdot\frac{1}{|Q|}\int_{Q}\varphi^{-1}(\frac{1}{w(x)})dx)\leq 4H$

となり, (5.9) が $\epsilon=1$ の場合に成立することがわかった.
次に, 一般の $\epsilon>0$ の場合を考える. 今までの議論の中で $w$ (x) の変わりに $\epsilon w$ (x) を

考える. $Q$ を任意の cube とする. Lemma 5.17 の証明と同様にして (5.28) より次の不等
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式が成立する.

$\frac{1}{|Q|}\int_{Q}\varphi^{-1}(\frac{1}{\epsilon w(x)})dx$ $\leq$ $\frac{C_{1}}{|Q|}\int_{Q}\tilde{\Phi}(\frac{1}{\epsilon w(x)}$ ) $\epsilon w(x)dx$

$=$ $C_{1} \cdot\frac{\epsilon w(Q)}{|Q|}$ . $\frac{1}{\epsilon w(Q)}\int_{Q}\tilde{\Phi}(\frac{1}{\epsilon w(x)})\epsilon w(x)dx$

$\leq$ $C_{1} \cdot\frac{\epsilon w(Q)}{|Q|}\cdot C\cdot\tilde{\Phi}(||\frac{1}{\epsilon w}||_{\tilde{\Phi},\epsilon w,Q})$

$=$ $CC_{1} \cdot\frac{\epsilon w(Q)}{|Q|}\cdot\tilde{\Phi}(||\frac{1}{\epsilon w}||_{\tilde{\Phi},\epsilon w,Q})$

ここで, 一般的に, ノルム $||$ $||_{\tilde{\Phi}}$

,w,Q の定義より $r$,

$||$f $||$ i,$\epsilon w$ ,Q
$= \inf${ $\lambda>0$ : $\frac{1}{\epsilon w(Q)}\int_{Q}\tilde{\Phi}(\frac{|f(x)|}{\lambda})\epsilon$w(x)dx $\leq 1$ }

$= \inf\{\lambda>0 : \frac{1}{w(Q)}\int_{Q}\tilde{\Phi} (\frac{|f(x)|}{\lambda}) w(x)dx\leq 1\}$

$=$ $||$ f $||_{\tilde{\Phi}}$

,w,Q

よって, 次の不等式を得る.

$\frac{1}{|Q|}\int_{Q}\varphi^{-1}(\frac{1}{\epsilon w(x)})dx$ $\leq$ $CC_{1} \cdot\frac{\epsilon w(Q)}{|Q|}\cdot\tilde{\Phi}(||\frac{1}{\epsilon w}||_{\tilde{\Phi},ew,Q})$

$=$ $CC_{1} \cdot\frac{\epsilon w(Q)}{|Q|}\cdot\tilde{\Phi}(||\frac{1}{\epsilon w}||_{\overline{\Phi},w,Q})$

$\leq$ $CC_{1} \cdot\frac{\acute{\circ}w(Q)}{|Q|}$ . $|| \frac{1}{\epsilon w}||_{\tilde{\Phi},w,Q}$ . $\varphi^{-1}(||\frac{1}{\epsilon w}||_{\tilde{\Phi},w,Q})$

$=$ $CC_{1} \cdot\frac{w(Q)}{|Q|}\circ||\frac{1}{w}||_{\overline{\Phi},w,Q}\cdot\varphi^{-1}(||\frac{1}{\epsilon w}||_{\tilde{\Phi}}$

,w,Q

$)$

また, 仮定より, w\in B。だから, Theorem 5.8 より, (5.9) の不等式が成立するので, あ
る正の定数 $H>0$ が存在して

$\frac{w(Q)}{|Q|}1||\frac{1}{w}||_{\overline{\Phi},w,Q}\leq H$ for all cubes $Q\subseteq R^{n}$

ここで, $H$ は $\tilde{\Phi},$

$w$ に依存するが, $Q$ や $\epsilon>0$ に依存しない. よって, 次の不等式が得ら
れる.

$\frac{1}{|Q|}\int_{Q}\varphi^{-1}(\frac{1}{\epsilon w(x)})dx\leq CC_{1}H\varphi-1(||\frac{1}{\epsilon w}||_{\overline{\Phi},w,Q})$ for all cubes $Q\subseteq R^{n}$
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よって, 次の結果が成立する.

$\frac{1}{CC_{1}H}\cdot\frac{1}{|Q|}\int_{Q}\varphi^{-1}(\frac{1}{\epsilon w(x)})dx\leq\varphi^{-1}(||\frac{1}{\epsilon w}||_{\overline{\Phi},w,Q})$ for all cubes $Q\subseteq R^{n}$

さて, $s\geq 0$ を任意に与える. Lemma 5.13 の中の関数 $g(t)$ を選ぶ. このとき, (5.23)
と (5.24) より

(5.33) $\varphi(\frac{1}{4}$ ’ $\frac{1}{2}\varphi^{-1}(s))\leq\varphi(\frac{1}{4}\cdot g^{-1}(2s))\leq 2\cdot g(g^{-1}(2s))$

が得られる. また, 仮定より $\tilde{\Phi}\in\Delta^{t}$ だから, Lemma 5.12 より $\varphi^{-1}\in\Delta^{-1}$ . よって,

Lemma 5.10 より $\tilde{\Phi}\in\Delta_{2}$ となる。 よって, $\varphi^{-1}$ (t) は $t=0$ の近傍で恒等的 [こゼロになる

ことはない。 よって, $\lim_{tarrow 0+}\varphi(t)=0$ となることがわかる。 よって, Lemma 5.14 より,
$\lim_{tarrow 0+}g(t)=0$ となる. 更に, $g(t)$ 力 $\grave{\grave{>}}$

$[0, \infty)$ で連続だ力 1ら,

(5.34) $g(g^{-1}(2s))=2s$ for every $s\geq 0$

よって, (5.33) と (5.34) より

(5.35) $\varphi(\frac{1}{8}\varphi^{-1}(s))$ for every $s\geq 0$

となる. よって, (5.35) より次の結果が得られる。

(5.36) $\varphi(\frac{1}{8}\cdot\frac{1}{CC_{1}H}\cdot\frac{1}{|Q|}\int_{Q}\varphi^{-1}(\frac{1}{\epsilon w(x)})dx)$ $\leq$ $\varphi(\frac{1}{8}\cdot\varphi^{-1}(||\frac{1}{\epsilon w}||_{\overline{\Phi}}$

,w,Q
$))$

$\leq 4\subset||\frac{1}{\epsilon w}||_{\tilde{\Phi}}$

,w,Q

$\leq$ $\frac{4}{\epsilon}\mathrm{Q}||\frac{1}{w}||_{\tilde{\Phi},w,Q}$

よって, w\in B。だから,

$( \frac{1}{|Q|}\int_{Q}\epsilon w(x)dx)\varphi(\frac{1}{8}\cdot\frac{1}{CC_{1}H}\cdot\frac{1}{|Q|}\int_{Q}\varphi^{-1}(\frac{1}{\epsilon w(x)})dx)$

$\leq$ $\frac{1}{|Q|}\cdot\epsilon$w(Q)( $\frac{4}{\epsilon}|||\frac{1}{w}||_{\overline{\Phi}}$

,w,Q

$=$ $\frac{4\cdot w(Q)}{|Q|}||\frac{1}{w}||_{\overline{\Phi},w,Q}$ $\leq 4H$

よって,

( $\frac{1}{|Q|}\int_{Q}\epsilon$ w(x)dx) $\varphi(\frac{1}{8CC_{1}H}\cdot\frac{1}{|Q|}\int_{Q}\varphi^{-1}(\frac{1}{\epsilon w(x)})dx)\leq 4H$

がすべての cubes $Q$ と $\epsilon>0$ について成立する. ここで, 定数 $1/8C$C1H と $4H$ は
$\epsilon>0\square$

に無関係な定数であることを注意しておぐ よって $w\in A_{\Phi}^{e}$ が示された.
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この節の最後に興味深い結果を一つ与える.

Definition 5.9. 関数 $w$ (x) が $R^{n}$ 上のの $A_{1}$ -weight $(w\in A_{1})$ であるとは, ある正の
定数 $C$ が存在して,

$\frac{1}{|Q|}\int_{Q}w(y)dy\leq C\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}\inf_{x\in Q}w(x)$ for all cubes $Q\subseteq R^{n}$

が成立するときと定める.

また, 関数 $a$ (s), $b$ ( s) は $[0, \infty)$ 上で定義された positive continuous function で次の条
件を満たすものとする.

(5.37) $a(s)>0$ , $b(s)>0$ if $s>0$ and $a(0)=b(0)=0$ ;

(5.38) $\int_{0}^{1}\frac{a(s)}{s}ds<+\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT},$ $\int_{1}$1$s)ds=+\ovalbox{\tt\small REJECT} 0;$

(5.39) $b(s)$ は nondecreasing $\vee C^{\backslash }\backslash$

$\lim_{sarrow\infty}b(s)=+\infty$

関数 $\Phi(t)$ と $\Psi(t)$ を次のように置く.

(5.40) $\Phi(t):=\int_{0}^{t}a$(s)ds, $\Psi(t):=\int_{0}^{t}b$ (8)dS for $t\geq 0$ .

次の不等式を考える.

(5.41) $\int_{0}^{t}\frac{a(s)}{s}ds\leq C_{1}b(C_{2}t)$ for all $t>0$ ,

(5.42) $\int_{R^{n}}\Phi(Mf(x))w(x)dx\leq C_{3}\int_{R^{n}}\Psi$ (C$4|$f$(x)\mapsto w(x)dx$ for all $f\in L_{w}^{\Psi}(R^{n})$

我々は次の結果を得る.

Theorem 5.19. 上の性質 (5.37) から (5.42) を満足するすべての関数 $a(s),$ $b(s),$ $\Phi(t)_{J}$

$\Psi(t)$ に対して, (5.41) ならば (5.42) が戒立するための必要十分条件は, $w\in A_{1}$ となる
ことである.

最後の定理の証明の中では, $B_{\Phi}$ weight の概念が重要な役割を果たす, 詳しくは [Ki] を
参考にしてほしい.
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