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Let $y(P_{i})$ be the group of the (equivalence class of) automorphisms of the Lebesgue
space $(\Omega, \mathscr{B}, P_{i})$ , $i=1,2$ . Then $y(P_{i})$ is a complete separable metrizable topological group
with respect to the weak topology. Let $G_{i}$ be a connected subgroup of $y(P_{i})$ . Suppose
that $P_{i}$ is $G_{i}$-ergodic and the following conjugacy is satisfied:

$\forall T\in G_{1}$ , $T\mathrm{o}G_{2}\circ T^{-1}\subset y(P_{2})$

$\forall S\in G_{2},$ $S\circ G_{1}\circ S^{-- 1}\subset$ !(P1).

Then it follows that either $P_{1}\sim P_{2}$ (equivalent) or $P_{1}1P_{2}$ (singular).

1 導入と準備
本論文では, ポーランド空間上のある作用群について準不変かつエルゴード的な確率測

度についての, 二分定理を示す
$\mu,$ $\nu$ を可測空間 $(\Omega, \mathscr{B})$ 上の確率測度とする. $\mu$ が $\nu$ に関して絶対連続 $(\mu<<\nu)$ とは任

意の $A\in \mathscr{B}$ に対して $\nu(A)=0$ ならば $\mu(A)=0$ となること, $\mu$ と $\nu$ が同値 $(\mu\sim\nu)$ とは

$\mu$ と $\nu$ が互いに絶対連続であることをいう. $\mu$ と $\nu$ が特異 $(\mu[perp]\nu)$ とはある $A\in \mathscr{B}$ に対

して $\mu(A)=0$ かつ $\nu(A^{c}.)=0$ が成り立つことである.
$(\Omega, \mathscr{B})$ の 2 つの確率測度について必ず同値か特異のいずれかが成り立つことを示す定

理を二分定理という. 角谷 [4] は角谷の二分定理と呼ばれる次の定理を示した.

Theorem 1(Kakutani’s dichotomy(1948)) $\mu_{k},$ $\nu_{k}$ を確率空間列 $(\mathrm{f}l_{k}, (Td_{k})$ 上に定義

された確率測度とし, $\mu=\prod\mu\infty$
k, $\nu=\prod\nu$k をそれぞれ

$\mathrm{f}l=\prod \mathrm{f}\infty$lk 上の無限直積確率測
$k=1$ $k=1$ $k=1$
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度とする. このとき任意の $k$ に対して $\mu_{k}\sim\nu_{k}$ ならば $\mu\sim\nu$ か $\mu[perp]\nu$ のいずれかが成り
立つ.

また Brown and Dooley[1] は加群 $Z_{\ell(i)}=\{0,1, \ldots, \ell(i)-1\},$ $i\geq 1$ の無限直積空間
$X:=$ \Pi 二 1 z,。) 上の $\mathrm{G}$-measure に関する二分定理を, 岡崎 [5] はベクトル空間のある部分
空間に関するエルゴード的準不変測度の二分定理を示した. 我々の結果はこれら一連の研
究の延長上に続くものである.
ます必要な定義を導入する. $\Omega$ をポーランド空間, すなわち完備可分距離空間とし,

$(\Omega, \mathscr{B}, P)$ を確率空間とする.

Definition 2 (Automorphism) $T:\Omegaarrow\Omega$ が次の条件 1,2 を満たすとき automorphsm
であるという.

1. ある $N,$ $N’\in \mathscr{B}$ が存在して $P(N)=P(N’)=0$ かつ
$T$ : $\Omega\backslash Narrow\Omega\backslash N’$ が全単射, 両可測.

2. $T(P)\sim P(T^{-1}(P)\sim P)$ である. ただし $T$ (P)(A) $:=(P\circ T^{-1})$ (A), $A\in d\mathit{6}$

Lemma 3 $G$ (P) を $(\Omega, \mathscr{B}, P)$ 上の automorphism 全体とすると, $G$ (P) は群である.

Proof 単位元: 恒等写像 $I$ , 逆元: 逆写像

Definition 4 ( $G$-ergodic) $G\subset G$(P) とする. このとき任意の $A\in da-$ について任意の
$T\in G$ に対して $P$ (A $\triangle T^{-1}(A)$ ) $=0\Rightarrow P(A)=1$ or 0 が成り立つとき $P$ は G-ergodic
であるという.

2 automorphismのなす群の位相
この章では Halrnos[2],Tu1cea[3] に従い $G$ (P) に位相を導入する. ます $G$ (P) の同値関係

を定義する.

Definition 5 $S,$ $T\in G$ (P) に対して $P(\{\omega : S(\omega)\neq T(\omega)\})=0,$ $\omega\in\zeta$? が成り立つとき
$S\sim T$(mod0) とする.

ここで定義される $\sim$ は同値律を満たす

Fact 6 $G$ (O の群構造は, $\sim(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 0)$ と両立する.

Proof すなわち T\sim T’-. $S\sim S’$ (mod0)
$\Rightarrow T-1_{\sim}$ T’-1, $T\circ S\sim T’\circ S’$ (Inod 0)

以後, 商空間 $y(P):=G(P)/\sim$ を考える. ここで $T$ : $\Omegaarrow\zeta$] に対して $\tilde{T}$ : $L_{1}(\mathrm{f}2)arrow L_{1}(\Omega)$

を対応させる.
$( \overline{T}f)(\omega):=f(T^{-1}\omega)\cdot\frac{dT(P)}{dP}(\omega)$
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とすると $\tilde{T}f$

| と $f$ は $L_{1}$ isometry, すなわち $||\tilde{T}f||_{L_{1}}=||f\cdot||_{L_{1}}$ となり $\ovalbox{\tt\small REJECT}(L_{1}, L_{1})$ の強位相

を $y$ (P) 上に誘導でき, $T_{0}\in\ovalbox{\tt\small REJECT}(P)$ の近傍は

$V$ (T0) $:=$ { $T|$ ||Tムー $T_{0}f_{i}.||<\in \mathrm{i},$ $i$ =1,2, $\ldots,$
$n$ }, $\mathit{6}>0,$ $f$1, . . $tf_{\iota}..,\in L_{1}$

の形となる. この位相は距離

$d(S, T):= \sum_{1n=1}^{\infty}\frac{1}{2^{n}}\{||\tilde{T}\chi$A$ln-\tilde{S}\chi$A$n|$ $|$ T”$\chi$A$n-S–1\chi$A$n||_{L}$

,
$\}$

ただし $\Lambda=\{A_{n} : n\geq 1\}$ は $\mathscr{B}$ の可算生成元.

の位相と同位相である. すなわち $y(P)$ の位相は距離を入れて位相群にすることができる.
よって $(\mathscr{G}(P), d)$ はポーランド空間となる.

Definition 7 位相空間 $G$ が corlllected とは

$G=A\cup B,$ $A\neq\emptyset,$ $B\neq\emptyset,$ $A\cap B=\emptyset$

のとき $A,$ $B$ のうち一方は開集合ではないことをいう.

Lemma 8 位相群 $G$ が connected のとき $V_{\iota},,:=$ { $S:$ $d$ (S, $I)< \frac{[perp]}{r\iota}$ }, $V_{n}\cap 1_{r\iota}^{\gamma-1}=:U$n とし

たとき

$G=\cup U_{l}^{k},k=1\infty$,

である.

3 Main Theorem
Theorem 8 $P_{1},$ $P_{2}$ を ( $\Omega$ ,閾上の確率測度, $G_{i}\subset y$ (Pi), $i=1,2$ とする. このとき

$\{$

$P_{i}$ : $G_{i}$ -ergodic $(i=1_{1}2)$

$G_{1},$ $G_{2}$ : connected
$\forall T\in G_{1},$ $T\circ G_{2}\circ T^{-1}\subset\ovalbox{\tt\small REJECT}(P_{2})$

(共役 1主)
$\forall S\in G_{2},$ $S\circ G_{1}\circ S^{-1}\subset \mathscr{G}(P_{1})$

ならば $P_{1}\sim P_{2}$ または $P_{1}[perp] P_{2}$ のいずれかが成り立つ.

Theorem 8 の証明に必要な Lemma 9, 10 を次に示す

Lemma 9 $G_{0}\subset G\subset y$ (P) とし, G。は $G$ で稠密とする. このとき $P$ が $C_{7\{)}$-ergodic と $P$

が $G$-ergodic は同 (直である.
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Proof (必要性) 任意の $T\in G$ に対して $P(A\triangle T^{-1}(A))=0$ とする. このとき, 任意の
$T’\in G0$ は $T’\in G$ であるので $P$ (A $\triangle T^{-1}(A)$ ) $=0$ となる. ここで $P$ が $G_{0}$ -ergodic であ
ることから $P(A)=0$ or 1 である.

(十分性) $\forall T\in G_{0}$ について $P$ (A $\triangle T^{-1}(A)$ ) $=0$ とする. $\mathrm{a}\mathrm{u}\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathit{1}1\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{p}\mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{b}^{1}\mathrm{m}$ タリ { $T_{\iota}.$, : $T_{r\iota}\in$

$G_{0}\};T\text{。}$ \rightarrow T をとると任意の $B\in \mathscr{B}$ に対して $P((T_{n}^{-1})(B)\triangle T^{-1}(B))arrow 0$ である. よって

$|$ P(A $\triangle$ T$n-1(A)$ ) $-P(A\triangle \mathrm{I}^{1}-1(A))|\leqq P(T_{n}^{-1}(A)\triangle T^{-1}(A))arrow 0$

から写像 $(G, d)\ni Tarrow P$ (A\triangle $T^{-1}(A)$ ) $\in[0,1]$ は連続. したがって, 任意の $T\in G$ に対し
て $P$ (A $\triangle T^{-1}(A)$ ) $=0$ . $P$ が $G$-ergodic より $P(A)=0$ or 1 である.

Lemma 10 任意の $T\in G$ について $T$ (P) $\sim P$ かつ $P_{2}$ が $G$-ergodic ならば $P2\ll$

$P_{1}$ or $P_{2}[perp] P_{1}$ .

Proof $G_{0}\subset G$ : 可算稠密 ( $y(P_{1})\}\ovalbox{\tt\small REJECT}$ (P2) の両方で稠密) とする. $G_{0}$ の生成する群 $[G_{0}]$

は

$[G_{0}]:=\cup(G_{0}\cup G_{0}^{-1})^{n}n=0\infty$

とおける. $P_{1}(A)=0$ とする. 条件より, 任意の T\in G。は $T\in \mathscr{G}(P_{1})$ であるから
$P_{1}\sim T^{-1}$ (P1) である. よって $P_{1}(A)=0$ ならば $T^{-1}(P_{1})(A)=P_{1}(T(A))=0$ であるのて

$P_{1}([G_{0}](A))=P_{1}(_{\mathit{1}’\in}, \bigcup_{1^{G}0]},T(A))\leqq’\sum_{I^{\mathfrak{l}}\in[G_{0}]}P_{1}(T(A))=0$. $(*)$

また任意の $T\in G_{0}$ について $T^{-1}([G_{0}](A))=[G_{0}](A)$ より $[G_{0}]$ (A) は G0-不変集合であ
る. したがって, 任意の $T\in G_{0}$ について

$\ovalbox{\tt\small REJECT}([G_{0}](A)\triangle T^{-1}([G_{0}](A)))$

$=$ $P_{\mathit{2}}.([G_{0}](A)\triangle[G_{0}](A))=P_{2}(\emptyset)=0$ $(**)$

である. Lemma 9 から $P_{2}$’が $G$-ergodic ならば, $P_{2}$ は $G_{0}$-ergodic であるので $(**)$ より

$P_{2}([G_{0}](A))=0$ or 1 となる.

(i) $\forall A\in \mathscr{B};P_{1}(A)=0$ について $P_{12}([G_{0}](A))=0$ のとき $A\subset[G_{0}](A)$ より.

$\ovalbox{\tt\small REJECT}(A)\leqq P_{2}([G_{0}](A))=0$

である. よって $P_{1}(A)=0$ ならば $P_{2}\mathrm{f}(A)=0$ であるので $P_{2}|\ll P_{1}$ である.

(ii) $\exists A\in \mathscr{B};P_{1}$ (A) $=0$ について $P_{2},$ ([G0](A)) $=1$ のとき, $P_{1}$ (A) $=0$ と $(*)$ より

$P_{1}([G_{0}](A))=0$ がいえる. $P_{2}([G_{0}](A))=1$ より $P_{1}[perp] P_{2}$ である.
(i), (ii) より $P_{2}$ � $P_{1}$ or $P_{1}[perp] P_{2}$’がいえる.

系 11 $P_{1},$ $P_{2}$ : $($ \Omega , $\mathscr{B})$ 上の確率測度
$G\subset 7(P_{\mathrm{I}})\cap \mathrm{V}(P_{2})$ とする. このとき $P_{1},$ $P_{2}$ : $G$-ergodic ならば $P_{1}\sim P_{2}$. または $P_{1}[perp]\ovalbox{\tt\small REJECT}$
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Proof 同様に $\forall T\in G$ について $T(P_{2})\sim P_{2}$ であり, また $P_{1}$ が $G$-ergodic でもあるので
$\ovalbox{\tt\small REJECT}$ � $P_{2}$ または $P_{1}[perp] P_{2}$ となる. よって $P_{1}\sim P\prime z$ または $P_{1}1P_{2}$‘となる.

Proof of Theorem 8 $(1^{\mathrm{o}})$ 任意の $T\in G_{1}$ に対して
$G_{2}\subset y(T(P_{2}.))\cap y(T^{-1}(P_{2}))$

を示す $\forall S\in G_{2}$ に対して $(\Omega, \mathscr{B}, T(P_{2})),$ (\Omega , $\mathscr{B}$ ,
$T^{-1}$ (P2) $)$ 上の automorphism であることを示せばよい. 仮定より全単射, 両可測である.
また $\forall A\in \mathscr{B}$ に対して

$S(T(P_{2}))(A)$ $=$ $T(P_{2}.)(S^{-1}(A))$

$=$ $P_{2}(T^{-1}\circ S^{-1}(A))$

$=$ $P_{2}(T^{-1}\circ S^{-1}\circ T\circ T^{-1}(A))$

$=$ $(T^{-1}\circ S^{-1}\circ T)^{-1}(P_{2}(T^{-1}(A))$

$=$ $(T^{-1}\circ S^{-1}\circ T)^{-1}T(P_{2})(A)$.. $\cdot$ $(T^{-1}\circ S^{-1}\circ T)^{-[perp]}=T^{-1}\circ S\circ T\in 7(P_{2})$ .

よって $S(T(P_{2}))(A)=0\Leftrightarrow T(P_{2}.)(A)=0$

であるから $S(T(P_{2}))\sim T(P_{2}‘)$ .
同様にして $S(T^{-1}(P_{2}))\sim T^{-1}(P_{2})$ . したがって, $\forall T\in G_{1}$ に対して $G_{2}\subset y$ ($T($P2)) $\cap$

$\mathscr{G}(T^{-1}(P_{2}))$ .

$(2^{\mathrm{o}})$ $\forall S\in G_{2}$ について $S(T(P_{2}))\sim T$(P2) であることと $P_{2}$. が $G_{2}|$-ergodic であること
から補題 10 を用いると $P_{2}$ � $T$ (P2)or $P_{\mathit{2}}\mathrm{r}1T$(P2) である. 同様に, $\forall S\in G_{\mathit{2}}$, について

$S(T^{-1}(P_{2}))\sim T^{-1}$ (P2) であることと $P_{2}$, が $G_{2^{-}}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{g}.\mathrm{o}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{c}$
. であることから $P_{2}$‘ � $T^{-1}$ (P2)or

$\ovalbox{\tt\small REJECT}[perp] T^{-1}$ (P2) である. したがって $\forall T\in G_{1}$ について $P_{2}\sim T$ (P2)or $P_{2}.[perp] T$ (P.2).

$(3^{\mathrm{o}})$ 同様に任意の $S\in G_{2}$ について

$P_{1}\sim S$ (P1)or $P_{1}[perp] S$ (P1),

$(4^{\mathrm{o}})\forall T\in G_{1}$ に対して $P_{2}\sim T$ (P2), $\forall S\in G_{2}$ に対して $P_{1}\sim S$ (P1) とする. b\sim T(P�
と, $P_{1}$ が $G_{1}$-ergodic であることから $P_{1}<<P_{2}$ or $P_{1}[perp] P_{1}$ である. また $P_{1}\sim S$ (P1) と, $P_{2}$

が $G_{2}$-ergodic であることより $P_{2}$ � $P_{1}$ or $P_{1}[perp] P_{\mathit{2}}$. である. よって $P_{1}\sim P_{2}$.or $P_{1}[perp] P_{2}$ .
$(5^{\mathrm{o}})$ $V_{n}:=\{S: d(S, \mathrm{D}<\mathrm{g}\}$ , $V$n ロ $1_{n}^{\gamma-1}=:U$n として $I$ の基本近傍系 ( $U_{r\iota}^{-}$ l=U.r�をとる.

$\exists T\in G_{1}$ ; $P_{2}1T(P_{2})\Rightarrow P_{1}[perp] P_{2}$ を示す

$P_{1}\angle P_{2}$ , すなわち $\exists A;P_{1}(A)>0,$ $P_{2}(A)>0$ と仮定する. 連結だから $\exists k$ (n); $T=$

$T_{r\iota,1}\circ\cdot$ . . $\circ$ T\gamma ’’k。, $T_{\tau\iota,i}\in U_{r\iota},$ $1\leqq\prime i\leqq k$(n) とあらわせる. $\forall i$ に対して $T_{n,i}(P_{2})\sim P_{2}$ とす
る. $T(P_{2})=T_{n,1}\circ\cdot$ . . $\circ T_{n,k(}$n)(P2) より $T(P_{2})\sim P_{2}$ である. これほ仮定 $T(P_{2})[perp] P_{2}$ に矛

盾する. $(2^{\mathrm{o}})$ より $\forall U\in G_{1}$ に対して $U(P_{2})\sim P_{2}$ or $U(P_{2})[perp] P_{2}$ であるので



13

$\forall n$ についてある $i$ が存在して

$T_{\iota,i},.(P_{2})$ � $P_{2}$ (1)

である.
一方, $\Omega$ 上で

$T\mathrm{y}_{\iota,i}(P_{1})1P_{1}$ (2)

であり, また今の仮定 $P_{1}7LP$2 より $A$ 上で $P_{1}\sim P_{2}$ であることから, $T_{r\iota,i}$ (A) 上で

$T_{n.i}(P_{1})\sim T_{n,i}(P_{2})$ (3)

である. これは $T_{n,i}$ (A) $\supset C$ ならば $A\supset T_{n,i}^{-1}$ (C) であって $T_{r\iota,i}(P_{1})$ (C) $=0$ $\Leftrightarrow$

$\ovalbox{\tt\small REJECT}(T_{r\iota,i}^{-1}(C))=0$ , Tn式 P2) $(C)=0\Leftrightarrow P_{2}|(T_{n,i}^{-1}(C))=0$ と, $A$ 上では $P_{1}\sim P_{2}$’であるこ

とからわかる. したがって $(2),(3)$ から $T_{n,i}$ (A) 上で $P_{1}\sim T_{r\iota,i}(P_{2})$ がいえる. また $A$ 上で

$\ovalbox{\tt\small REJECT}\sim P_{2}$ であるので $A\cap T_{n,i}(A)$ 上で

$P_{2}.\sim T_{n,i}(P_{2})$ . (4)

(1) と (4) が共に成り立つためには $P_{\mathit{2}}’\mathrm{f}A\cap T_{r\mathrm{t}’i},,(A))=0$ でなくてはならない, そしてこの

とき $A$ 上で $P_{1}\sim P_{2}$ より

$P_{1}(A\cap T_{\iota,i},’(A))=0$ (5)

である. しかし $T_{n,i}\in U_{\iota}$,より $\ovalbox{\tt\small REJECT}(P)$ 上で $T_{\iota,i}t’arrow I(narrow\infty)$ であるので $P_{1}(A\cap T_{,\iota,\prime i},(A))arrow$

$P(A)>0(narrow\infty)$ . IL,たがって, 十分大きな $\prime r\iota$ については $P_{1}(A\cap T_{,\iota,i},(A))>0$ となり

(5) に矛盾する. ゆえに $P_{1}[perp] P_{\mathit{2}}‘$ .

共役性条件がなければ成立しないことの反例

$\Omega=[0,2]$

$\mathscr{B}$ : ルベーグ可測集合全体
$m$ : ルベーグ測度

$\ovalbox{\tt\small REJECT}:=\frac{1}{2}m,$ $P_{2}:=m|_{[0,1]}$

$G_{1}:=\{g_{t}^{(1)}|t\in R\}$

$g_{t}^{(1)}x:=x+t$ (mod 2)

$G_{2}:=\{g_{t}^{(2)}|t\in R\}$
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$g_{t}^{(2)}x:=\{$
$x+t$ (modl), $0\leqq x\leqq 1$

x》 $1<x\leqq 2$

とすると $P_{1} \oint P_{2}$ , $P_{1}4P_{2}$ である

$P_{1}$ は $G_{1}$ -ergodic, 不変.
$\ovalbox{\tt\small REJECT}$ は $G_{2}$-ergodic, 不変.

$\bullet$ $G_{1}$ と $G_{2}$ は共役性がない

$g_{\frac{(2}{3}}^{1)}.\mathrm{o}g_{\frac{(1}{3}}^{2)}\mathrm{o}g_{-\check{\frac{)}{3}}}^{(1)}.\not\subset y(P_{2})$
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