
31

Geometry of Banach Spaces and Fixed Points
(Banach空間の幾何学と不動点)
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1 はじめに

近年コンピュータと不動点理論の急速な発展に伴い, 種々の分野で発生する非線形問題
の研究が盛んになり, 大きな学問領域を形成するに至っている. 非線形関数解析学や凸解
析学等はその一つである. これらの分野において, 種々の不動点定理は重要な役割を果た
している. 例えば Hahn-Banach の拡張定理は Markov-角谷の不動点定理を用いると見通し
がよく証明できるし, Banach 空間上で定義されたコンパクト作用素の不変部分空間の存
在は Schauder の不動点定理を用いるとこれまでの証明より簡潔に証明できる [60]. 一方,

Banach空間の幾何学も非線形問題と大きな関わりをもっている. Hilbert 空間で非線形問
題を取り扱うと比較的気持ちよく解けることが多いが, その問題を Banach 空間で考える
と, とたんに難しく, 複雑になってしまうことが多い. それは Banach 空間の幾何学的構
造によるものである.
ここでは, 非線形問題を考える際, 非常に重要となる Banach 空間の幾何学と不動点と

の関わりについて論じてみたいと思う. まず初めに, 距離空間の完備性と縮小写像の不動
点の存在について議論を行う. 次に Banach 空間の幾何学, 特に Banach空間の正規構造と
非拡大写像の不動点定理について, Kirk の不動点定理から始まり, Lau-高橋の不動点定理
に至るまでを詳しく解説する. 最後に, Banach空間の幾何学 (特にノルムの凸性と微分可

能性) と非拡大写像の収束定理について, 非線形エルゴード定理, Mann 及び Halpern タ
イプの収束定理を中心に解説する.

2 準備
$E$ を Banach空間とし, $C$ を $E$ の空でない閉凸集合とする. このとき, $C$ 上の写像 $T$ は,

任意の $x,$ $y\in C$ に対して, $||Tx-Ty||\leq||x-y||$ を満たすとき, 非拡大であるといわれる.
$C$ 上の写像 $T$ に対して $F$ (T) は $T$ の不動点の全体を表し, $R$ (T) は $T$ の値域を表す $C$ 上

の写像 $P$ が retraction であるとき, 任意の $z\in R$(P) に対して $Pz=z$ である. また $C$ の部

分集合 $D$ に対して, $C$ から $D$ の上への非拡大 retraction が存在するとき, $D$ は $C$ の非拡
大 retract といわれる.

Banach 空間 $E$ に対して, $E$ 上の凸性の modulus $\delta$ は, 任意の $\epsilon(0\leq\epsilon\leq 2)$ に対して

$\delta(\epsilon)=\inf\{1-||\frac{x+y}{2}||$ : $||$ x $||\leq 1,$ $||$ y $||\leq 1,$ $||$x-y$||\geq\epsilon\}$
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で定義される. Banach 空間 $E$ は, 任意の $\epsilon>0$ に対してその modulus が $\delta(\epsilon)>0$ である

とき, 一様凸であるといわれる. また, $E$ は $||x||=1,$ $||y||=1$ となる $x,$ $y\in E(x\neq y)$ に

対して, 常に $||x+y||<2$ であるとき, 狭義凸であるといわれる. 一様凸な Banach 空間は

狭義凸である. $E^{*}$ を $E$ の共役空間とするとき, $E$ が $E=(E^{*})^{*}$ を満たすなら, $E$ は回帰

的であるといわれる. 一様な凸な Banach 空間は回帰的であることも知られている.
Banach 空間 $E$ の元 $x$ とその共役空間 $E^{*}$ の元 $x^{*}$ に対して, $(x, x^{*})$ によって $x$ における

$x^{*}$ の値 $x^{*}(x)$ を表すとき, $E$ 上の duality写像 $J$ は, 次のように定義される. 任意の $x\in E$

に対して

$J(x)=$ { $x^{*}\in E^{*}$ : $(x,$ $x^{*})=||$x $||^{2}=||$x’ $||^{2}$ }.

Hahn-Banach の定理によって, 任意の $x\in E$ に対して $J(x)\neq\phi$ であることが証明され

る. この duality 写像 $J$ は $E$ のノルムの微分可能性とも大いに関わりをもつ. $U=\{x\in$

$E:||x||=1\}$ とするとき, 任意の $x,$ $y\in U$ に対して

$\lim_{tarrow 0}\frac{||x+ty||-||x||}{t}$ $(*)$

が常に存在するとき, $E$ のノルムは G\^ateaux微分可能であるといわれる. このとき, Banach
空間 $E$ は smoothであるともいわれる. 任意の $x\in U$ に対して極限 $(*)$ が $y\in U$ に関して一

様に達せられるとき, $E$ のノルムは Fr\’echet微分可能であるといわれる. $E$ が smoothである
なら, duality写像 $J$ は一価となり, $E$ のノノレムが Fr\’echet微分可能なら, $J$ は norm-tO-norm

連続である [60].
$S$ を semitopological半群とする. すなわち, $S$ は Hausdorff位相をもった半群で, 任意

の $s\in S$ に対して, 2 つの写像 $t\vdasharrow ts$ と $t\mapsto st$ lま連続であるとする. $B$ (S) は $S$ 上の実数

値有界関数からなる Banach 空間とし, $X$ は定値関数を含む $B$ (S) の閉部分空間とする. $X$

の共役空間 $X^{*}$ の元 $\mu$ が $X$ 上の mean であるとは

$||\mu||=\mu(1)=1$

を満たすときをいう. $\mu\in X^{*}$ が mean であるための必要十分条件は

$\inf_{s\in S}f(s)\leq\mu(f)\leq\sup_{s\in S}f(s)$ , $\forall f\in X$

であることはよく知られている [60]. $X$ 上の実数値関数 $\mu$ が $X$ 上の submean であるとは

(1) $\mu(f+g)$ $\leq\mu(f)+\mu$(g), $\forall$f, $g\in X$ ;

(2) $\mu(\alpha f)=\alpha\mu$ (f), $\forall f\in X,$ $\alpha\geq 0$ ;

(3) 任意の $f,g\in X$ に対して, $f\leq g\Rightarrow\mu(f)\leq\mu(g)$ ;

(4) 定値関数 $c$ に対して, $\mu(c)=c$
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が成り立つときをいう. 明らかに $X$ 上の mean は $X$ 上の submean である. この submean
の概念は最初溝ロー高橋 [40] によって導入され, Lau-高橋 $[33, 34]$ によってその研究がなさ
れた. この submean $\mu$ と $f\in X$ に対して, $\mu(f)$ のことをしぱしば $\mu_{t}$ ( $f$ (t)) と書くことも
ある. $s\in S$ と $f\in B$ (S) に対して

$(\ell_{s}f)(t)=f(st)$ , $(r_{s}f)(t)=f(ts)$ , $\forall t\in S$

で $l_{s}f,$ $r_{s}f\in B$ (S) を定義する. $X\subset B$ (S) を定 (直関数を含み, かっ $l_{s}(s\in S)$ の下で不変
なものとする. このとき, $X$ 上の mean $\mu$ は

$\mu(f)=\mu$(p$sf$ ), $\forall s\in S$, $f\in X$

であるとき, left invariant であるといわれる. $X$ 上の mean $\mu$ が right invariant であるこ
とも同様に定義される. $X$ 上の mean $\mu$ が left invariant でかつ right invarinat であるとき,

$\mu$ は $X$ 上で invariant であるといわれる. また $X$ 上の submean $\mu$ が

$\mu(f)\leq\mu(\ell_{s}f)$ , $\forall s\in S$, $f\in X$

であるとき, left subinvariantであるといわれる. $S$ を semitopological半群とする. このと
き, $S$ が left reversible であるとは, $S$ のどんな 2っの閉な右イデアルが空でない共通部分
をもつときをいう. $S$ が right reversible も同様に定義される. $S$ が left reversible であると
き, $a,$ $b\in S$ に対して

$a\leq b\Leftrightarrow\{a\}\cup\overline{Sa}\supset\{b\}$ 火 $\ovalbox{\tt\small REJECT}$

で 1頃序を定義すると, $(S, \leq)$ は directed system になる. 同様に right reversible semitopO-
logi一半群 $S$ に対しても順序が定義される.

3 距離空間の完備性と不動点
$X$ を距離空間とし, $T$ を $X$ から $X$ への写像とする. このとき, $T$ が縮小写像であると

は, ある $k\geq 0$ が存在して

$d(Tx, Ty)\leq kd(x, y)$ , $\forall$x, $y\in X$

が成り立つときをいう. $C$ (X) によって $X$ 上の縮小写像の全体を表すことにしよう. この
節では, 縮小写像の不動点の存在と距離空間の完備性について議論してみょう. 最初に次
の例 [47] を考察しておこう.

$\forall n\in N$$\mathrm{A}_{n}=\{(t,$ $\frac{t}{n})\in R^{2}$ : $t\in(0,1]\}$ ,

とし

$X=\cup A_{n}\cup\{0\}n\in N$
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とする. $X$ は通常の距離の下で距離空間となるが完備ではない. しかしながら, $X$ 上の連

続写像はすべて不動点をもっことが確かめられる. だから $X$ 上の縮小写像はすべて不動点
をもつ. 一方よく知られているように次の定理が成り立つ.

定理 3.1(縮小写像の不動点定理). $X$ を距離空間とする. このとき, $(1)\Rightarrow(2)$ である.

(1) $X$ は完備である ;

(2) $X$ 上の縮小写像は不動点をもつ.

上の例は一般には $(2)\Rightarrow(1)$ が戒り立たないことを示している. そこで「縮小写像を含
むどのような写像が不動点をもてば $X$ は完備なるか」 という問題が提起される. これに答
えるのがこの節の目的である. まずは次の定義 [23] を与えておこう.

定義 3.1. (X, $d$) を距離空間とし, $p$ を $X\cross X$ 上で定義された非負の値をとる実数値関数と
する. このとき, $p$ が 3つの条件 $(1),(2),(3)$ を満たすならば $X$ 上の $w$-distance といわれる.

(1) $p$ (x, $z$ ) $\leq p$ (x, $y$ ) $+p$ (y, $z$ ) が $x,$ $y,$ $z\in X$ [こついていえる ;

(2) 任意の $x\in X$ に対し, $p$ (x, $\cdot$ ): $Xarrow[0, \infty)$ は下半連続である ;

(3) 任意の $\epsilon>0$ に対して, $\delta>0$ が存在して, $p(x, z)\leq\delta,$ $p$ (x, $y$ ) $\leq\delta$ ならば $d$ ( z, $y$ ) $\leq\epsilon$

である.

距離空間 $(X, d)$ の $d$ は $X$ 上の $w$-distance である. $X$ 上の $w$-distance の例は他にもいろ
いろとあるが, ここでは 4 つの例をあげておこう.

例 1 $X$ を線形ノルム空間とし, $p:X\cross Xarrow[0,0)$ を

$p(x, y)=||$ y $||$ , $\forall$x, $y\in X$

で定義しよう. このとき, $p$ は $w$-distance である.

例 2 $(X, d)$ を距離空間とし, $T$ を $X$ から $X$ への連続写像としよう. このとき

$p(x, y)= \max\{d(Tx, y), d(Tx, Ty)\}$ , $\forall$x, $y\in X$

で定義される $p$ は $X$ 上の $w$-distance である.

例 3 $(X, d)$ を距離空間とし, $F\subset X$ を 2 点以上を含む有界な閉集合とする. $c\geq\delta(F)$ と

し, $p$ を

$p(x, y)=\{$
$d(x, y)$ , $\forall$x, $y\in F$,
$c$ , $\forall x\not\in F\mathrm{o}\mathrm{r}$ $y\not\in F$

で定義すると, $p$ は $X$ 上の $w$-distance である. ただし, $\delta(F)$ は $F$ の直径を表す
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例 4 を書く前に, 定義を 1 つしておこう. $\epsilon>0$ とする. 距離空間 $(X, d)$ が $\epsilon$-chainable
であるとは, 任意の $x,$ $y\in X$ に対して, $X$ の有限集合 $\{u_{0}, u_{1}, \ldots, u_{k}\}$ が存在し

$u_{0}=x,$ $u_{k}=y,$ $d(u_{i}, u_{i+1})<\mathcal{E}(i=0,1, \ldots, k-1)$

となるときを $\mathrm{A}\mathrm{a}$ う. $\{u_{0}, u_{1}, \ldots, u_{k}\}$ を $x,$ $y$ の $\epsilon$-chain という.

例 4 $\epsilon>0$ とし, 距離空間 $(X, d)$ を $\epsilon$-chainable であるとする. このとき, $p:X\cross Xarrow$

$[0, \infty)$ を $x,$ $y\in X$ に対して

$p$ (x, $y$ ) $= \inf\{\sum_{i=0}^{k-1}d$(ui, $u_{i+1}$ ) : $\{u_{0}, u_{1}, \ldots, u_{k}\}$ は $x,$ $y$ の $\epsilon-\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{i}\mathrm{n}\}$

で定義すると, $p$ は $X$ 上の $w$-distance である.

距離空間 $X$ 上の $w$-distances の全体を $W$ (X) で表すことにする.

距離空間の完備性と縮小写像の不動点の関係を議論する前に, もう 1 つ重要な写像につ
いて述べておこう. $X$ を距離空間とし, $T$ を $X$ から $X$ への写像としよう. このとき, $T$ が

Kannan 写像 [60] であるとは, ある $k(0 \leq k<\frac{1}{2})$ が存在して

$d(Tx, Ty)\leq k\{d(Tx, x)+d(Ty, y)\}$ , $\forall$x, $y\in X$

が成り立つときをいう. $K$ (X) で $X$ 上の Kannan 写像の全体を表すことにする. まず距離
空間 $X$ 上の縮小写像と Kannan 写像の拡張をしておこう. $X$ を距離空間と $\llcorner$ , $T$ を $X$ から

$X$ への写像とする. このとき, $T$ が弱縮小写像であるとは, ある $k\geq 0$ とある $p\in W(X)$

が存在して

$p(Tx, Ty)\leq kp(x, y)$ , $\forall$x, $y\in X$

が成り立つときをいう. $X$ 上の弱縮小写像の全体を $WC(X)$ で表すことにする. $T$ が弱

Kannan 写像であるとは, ある $k(0 \leq k<\frac{1}{2})$ と $p\in W$ (X) が存在して

$p(Tx, Ty)\leq k\{p(Tx, x)+p(Ty, y)\}$ , $\forall$x, $y\in X$

が成り立つときをいう. $X$ 上の弱 Kannan 写像の全体を $WK(C)$ で表すことにする. 距離
空間 $X$ の縮小写像は連続であるが, Kannan 写像は一般には連続でない. そこで, 縮小写
像の全体 $C$ (X), Kannan 写像の全体 $K$ (X), 弱縮小写像の全体 $WC(X)$ , 弱 Kannan 写像
の全体 $WK(X)$ の間には次の関係があると想像される.
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しかしながら, 塩路-鈴木-高橋 [47] は次の定理を証明した.

定理 3.2([47]). $X$ を距離空間とする. このとき

$WC(X)=WK(X)$

が成り立つ.

この結果を用いて
$j$ 塩路-鈴木-高橋 [47] は距離空間の完備性と不動点の存在の同値性に

関する次の定理を得た.

定理 3.3([47]). $X$ を距離空間とする. このとき, $(1),(2),(3),(4)$ の命題は同値である.

(1) $X$ は完備である;

(2) 任意の $T\in K$ (X) に対して, $F(T)\neq\phi$ である ;

(3) 任意の $T\in WC$(X) に対して, $F(T)\neq\phi$ である ;

(4) 任意の $T\in WK$(X) に対して, $F(T)\neq\phi$ である.

また, 鈴木-高橋 [51] は次の定理も証明している.

定理 3.4([51]). $X$ をノルム空間とする. このとき, $(1),(2)$ の命題は同値である.

(1) $X$ は完備である ($X$ は Banach 空間である) ;

(2) 任意の $T\in C$ (X) に対して, $F(T)\neq\phi$である.

4 Banach空間の正規構造と不動点定理
この節の初めに, Banach 空間の凸集合に関する正規構造の定義をしておこう. $E$ を Ba-

nach空間とし, $K$ を $E$ の有界閉凸集合とする. このとき, $x\in K$ に対して

$r_{x}(K)= \sup\{||x-y|| : y\in K\}$

を定義する. また $\delta(K)$ によって $K$ の直径を表すことにする. このとき, Banach空間 $E$ の

閉凸集合 $C$ が正規構造 (normal structure) をもっとは, $C$ の 2 点以上含む任意の有界閉凸
集合 $K$ が, $r_{x}(K)<\delta(K)$ となるような点 $x\in K$ を含むときをいう. 一様凸な Banach 空
間の閉凸集合や一般の Banach 空間のコンパクト凸集合は正規構造をもっことはよく知ら
れている [60]. 次の定理は Kirk[26] によって証明された.

定理 4.1([26]). $E$ を Banach空間とする. $C$ を $E$ の弱コンパクトな凸集合とし, 正規構
造をもつとする. このとき, $C$ 上の非拡大写像 $T$ は $C$ の中に不動点をもっ.
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1981 年, Baillon-Sch\"oneberg [6] は正規構造より弱い概念を定義し, Kirk の不動点定理
の拡張定理を得た. 彼らの不動点定理を述べる前に次の定義を与えておぐ $E$ を Banach 空
間とし, $C$ を $E$ の閉凸集合とする. このとき, $C$ が asymptotic normal structure をもつ
とは, $C$ の 2 点以上を含む有界閉凸集合 $K$ と, $x_{n}-x_{n+1}arrow 0$ を満たす任意の $K$ の点列

$\{x_{n}\}$ に対して

$\lim_{narrow\infty}||xn-x||<\delta$ (K)

を満たす $x\in K$ が存在するときをいう.

定理 4.2([6]). $E$ を Banach空間とする. $C$ を $E$ の弱コンパクトな凸集合とし, asymptotic
normal structure をもつとする. このとき, $C$ 上の非拡大写像 $T$ は $C$ の中に不動点をもっ.

問題 $E$ を Banach 空間とし, $C$ を弱コンパクトな凸集合とする. このとき, $C$ 上の非拡
大写像が不動点をもっための必要十分条件を見っけよ.

一方, DeMarr[14] と Browder[9] は非拡大写像の可換な族に対して次の不動点定理を証明
した.

定理 4.3([14]). $C$ を Banach空間 $E$ のコンパクト凸集合とし, $S$ を $C$ から $C$ への非拡大
写像からなる可換な族とする. このとき, $S$ は $C$ の中に共通な不動点をもつ.

定理 4.4([9]). $C$ を一様凸な Banach 空間 $E$ のコンパクト有界閉凸集合 $C$ とし, $S$ を $C$ か

ら $C$ への非拡大写像からなる可換な族とする. このとき, $S$ は $C$ の中に共通な不動点を
$\text{も}$つ.

これら 2 つの定理は, Banach 空間のコンパクト凸集合と一様凸な Banach空間の有界閉
凸集合が正規構造をもつという性質, 及び非拡大写像の族 $S$ が可換であるという代数的な
性質から証明されたものである. この後, これらの性質は非拡大写像の非可換な族 (可換
な族の条件を含む) にまで拡張された. それらを書く前にいくっかの定義を与えておこう.
$S$ を semitopological 半群とし, $C$ を Banach 空間 $E$ の閉凸集合とする. このとき, $C$ から
$C$ への写像の族 $S=$ { $T_{t}$ : $t$ \in S} が $C$上の非拡大半群であるとは, 次の 3っの条件を満た
すときをいう.

(1) $T_{t}sx=T_{t}T_{s}$ , $\forall$s, $t\in S,$ $x\in Cj$

(2) 任意の $x\in C$ に対して, $s\mapsto*T_{s}x$ は連続である ;

(3) 任意の $x\in S$ に対して, $T_{s}x$ は非拡大写像である.

$C$ 上の非拡大半群 $S=\{T_{t} : t\in S\}$ に対して, $F$ (S) は $T_{s}(s\in S)$ の共通不動点の全体を
表すことにする. また, semitopological 半群 $S$ に対して, $C$ (S) は $S$ 上の実数値有界連続
関数からなる Banach空間を表すことにする. いま, $C$ (S) の部分集合 RUC(S).を

$RUC(S)=$ { $f\in C($S); $s\vdasharrow r_{s}f$ は連続}
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で定義すると, $RUC(S)$ は定{直関数を含み, かつ $\ell_{s}$ と $r_{s}(s\in S)$ のもとで不変な $C$ ( S) の

閉部分空間となる.
1969 年高橋 [52] は DeMarr の定理を拡張する非拡大写像の非可換な族に対する最初の不

動点定理の証明に威功した.

定理 4.5([52]). $S$ を半群とし, $C$ を Banach 空間 $E$ のコンパクトな凸集合とする. $S=$

$\{T_{t} : t\in S\}$ を $C$ 上の非拡大半群とし, $B$ (S) が left invariant mean をもつものとする. こ

のとき, $S$ は $C$ の中に共通な不動点をもつ.

Mitche11[39] は高橋の定理を discrete left revesible 半群の場合まで拡張した.

定理 4.6([39]). $S$ を discrete left reversible 半群とし, $C$ を Banach 空間のコンパクトな
凸集合とする. また, $S=\{Tt: t\in S\}$ を $C$ 上の非拡大半群とする. このとき, $S$ は $C$ の

中に共通不動点をもつ.

Lim[36] は Kirk の不動点定理, Browder の不動点定理, Mitchell の不動点定理を同時に
拡張する次の定理を証明した.

定理 4.7 ([36]). $S$ を left reversible semitopological半群とし, $C$ を正規構造をもつ Banach
空間の弱コンパクトな凸集合とする. また, $S=$ $\{\eta:t\in S\}$ を $C$ 上の非拡大半群とする.
このとき, $S$ は $C$ の中に共通不動点をもつ.

$S$ を semitopological 半群とするとき, $S$ が left revesible であることと, $RUC$ (S) が in-
variant mean をもつことは, 互いに独立な条件である. 1989年フランスの Marseille で行
われた $\lceil \mathrm{F}\mathrm{i}\mathrm{x}\mathrm{e}\mathrm{d}$ Point Theory and ApplicationsJ の国際コンファレンスの全体講演の中で,
高橋は 「 $S$ を semitopological 半群とし, $RUC$ (S) が invariant mean をもつとき, Lin の定
理は戒立するか」 という問題を提起した. これに対し, 1944 年, 高橋 $-\mathrm{J}\mathrm{e}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{g}[63]$ はこの問

題に対する部分的な解答を与える次の不動点定理を証明した.

定理 4.8([63]). $S$ を semitopological 半群とし, $C$ を一様凸な Banach 空間の有界閉凸集
合とする. また, $S=\{\sim L : t\in S\}$ を $C$ 上の非拡大半群とし, $RUC$ (S) は left invariant な
submean をもつとする. このとき $S$ は $C$ の中に共通不動点をもつ.

高橋 $-\mathrm{J}\mathrm{e}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{g}[63]$ の不動点定理以後, この定理と Lim の不動点定理を同時に拡張するよう
な定理が証明できないかということが問題になった. そしてついに, Lau-高橋 [33] は 1999
年に次のような定理を発見するに至った.

定理 4.9([33]). $S$ を semitopological 半群とし, $C$ を正規構造をもつ Banach 空間の弱コ
ンパクトな凸集合とする. また, $S=$ $\{\eta:t\in S\}$ を $C$ 上の非拡大半群とし, $RUC(S)$ は

left invariant な submean をもつとする. このとき $jS$ は $C$ の中に共通不動点をもつ.

5 非線形エルゴード定理
最初の非線形エルゴード定理は, 1975年 Baillon[4] によって, 次のような形で証明された.
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定理 5.1([4]). $C$ を Hilbert 空間 $H$ の閉凸集合とし, $T$ を $F$ (T) が空でないような $C$ 上の

非拡大写像とする. このとき, 任意の $x\in C$ に対して, Cea\‘a $\mathrm{r}$o 平均

$S_{n}(x)= \frac{1}{\mathcal{T}l}\sum_{k=0}^{n-1}T^{k}x$

は $F$ (T) の元に弱収束する.

この定理は, Bruck[12] によって, Fr\’echet 微分可能なノルムをもつ一様凸な Banach 空
間まで拡張された.

定理 5.2([12]). $E$ を Fr\’echet微分可能なノルムをもつ一様凸な Banach 空間とし, $C$ を $E$

の閉凸集合とする. $T$ を $F$ (T) が空でないような $C$ 上の非拡大写像とする. このとき, 任

意の $x\in C$ に対して, Cea\‘a $\mathrm{r}$o 平均

$S_{n}(x)= \frac{1}{n}\sum_{k=0}^{n-1}T^{k}x$

は $F$ (T) の元に弱収束する.

この定理の証明は Hilbert 空間の場合の証明と比べてそれほど簡単なものではなかった.
特に定理 5.2 の証明にあたって用いられる次の補助定理は, ノルムの凸性やノルムの微分
可能性を用いるもので難しいものである.

定理 5.3. $E$ を Fr\’echet微分可能なノルムをもつ一様凸な Banach 空間とし, $C$ を $E$ の閉凸

集合とする. $T$ を $C$ 上の非拡大写像とし, $x\in C$ とする. このとき, 集合

$F$ (T) ロ $\cap\infty\overline{co}\{T^{n}x : n\geq m\}$

$m=1$

は高々一点からなる.

実数パラメータをもつ非拡大半群の非線形エルゴード定理は, Baillon の定理が証明され
た次の年 (1976 年) に, 次のような形で証明された. その前に実数パラメータの非拡大半
群の定義を与えておく.

定義 5.1. $C$ を Banach 空間 $E$ の閉凸集合とし, { $S$ (t): $0\leq t<\infty$ } を $C$ 上で定義された
写像の族とする. このとき, { $S$ (t): $0\leq t<\infty$} が次の 4つの条件を満たすならば $C$ 上の

実数パラメータ非拡大半群と呼ばれる:

(1) $S(t+s)x=S(t)S(s)x$ , $\forall$t, $s\in[0, \infty),$ $x\in C$ ;

(2) $S(0)x=x$, $\forall x\in C$ ;

(3) 任意の $x\in C$ に対して, $t\vdash+S$ (t)x は連続である ;

(4) $||$ S(t)x-S(t)y $||\leq||$x-y $||$ , $\forall t\in[0, \infty],$ $x,$ $y\in C$ .
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定理 5.4([5]). $C$ を Hilbert 空間 $H$ の閉凸集合とし, { $S($t): $t\in[0,$ $\infty$)} を $C$ 上の非拡大

半群とする. もし $\mathrm{n}_{t\geq 0}F$ ( $S$ (t)) が空でないなら, 任意の $x\in C$ に対して

$S_{\lambda}= \frac{1}{\lambda}\int_{0}^{\lambda}S(t)xdt$

は $\mathrm{n}_{t\geq 0}F$ ( $S$ (t)) の元に弱収束する.

一方, Banach空間における実数パラメータの非拡大半群のエルゴード定理は, 宮寺-小

林 [41] によって, 次のような形で証明された.

定理 5.5([41]). $E$ を Fr\’echet微分可能なノルムをもつ一様凸なBanach空間とし, { $S$ (t): $t\in$

$[0, \infty)\}$ を $C$上の非拡大半群とする. このとき, $\mathrm{n}_{t\geq 0}F$ ( $S$ (t)) が空でないなら, 任意の $x\in C$

に対して

$S_{\lambda}= \frac{1}{\lambda}\int_{0}^{\lambda}S(t)xdt$

は $\bigcap_{t\geq 0}F(S$(o) の元に弱収束する.

この後, これらの定理はもっと一般の半群 (可換及び非可換な半群) の場合まで拡張され
ることになるが, それはまず Hilbert 空間の場合でなされた. 可換の場合に拡張したのが,

平野-高橋 [20] であり, 非可換の場合に拡張したのが高橋 [54], Rod\’e[45] であった. Bafllon
の定理は著者 [57] によって次の形にまで拡張されているので, それをあけておぐ その前

にいくつかの定義を与えておく $($

$S$ を semitopological半群とし, $X$ を恒等的に 1 となる関数を含む $B$ (S) の部分空間とす
る. また, $B$ (S) の部分空間 $X$ は $\ell_{a}(X)\subset X,$ $r_{a}(X)\subset X$ を満たすものとする. このとき 8
$X$ 上の means の net $\{\mu_{\alpha}\}$ が $f\in X$ と $a\in S$ に対して

$\mu_{\alpha}(f)-\mu_{\alpha}(\ell_{a}f)arrow 0$ , $\mu_{\alpha}(f)-\mu_{\alpha}(\ell_{a}f)arrow 0$

を満たすとき 2 漸近的に不変であるという. 例えば, $S=$ $\{0,1, 2, \ldots\}$ とする. このとき
$B$ (S) の元 $x=\{x0, x_{1}, x_{2}, \ldots\}$ に対して

$\mu_{n}(x)=\frac{1}{n}\sum_{k=0}^{n-1}x_{k}$ , $n=1,2,3,$ . . $\tau$

とすると, $\{\mu_{n}\}$ は $B$ (S) 上の漸近的に不変な means の点列である.
$C$ を Hilbert 空間 $H$ の閉部分集合とし, $S=$ { $T_{t}$ : $t$ \in S} を $C$ から $C$への非拡大半群と

する. いま, $x\in C$ に対して, $\sup_{s\in S}||T_{s}x||<+\infty$ とすると $RUC$(S) 上の mean $\mu$ に対し
て, Riesz の定理によって

$\mu_{t}(\backslash x, y)=(x_{0}, y)$ , $\forall y\in H$

となる $x_{0}\in H$ が存在する [54] が, この $x_{0}$ を $T_{\mu}x=x_{0}$ で表すと次の定理が成り立つ.
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定理 5.6([54]). $C$ を Hilbert 空間 $H$ の閉部分集合とする. $S=$ $\{\eta:t\in S\}$ を $C$ 上の非
拡大半群とし, $\{\mu_{\alpha}\}$ を $RUC$ (S) 上の漸近的に不変な means の net とする. さらに, $C$ の

ある元 $x$ に対し, $\{T_{t}x : t\in S\}$ は有界で, $\bigcap_{t\in S}\overline{co}\{T_{ts}x : s\in S\}\subset C$ とする. このとき -.

$\bigcap_{t\in S}F(T_{t})\neq\phi$ であり, かつ {\sim 。$x$ } は口$t\in SF(T_{t})$ の元に弱収束する.

一方, Banach 空間の場合で得られていた定理 5.2 (Bruck[12]) と定理 5.5 (宮寺-小林

[41] $)$ をもっと一般な半群にまで拡張することが著者等 [19] によって試みられていたが, $S$

に可換という条件をつけることによって次のような形で証明された. それを述べる前に定
義を 1 つ与えておく

定義 5.2. $RUC$(S) 上の連続線形汎関数の net $\{\mu_{\alpha}\}$ が, 次の条件 $(1),(2),(3)$ を満たすとき
strongly regular と $\mathrm{A}\backslash$われる.

(1) Sup。$||\mu_{\alpha}||<\infty$ ;

(2) $\lim_{\alpha}\mu_{\alpha}(1)=1$ ;

(3) すべての $s\in S$ に対して $\lim_{\alpha}||\mu_{\alpha}-r_{s}$“ $\mu_{\alpha}||=0$ .

定理 5.7([19]). $E$ を一様な凸で Fr\’echet微分可能なノルムをもつBanach空間とし, $C$ を $E$

の閉凸部分集合とする. $S$ を可換な semitopological半群とし, $S=$ $\{\eta:t\in S\}$ を $F(S)\neq\phi$

となる $C$ 上の非拡大半群とする. このとき, $C$ から $F$ (S) 上の非拡大 retraction $P$ で, 任意
の $t\in S$ に対して, $PT_{t}=T_{t}P=P$ であり, 任意の $x\in C$ に対して $Px\in\overline{co}\{T_{t}x : t\in S\}$

となるものが一意に存在する. さらに, $RUC(S)$ 上の連続汎関数の net $\{\mu_{\alpha}\}$ が strongly
regular ならば, 任意の $x\in C$ に対して, {\sim 。$x$} が $Px$ に弱収束する.

上の定理が証明された後, $S$ が非可換の場合に証明可能かという問題が浮上してきたが
それは最近 Lau-塩路-高橋 [30] によって, 次のような形で解決された.

定理 5.8([30]). $S$ を semitopological 半群とし, $C$ を一様凸な Banach 空間の閉凸集合と
する. $S=$ $\{\eta:t\in S\}$ を $F(S)\neq\phi$ となる $C$ 上の非拡大半群とし, さらに $RUC$ (S) が
invariant mean をもつとする. このとき, $C$ から $F$ (S) の上への非拡大 retraction $P$ で, 任
意の $t\in S$ に対して $PT_{t}=T_{t}P=P$ であり, 任意の $x\in C$ に対して $Px\in\overline{co}\{T_{t}x:t\in S\}$

となるものが存在する.

この定理は, 1981 年 Hilbert 空間において高橋 [54] によって証明されていた ergodic re-
traction の存在定理を完全に拡張するものである. 彼らはまた R\’ode のエルゴード定理 [45]
を Banach 空間まで拡張するような次の定理を得た.

定理 5.9([30]). $S$ を semitopological半群とし, $E$ を一様凸で, R\’echet微分可能なノルム
をもつ Banach 空間とする. $C$ を $E$ の閉凸集合とし, $S=$ $\{\eta:t\in S\}$ を $F(S)\neq\phi$ とな
る $C$ 上の非拡大半群とする. このとき, $C$ から $F$ (S) 上の非拡大 retraction $P$ で, 任意の
$t\in S$ に対して $PT_{t}=T_{t}P=P$ であり, 任意の $x\in C$ に対して $Px\in\overline{co}${$T_{t}x:t$ \in S} とな
るものが一意に存在する. さらに $\{\mu_{\alpha}\}$ を $RUC$ (S) 上の means の asymptotically invariant
net とすると, 任意の $x\in C$ に対して {\sim 。} は $Px$ に弱収束する.
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上の定理を証明するにあたって, Lau-塩路-高橋 [30] は定理 5.8 と Lau-西浦-高橋 [29] に
よって証明されていた次の定理を用いた.

定理 5.10([29]). $S$ を semitopological 半群とし, $E$ を一様凸で, Fr\’echet微分可能なノル
ムをもつ Banach空間とする. $C$ を $E$ の閉凸集合とし, $S=\{Tt: t\in S\}$ を $F(S)\neq\phi$ と

なる $C$ 上の非拡大半群とする. このとき, 任意の $x\in C$ に対して, 集合

$F$ (S) ロ $\cap\overline{co}\{T_{ts}x : t\in S\}$

$s\in S$

は高々一点からなる.

6 / ルムの微分可能性と収束定理
$C$ を Banach空間 $E$ の閉凸集合とし, $T$ を $C$ から $C$への非拡大写像とする. Halpern[18]

は Hilbert 空間で次の問題を考えた : $\{\alpha_{n}\}\subset[0,1]$ とし

$x_{1}=x\in C$, $x_{n+1}=\alpha_{n}x+$ $(1-\alpha_{n})$Tx$n$ ’ $n=1,2,3,$ . . $1$

とすると, どのような条件の下で $\{x_{n}\}$ は $T$の不動点に収束するか. これに対して, Wittmann
[67] は次の定理を証明した.

定理 6.1([67]). {\mbox{\boldmath $\alpha$}n} を $[0, 1]$ の元 $\alpha_{n}$ の実数列で

$\lim_{narrow\infty}\alpha_{n}=0$ , $\sum_{n=1}^{\infty}\alpha_{n}=\infty$ , $\sum_{n=1}^{\infty}|\alpha_{n+1}-\alpha_{n}|$ く十 $\infty$

となるものとする. $C$ を Hilbert 空間 $H$ の閉凸集合とし, $T$ を $C$ から $C$ への $F(T)\neq\phi$ と

なる非拡大写像とする. $x\in C$ とし, $x_{1}=x$ ,

$x_{n+1}=\alpha_{n}x+$ $(1-\alpha_{n})$Txn’ $n=1,2,3,$ $\ldots$

とする. このとき, $\{x_{n}\}$ は $T$ の不動点 $x_{0}$ に強収束する. また, $x_{0}=Px$ である. ただし,
$P$ は $H$ から $F$ (T) の上への metric projection である.

塩路-高橋 [48] はWittmann の定理を Banach空間の場合まで拡張したが, Halpem の問
題を Banach 空間の場合で解くことは, それまで未解決な問題にされていた.

定理 6.2([48]). {\mbox{\boldmath $\alpha$}n} を $[0, 1]$ の元 $\alpha_{n}$ の実数列で

$\lim_{narrow\infty}\alpha_{n}=0$ , $\sum_{n=1}^{\infty}\alpha_{n}=\infty$ , $\sum_{n=1}^{\infty}|\alpha_{n+1}-\alpha_{n}|$ く十 $\infty$

となるものとする. $E$ を一様凸で一様 G\^ateaux微分可能なノルムをもつ Banach 空間とす
る $C$ を $E$ の閉凸部分集合とし, $T$ を $C$ から $C$ への $F(T)\neq\phi$ となる非拡大写像とする.
$x\in C$ とし, $x_{1}=x$ ,

$x_{n+1}=\alpha_{n}x+$ $(1-\alpha_{n})$Tx$n$ ’ $n=1,2,3,$ . $.$ ‘
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とする. このとき, $\{x_{n}\}$ は $T$ の不動点 $x_{0}$ に強収束する. また, $x_{0}=Px$ である. ただし,
$P$ は $C$ から $F$ (T) の上へのサニー非拡大な retraction である.

一方, 清水-高橋 [46] は複数の非拡大写像に対する最初の共通不動点近似法を考察し, 次
の定理を得た.

定理 6.3([46]). $H$ を Hilbert 空間とし, $C$ を $H$ の閉凸集合とする. $S,$ $T$ を $C$ から $C$ への

2 つの可換な非拡大写像とし, $F(S)\cap F(T)\neq\phi$ とする. $\{\alpha_{n}\}$ を

$0\leq\alpha_{n}\leq 1$ , $n1$im $\alpha_{n}=0$ , $\sum_{n=1}^{\infty}\alpha_{n}\infty$

を満たす実数列とする. このとき, $x_{1}=x\in C$ ,

$x_{n+1}=\alpha_{n}x+$ $(1- \alpha_{n})\frac{2}{(n+1)(n+2)}\sum_{k=0}^{n}\sum_{i+j=k}S^{i}T^{j}x_{n}$ , $n=1,2,3,$ . .

で定義される点列 $\{x_{n}\}$ は $F(S)\cap F$ (T) の元 $Px$ に強収束する. ただし, $P$ は $C$ から $F(T)$

の上への metric projection である.

定理 6.4([46]). $H$ を Hilbert 空間とし, $C$ を $H$ の閉凸集合とする. { $S($t): $0\leq t<\infty$}
を $C$ 上の実数パラメータ非拡大半群とし, $\bigcap_{t\geq 0}F(S(t))\neq\phi$ とする. $\{\alpha_{n}\}$ を

$0\leq\alpha_{n}\leq 1$ , $\lim_{narrow\infty}\alpha_{n}=0$ , $\sum_{n=1}^{\infty}\alpha_{n}=\infty$

を満たす実数列とする. このとき, $x_{1}=x\in C$ ,

$x_{n+1}=\alpha_{n}x+$ $(1- \alpha_{n})\frac{1}{t_{n}}\int_{0}^{t_{n}}S$(u)x$n$ du, $n=1,2,$ . .

で定義される点列 $\{x_{n}\}$ は $\{t_{n}\}$ を $t_{n}arrow\infty$ となる実数列とするなら, $\bigcap_{t\geq 0}F(S$ (\oplus の元 $Px$

に強収束する. ただし, $P$ は $C$ から口 t$\geq 0F(S(t))$ の上への metric projection である.

定理 6.旧ま, 塩路-高橋 [49] によって, 次の定理まで拡張された.

定理 6.5([49]). $E$ を一様凸で一様 G\^ateaux微分可能なノルムをもつ Banach空間とし, $C$

を $E$ の閉凸集合とする. { $S$ (t): $0\leq t<\infty$ } を $C$ 上の実数パラメータ非拡大半群とし,
$\bigcap_{t\geq 0}F(S(t))\neq\phi$ とする. $\{\alpha_{n}\}$ を

$0\leq\alpha_{n}\leq 1$ , $\lim_{narrow\infty}\alpha_{n}=0$ , $\sum_{n=1}^{\infty}\alpha_{n}=\infty$

を満たす実数列とする. このとき, $x_{1}=x\in C$ ,

$x_{n+1}=\alpha_{n}x+$ $(1- \alpha_{n})\frac{1}{t_{n}}\int_{0}^{t_{n}}S$(u)x$n$ du, $n=1,2,$ $\ldots$

で定義される点列 $\{x_{n}\}$ は $\{t_{n}\}$ を $t_{n}arrow\infty$ となる実数列とするなら, $\mathrm{n}_{t\geq 0}F$ ( $S$ (t)) の元 $Px$

に強収束する. ただし, $P$ は $C$ から $\bigcap_{t\geq 0}F(S$ (\oplus の上へのサニー非拡大 retraction である.
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さらに, 上の定理は, 塩路-高橋 [50] によって, 非拡大半群の場合まで拡張されている.

定理 6.6([50]). $E$ を一様凸で一様 G\^ateaux微分可能なノルムをもつ Banach空間とし, $C$

を $E$ の閉凸集合とする. $S=$ $\{\eta:t\in S\}$ を $F(S)\neq\phi$ となる $C$ 上の非拡大半群とする.
また, $\{\mu_{n}\}$ を $\lim_{narrow\infty}||\mu_{n}-\ell_{s}^{*}\mu_{n}||=0(s\in S)$ となる $RUC$ (S) 上の means の列とする.

$x,$ $y_{1}\in C$ に対して, 点タリ $\{y_{n}\}\subset C$ を

yn+l=\beta nx+(l--\beta n)7’、yn’ $n=1,2,$ $\ldots$

で定義する. ただし, $\{\beta_{n}\}\subset[0,1]$ は $\lim_{narrow\infty}\mathit{3}_{n}=0$ : $\sum_{n=1}^{\infty}\beta_{n}=\infty$ を満たすとする. こ

のとき, $\{y_{n}\}$ は $F$ (S) の元に強収束する.

Mann[37] は Halpern とは異なる次の問題を考えた : $\{\alpha_{n}\}\subset[0,1]$ とし, $x_{1}=x\in C$ ,

$x_{n+1}=\alpha_{n}Txn+$ $(1-\alpha_{n})$x$n$ ’ $n=1,2,$ $\ldots$

とするとき, どのような条件の下で $\{x_{n}\}$ は $T$ の不動点に収束するか. Reich[43] は Banach
空間で次の定理を証明した.

定理 6.7([43]). $E$ を一様な凸で Fr\’echet微分可能なノルムをもつ Banach空間とし, $C$ を
$E$ の閉凸部分集合, $T$ を $C$ から $C$ への $F(T)\neq\phi$ となる非拡大写像とする. $\{\alpha_{n}\}$ を実数
列で

$0\leq\alpha_{n}\leq 1$ , $\sum_{n=1}^{\infty}\alpha_{n}(1-\alpha_{n})=\infty$

を満たすものとする. このとき, $x_{1}=x\in C$ ,

$x_{n+1}=\alpha$Jx$n+$ $(1-\alpha_{n})$ xn $n=1,2,3,$ $\ldots$

で定義される点列 $\{x_{n}\}$ は $T$ の不動点へ弱収束する.

厚芝-高橋 $[2, 3]$ は複数の非拡大写像に対する Mann タイプの次の 2つの収束定理を得た.

定理 6.8([2]). $E$ を一様凸な Banach 空間とし, Opial 条件を満たすか, そのノルムが
Frech\’et微分可能であるとする. $C$ を $E$ の閉凸集合とし, $S$ と $T$ を $ST=TS$及ひ $F(T)\cap$

$F(S)\neq\phi$ を満たす $C$ から $C$ への非拡大写像とする. 点列 $\{x_{n}\}$ $\subset C$ を $x_{1}=x\in C$ ,

$x_{n+1}=\alpha_{n}$x$n+$ $(1- \alpha_{n})\frac{1}{n^{2}}\sum_{i_{\dot{\theta}}=0}^{n-1}S^{i}T^{j}x_{n}$ , $n=1,2,$ $\ldots$

と定義する. ただし, $\{\alpha_{n}\}\subset[0,1]$ は $0\leq\alpha_{n}<1$ を満たす実数列とする. このとき, $\{x_{n}\}$

は $F(T)\cap F$ (S) の元に弱収束する.
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定理 6.9([3]). $E$ を一様な凸で Fr\’echet 微分可能なノルムをもつ Banach 空間とし, $C$ を
$E$ の閉凸部分集合とする. { $S$ (t): $0\leq t<\infty$ } を $C$ 上の $\bigcap_{t\geq 0}F(S(t))\neq\phi$ となる非拡大写
像とし, $\{t_{n}\}$ を $t\text{。}arrow\infty$ となる実数列とする. このとき, $x_{1}=x\in C$ ,

$x_{n+1}=\alpha_{n}x_{n}+$ $(1- \alpha_{n})\frac{1}{t_{n}}\int_{0}$

”
$S(u)x_{n}$ du, $n=1,2,$ . .

で定義する. ただし, $\{\alpha_{n}\}\subset[0,1]$ はされるは $0\leq\alpha_{n}\leq a<1$ を満たす実数列とする. こ

のとき点列 $\{x_{n}\}$ は $\bigcap_{t\geq \mathit{0}}F$ ( $s$ (t)) の点に弱収束する.

定理 6.9 はまた厚芝-塩路-高橋 [1] によって次の定理にまで拡張されている.

定理 6.10([1]). $E$ を一様な凸で Fr\’echet微分可能なノルムをもっBanach空間とし, $C$ を
$E$ の閉凸部分集合とし, $S=\{T_{t} : t\in S\}$ を $F(S)\neq\phi$ となる $C$ 上の非拡大写像とする.
また $\{\mu_{n}\}$ を $\lim_{narrow\infty}||\mu_{n}-\ell_{s}^{*}\mu_{n}||=0(s\in S)$ となる $RUC$ (S) 上の means の列とし, 点列
$\{x_{n}\}\subset C$ を $x_{1}=x\in C$ ,

$x_{n+1}=\alpha_{n}$x$n+$ $(1-\alpha_{n})T_{\mu}$
n $x_{n}$ , $n=1,2,$ $\ldots$

で定義する. ただし, $\{\alpha_{n}\}\subset[0,1]$ は $0\leq\alpha_{n}\leq a<1$ を満たすものとする. このとき $\{x_{n}\}$

は $F$ (S) の元に弱収束する.

Halpern タイプの収束定理と Mann タイプの収束定理とでは Banach空間のノルムの微分
可能性に興味ある違いが出ている. Halpern タイプは一様 G\^ateaux微分可能性を仮定して
強収束定理を証明しているのに対し, Mann タイプでは Fr\’echet微分可能性を仮定して弱収
束定理を証明している.
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