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格子凸体とハミルトン系

早稲田大学理工学部 岩尾昌央*(Masataka Iwao

概要

格子凸多角形によってパラメトライズされたハミルトニアンに対して, 正準方程式
の離散化を考える. これらに対しては, 両立条件を用いる離散化の手法が適用可能で
ある. これらの離散化されたハミルトン系は, さらに超離散化可能な形にもなってぃ
る. 超離散化されたハミルトン系については, もとの凸多角形の極集合をとる操作を
通じて一般解が構成できる.

1 始めに

非解析的極限 [3. 1]

$e$f$\mathrm{i}$g $\epsilon\log$ ($\exp[\frac{U}{\epsilon}$

.

$]+ \exp[\frac{V}{\epsilon}]+\cdot$ . . $+ \exp[\frac{\mathrm{T}\mathrm{f}^{I},}{\epsilon}])=\mathrm{l}\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{x}(U, V, . . . , W)$ (1)

がソリトン理論に導入されて以来, 多くのソリトン方程式がソリトンセルオートマトンと
対応付けられている $[2, 4]$ . 現在では, この公式 (1yま超離散極限と呼ばれる. この極限に
よって全独立変数が離散化された方程式の従属変数が離散変数に変換されるためである.
この稿では超離散極限を自由度 1 のハミルトン系

$\frac{dQ}{dt}=\frac{\partial H}{\partial P}$ , $\frac{dP}{dt}=-\frac{\partial H}{\partial Q}$ . (2)

に適用することを考えたい. そもそもハミルトン系の独立変数 $t$ の離散化自体, 完成され
た理論があるわけではないので, この試みは一般的にはうまくいかない. ところが不思議
なことに, 次の形のハミルトニアンを選ぶと, 離散化から超離散化まで一気に行うことが
出来る.

$H(Q, P)=$ clog $( \sum_{(j,k)}a$ ($j$ ,k) $\exp[\frac{jQ+k^{n}P}{\epsilon}$]) $’$

. (3)

ここで $\epsilon>0$ はパラメータ. また重み定数 $a_{(j,k)}$ は凸多角形に依存する定数. 具体的には次
のように選ぶ. (同様なパターンでいろいろ試してみたが, 失敗例が見っがらない. しかし

一般にこの形のハミルトニアンで失敗しないのかどうか, まだよく分からない)

’日本学術振興会特別研究員, e-lnail: iwao@kurenai waseda jp

数理解析研究所講究録 1400巻 2004年 21-30



22

1.1 多角形 $\mathrm{I}^{\neg}$ に対応するハミルトニアン

$\Gamma$ を次の条件を満たす凸多角形とする.

・全ての頂点 $\in \mathrm{Z}^{2}$ ,

$\circ$ 原点 $(0, 0)$ を唯一の内点として持つ.

$..\ovalbox{\tt\small REJECT}_{1}^{\backslash }|||||1|..|’|.|$ $..\ovalbox{\tt\small REJECT}_{1}^{1}|.’|\backslash ||||11|||||.||$

Fl F2

図 1: Fl と F2. 重み定数がふってある.

図 1 は, このような多角形の例で, 辺の上の格子点に重み定数を付けている. 以降, この

Fl と F2 の例を用いて話を進める. Fl と F2 を, 次の $\mathrm{I}\mathrm{o}$ ミルトニアンに対応させる.

$H_{\Gamma 1}(Q, P)$ $=$ $\epsilon\log\{++++++$ $1\cdot\exp[(-1,-1)\cdot(Q,P)/\epsilon]2\cdot\exp[(0,-1)\cdot(Q,P)/\epsilon]2\cdot\exp[(-1,0)\cdot(Q,P)/\epsilon]1\cdot\exp[(1,-1)\cdot(Q,P)/\epsilon]1\cdot\exp[(-1,1)(Q,P)/\epsilon]1\cdot\exp[(1,0)(Q,P)/\epsilon]1\cdot\exp[(0,1)\cdot(Q,P)/\epsilon]|$

: (4)

$H_{\Gamma 2}(Q, P)$ $=$ $\epsilon\log\{+++++++$ $1\cdot\exp[(-1,-1)\cdot(Q,P)/\epsilon]2\cdot\exp[(0,-1)\cdot(Q,P)/\epsilon]3\cdot\exp[(-1,0)|(Q,P)/\epsilon]1\cdot\exp[(1,-1)(Q,P)/\epsilon]3\cdot\exp[(-1,1)(Q,P)/\epsilon]1\cdot\exp[(-1,2)(Q,P)/\epsilon]1\cdot\exp[(1,0)(Q,P)/\epsilon]2\cdot\exp[(0,1)(Q,P)/\epsilon]\cdot|$ (5)
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注意するべき点として, 重み定数は任意に置き換えることは出来ないが, ある程度自由
なパラメータに置き換えることは出来るようである. 一般の $\Gamma$ に対してどのように重み定
数を取るべきなのか分からないが, 筆者が試したところでは, 2項定数をそのまま多角形
の辺上の格子点に配置するとうまくいく, メヵニズムは不明なので今後の研究課題である.
その他の例は次の章に幾っか与えておいた.
なぜなのかは分からないが, とに力 $>\text{く}$ このようにすると今のところ反例なく上手くぃく.

2 独立変数 $t$の離散化
このようなハミルトン系について独立変数 $t$ を厳密に離散化できる.
キーポイントは次の命題である. 証明は簡単だが記述が煩雑になるため省略する.
命題 $E_{\delta}$ を $E_{\delta}\phi(t)\neg-\phi(t+\delta)$ で定義しておく. ここで $\delta$ は実数パラメータ. 次を仮定す

る. (我々の例ではこれらは満たされる)

1. $H$ (Q, $P$ ) は $(Q, P)\in \mathrm{R}^{2}$全域で狭義凸関数として与えられていて最小値を持っ.

2. $F$ (Q, $P$ ) と $G$ (Q, $P$ ) は $\delta$ を陽に関数形に含まない形で与えられていて, 偏微分可能で
ある.

このとき次の二つの条件が等価になる.

1. ある定数 $\hat{\delta}$ が存在して, ハミルトン系

$\frac{dQ}{dt}=..\frac{\partial H}{\partial P}$ , $\frac{dP}{dt}=-\frac{\partial H}{\partial Q}$ ,

の一般解が離散力学系

$E_{\delta}Q=F(Q, P)$ , $E_{\delta}P=G(Q, P)$ .

をも同時に満たすこと.

2. 両立条件. 上のハミルトン系と離散力学系に関して,

$\{$

$\frac{d}{dd}E_{\delta}Q=E_{\delta}\frac{d}{dd}Q$ ,

$\overline{dt}\overline{dt}E_{\delta}P=E_{\delta}P$,

$E_{\delta}H(Q, P)=H(Q, P)$ .

(6)

が成り立つこと.

I
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つまりハミルトニアンを与えた時, 両立条件 (6) を解いて離散力学系を求めれば, 一般

解を保つ離散化が出来たことになる.
両立条件 (6) を我々のハミルトン系に都合が良い形に等価変形しておぐ 従属変数変換

$(Q, P, H, F, G)\mapsto(q, p, h, f, g)$ :

$\{$

$q$ $=$ $\exp[Q/\epsilon]$ ,
$p$ $=$ $\exp[P/\epsilon]$ ,

$h(q,p)$ $=$ $\exp[H(Q, P)/\epsilon]$ ,
$f(q,p)$ $=$ $\mathrm{e}\mathrm{x}$p[F(Q, $P)/\epsilon$],
$g(q,p)$ $=$ $\exp[G(Q, P)/\epsilon]$ ,

(7)

により式 (6) は未知関数 $f$ ( q, $p$), $g$ (q, $p$) に関する次の非線形偏微分方程式になる.

$\{$

$\xi$ (q, $p$ ) $\frac{\partial f}{\partial q}+\eta(q,p)\frac{\partial f}{\partial p}=\xi$ (f, $g$ ),

$\xi$ (q, $p$ ) $\frac{\partial g}{\partial q}+\eta(q,p)\frac{\partial g}{\partial p}=\eta(f)g)$ ,

$h(q,p)=h(f, g)$ .

(8)

ここて関数 $\xi$ and $\eta$ は次で定義した.

\mbox{\boldmath $\xi$}(9、 $p$ ) $=$ $clp \frac{\partial f\iota(q,\prime p)}{\partial p}.$ ,

$\eta(q,p)$ $=$ $-qp \frac{\partial h(q,p)}{\partial q}.\cdot$

予想ハミルトニアンを前節のように設定すると, どのような多角形 $\Gamma$ に対しても, この

非線形偏微分方程式 (8) は必す非自明な有理解を持ち, しかもその有理式に現れる係数は
全て非負になる. $[]$

$\Gamma$ は, いわゆる $h_{\Gamma}(q,p)$ のニュートン多角形である.

2.1 離散化, Fl の場合

変数変換 (7) により式 (4) は

$h_{\Gamma 1}(q,p)=q+ \frac{q}{p}+\frac{2}{p}+\frac{1}{qp}+\frac{2}{q}+\frac{p}{q}+p$,

となり, 定義から次の関数を得る.

$\xi_{\Gamma 1}(q,p)=qp\frac{\partial h_{\Gamma 1}}{\partial p}$ , $\eta_{1^{\urcorner}1}(q,p)=-qp\frac{\partial h_{\Gamma 1}}{\partial q}$ .

この $\xi_{\Gamma 1}$ と $\eta_{\Gamma 1}$ について方程式 (8) は,

$\{$

$\xi_{\Gamma 1}(q,p)\frac{\partial f}{\partial q}+$ 77r1 $(q,p) \frac{\partial f}{\partial p}=\xi_{\Gamma}$l $(f, g)$ ,

$\xi_{\Gamma 1}(q,p).\frac{\partial g}{\partial q}+\eta$rl $(q,p) \frac{\partial g}{\partial p}=\eta$r1 $(f, g)$ ,

$h_{\Gamma 1}(q,p)=h_{\Gamma 1}(f, g)$ .
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この偏微分方程式は次の厳密解を持つ.

$f=p$ , $g= \frac{p+1}{q}$ .

従って次の有理写像の力学系が得られる.

$E_{\delta}q=p$ , $E_{\delta}p= \frac{p+1}{q}$ .

これは式 (7) により離散力学系

$E_{\delta}Q=P$, $E_{\delta}P=\epsilon 1\mathrm{o}$g($\mathrm{e}\mathrm{x}$p[P/$\epsilon]+$ 1)–Q,

に変換されるが, これは命題により $\delta$ を適当に選べばハミルトン系の一般解を共有する.

2.2 離散化, F2 の場合

同様に式 (7) により式 (5) は

$f_{l_{\Gamma 2}}(q, p)=q+ \frac{q}{p}+\frac{2}{p}+\frac{1}{qp}+\frac{3}{q}+\frac{3p}{q}+\frac{p^{2}}{q}+2p$ ,

になり, 次が得られる.

$\xi$12 $(q,p)=qp \frac{\partial h_{\Gamma 2}}{\partial p}$., $\eta$I2(q, $p$ ) $=-qp$ $\frac{\partial l\iota_{\Gamma 2}}{\partial q}$ .

この $\xi_{\Gamma 2}$ and $\eta_{\Gamma 2}$ について方程式 (8) は,

$\{$

$\xi$r2 $(q,p) \frac{\partial f}{\partial q}+\eta_{\Gamma 2}(q,p)\frac{\partial f}{\partial p}=\xi_{\Gamma}$2 $(f, g)$ ,

$\xi$I2 $(q,p) \frac{\partial g}{\partial q}+\eta_{\Gamma 2}(q,p)\frac{\partial g}{\partial p}=\eta$r2 $(f, g)$ ,

$h_{\Gamma 2}(q,p)=h_{\Gamma 2}(f, g)$ .

この方程式に次の厳密解が存在する.

$f= \frac{p(q+p+1)}{q}$ , $g= \frac{p+1}{q}$ .

有理写像

$E_{\delta}q= \frac{p(q+p+1)}{q}$ , $E_{\delta}p= \frac{p+1}{q}$ ,

を式 (7) で変数変換して離散力学系

$E_{\delta}Q=P+\epsilon\log(\exp[Q/\epsilon]+\exp[P/\epsilon]+1)-Q$ , $E_{\delta}P=\epsilon\log(\exp[P/\epsilon]+1)-Q$ ,

を得る.
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2.3 偏微分方程式の厳密解, その他の例

他の例を列挙する. $h_{\Gamma}$ と対応する偏微分方程式の厳密解を 1 組ずつ挙げておく 他にも
$h_{\Gamma}$ を換えれば, たくさんの例が作れる.

$\bullet h_{\Gamma 3}=q+qp^{-1}+$ p$–1+q-1p+p$ .

$f= \frac{p}{q(q+p+1)}$ , $g= \frac{1}{q+p}$ .

$\mathrm{o}h_{\Gamma 4}=qp+2p^{-1}+q^{-1}p^{-3}+4q^{-1}p^{-2}+6q^{-1}p^{-1}+4q^{-1}+q-1p$ $+2p.$

$f= \frac{p(qp^{2}+(p+1)^{2})^{2}}{(p+1)^{4}}$ , $g= \frac{(p+1)^{2}}{qp^{2}}$ .

$\mathrm{o}h_{\Gamma 5}=q+qp^{-1}+2p^{-1}+q^{-1}p^{-1}+q^{-1}+p$.

$f= \frac{qp}{q+1}$ , $g= \frac{qp+q+1}{q(q+1)}$ .

$\bullet h_{\Gamma 6}=q+p^{-1}+q-1+qp.$

$f= \frac{p}{qp+1}$ , $g= \frac{1}{qp}$ .

$\mathrm{o}h_{\Gamma 7}=qp+p^{-1}+q$ $-1p-1+p$ $+q$p2.

$f=qp^{2}(p+1)$ , $g= \frac{1}{qp(\prime p+1)}$ .

これらの例に対しても以下の議論が適用できるが, 省略する. (以下の議論をよく考えれ

ば, これらの解が線形代数の知識だけで構成できる)

3 超離散極限
超離散極限 $\epsilonarrow+0$ を適用しよう. 公式 (1) により式 (4) と式 (5) は

$H$r1 $(Q, P)$ $=$ nlax(Q, $Q-P,$ $-P,$ $-Q-P,$ $-Q,$ $-Q+P,$ $P$),
$H_{\Gamma 2}(Q, P)$ $=$ lnax(Q, $Q-P,$ $-P,$ $-Q-P,$ $-Q,$ $-Q+P,$ $-Q+2P,$ $P$),

as $\epsilonarrow+$O.
また、我々が前節で得た離散力学系は

for $H_{\Gamma 1}(Q, P)$ ,

$\{$

$E_{\delta}Q=P$,
$E_{\delta}P=1\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{x}(P, 0)-Q$ ;

and for $H_{\Gamma 2}(Q, P)$ ,

$\{$

$E_{\delta}Q=P+1\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{x}(Q, P, 0)-Q$ ,
$E_{\delta}P= \max(P, 0)-Q$ ,

as $\epsilonarrow+0.$
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3.1 $\mathrm{I}$

\neg の極集合

超離散極限での我々の力学系に対して, 一般解を構成する手順を述べる. まず $\Gamma$ に対す
る「極集合 (polar set)」 [5] を次の手続きにより構成する. (ただし, この手続きは $\Gamma$ が特
殊な条件付きの多角形であるため適用可能であり, 一般の多角形に対する極集合の概念は
もっと抽象的な定義である)

1. $\Gamma(h_{i})$ の各頂点には隣接して 2 つの辺が存在する. それらに対して外向きの 2つの法
線ベクトルを考える. 法線ベクトルの始点にその頂点をとり, 終点に頂点から最も近
い格子点をとる.

2. それそれの頂点について, そのような 2 つの法線ベクトルを 2辺とする 3角形を作
図する.

3. 全ての頂点に対する 3角形たちを, それらを張っているベクトルの始点が原点と—致
するように, 平行移動する. これらの 3角形たちの合併集合を $\Gamma^{\Delta}$ とする.

これにより得られる $\Gamma^{\Delta}$ が, 抽象的に定義される極集合と一致することを示すためには, よ

く知られた 「整数が互いに素であるための必要十分条件」 を使う. 記述が煩雑なので証明
は略す-

$\Gamma 1$ と $\Gamma 2$ に対する極集合の作図を図 2 に示す-
ここで次の公式が成り立つ. どのような $\Gamma$ に対しても

$\{(Q, P)|H_{1^{\urcorner}}(Q, P)=1\}=$ the boundary of I $\Delta$ .

この公式は極集合の通常の抽象的な定義から自然に従う. 左辺は超離散化されたハミルト
ニアンの等高線で, 右辺は極集合 $\Gamma^{\Delta}$ の境界である.
さらに, 超離散化されたハミルトニアンの等高線は相似な図形になる. すなわち $H_{\Gamma}(\lambda Q\}\lambda P)=$

$\lambda H_{\Gamma}(Q, P)=\lambda$ が任意の $\Gamma$ と $\lambda\geq 0$ に対して常に成り立つ.
以上により, 超離散化されたハミルトニアンの任意の等高線を描くための手続きが得ら

れた.

3.2 超離散化された力学系の一般解

公式 (9) を $\mathrm{Z}^{2}$ に制限する:

{ $(Q,$ $P)\in \mathrm{Z}^{2}|H$r $(Q,$ $P)=1$ } $=\partial$F$\Delta\cap$ z2.

この公式により超離散化された力学系の一般解を見つけることが出来る. 具体的には次の
ようにする.
ます $\Gamma 1$ に対する超離散化された力学系

$\{$

$E_{\delta}Q=P$,
$E_{\delta}P=1\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{x}(P, 0)-Q$ ,
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が次の集合上の置換を引き起こすことに注意する.

$\{(Q)P)\in \mathrm{Z}^{2}|H_{\Gamma 1}(Q, P)=1\}$ $=$ $\partial$F1 $\Delta\cap$ Z2
$=$ $\{(1,0), (0, -1), (-1,0), (0,1), (1,1)\}$ .

実際計算してみると

$(1, 0)\mapsto(0, -1)\mapsto(-1,0)\mapsto(0,1)\mapsto$ $(1,1)\mapsto(1,0)$ ,

となる. さて, $\Phi(Q_{0}, P_{0})$ により Fl に対する我々の力学系の 1 つの周期解を表すことにす
る. ここで $(Q_{0}, P_{0})$ は集合� $\Gamma 1^{\Delta}\cap \mathrm{Z}^{2}$ から選んだ初期値とする. 例えば

$\Phi(1,0)=\{$

$(1, 0)$ , $t/\delta\equiv 0$ (lnod 5),
$(0,$ $-1)$ , $t/\delta\equiv 1$ (mod 5),
(-1, 0), $t/\delta\equiv 2$ (lnod 5),
$(0, 1)$ , $t/\delta\equiv 3$ (mod 5),
$(1, 1)$ , $t/\delta\equiv 4$ (mod 5).

すると $\Gamma 1$ に対する我々の力学系の一般解は次のように表示される.

$\mu\Phi$ (Q0, $P_{0}$ ) $+\nu$E$\delta\Phi$ (Q0, $P_{0}$ ), (9)

for arbitrary $\mu\geq 0,$ $l/\geq 0$ and $(Q_{0}, P_{0})\in\partial\Gamma 1^{\Delta}\cap \mathrm{Z}^{2}$ .
. 同様に $\Gamma 2$ の場合を考えよう. 超離散化された力学系は

$\{$

$E_{\delta}Q=P+\mathrm{n}\mathrm{u}\mathrm{a}\mathrm{x}(Q, P, 0)-Q$,
$E_{\delta}P=1\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{x}(P, 0)-Q$ ,

は次の集合上の置換を引き起こす.

$\{(Q, P)\in \mathrm{Z}^{2}|H_{\Gamma 2}(Q, P)=1\}$ $=$ $\partial$F2$\Delta\cap$ Z2
$=$ $\{(1,0)\backslash . (0, -1), (-1,0), (1,1)\}$ .

実際次のようになる.

$(1, 0)\mapsto(0, -1)\mapsto(-1,0)\mapsto(1,1)\mapsto$ $(1,0)$ .

ここで $\Psi(Q_{0}, P_{0})$ を一つの周期解とする. ただし初期値 $(Q_{0}, P_{0})$ は�$\Gamma 2^{\Delta}\cap \mathrm{Z}^{2}$ から選ぶ. 例

えば

$\Psi(1,0)=\{$

$(1, 0)$ , $t/\delta\equiv 0$ (lnod 4),
$(0,$ $-1)$ , $t/\delta\equiv 1$ $(\iota \mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{d}4)$ ,
(-1, 0), $t/\delta\equiv 2$ $(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 4)$ ,
$(1, 1)$ , $t/\delta\equiv 3$ (nlod 4).

すると一般解は次のように表示できる:

$\mu\Psi$ (Q0, $P_{0}$ ) $+\nu E_{\delta}\Psi(Q_{0}, P_{0})$ , (10)

for arbitrary $\mu\geq 0,$ $\nu$ \geq 0and(Q0, $P_{0}$ ) $\in\partial\Gamma 2^{\Delta}\cap \mathrm{Z}^{2}$ .
式 (9) と式 (10) は全く同じ形式になっている. 他の F3, F4 . ., 等の例に対しても同様
の形式に一般解を書き下すことが出来る.
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4 まとめ

格子凸多角形によってパラメトライズされたハミルトニアンに対して, 正準方程式の離
散化を考えた. これらに対しては, 両立条件を用いる離散化の手法が適用可能である. こ

れらの離散化されたハミルトン系は, さらに超離散化可能な形にもなっている. 超離散化
されたハミルトン系については, もとの凸多角形の極集合をとる操作を通じて一般解が構
成できる.
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$\Gamma 1$

$\Gamma 1^{\Delta}$

図 2: 極集合 $\Gamma^{\Delta}$ の作図.


