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金沢大学工学部 勘甚裕一 (Yuichi Kanjin)
Faculty of Engineering,

Kanazawa University

本稿では, 前半第 1 節で直交関数展開に関する移植定理の考え方, 役割について解

説したい. その 1 つの重要な役割は, 直交関数展開におけるフーリエ. マルチプライ
ヤーの有界性に関する移転定理が, この移植定理から導かれることである. このこと
の説明と移転定理の意味についても述べたい. 後半の第 2節では, 著者 [14] が最近得
た, 実ハーディー空間におけるハンケル変換に関する移植定理と, フーリエ. マルチ

プライヤーの有界性への応用について述べる.

1. 移植定理

直交関数展開における移植定理 (transplantation theorem) とは何かを説明するた
めに, フーリエ級数論における M. Riesz の定理から始めたい.
周期 $2\pi$ をもち, 区間 $(-\pi, \pi)$ において可積分である周期関数 f(ののフーリエ級数

展開を

$f( \theta)\sim\frac{a_{0}}{2}+\sum_{n=1}(a_{n}\cos n\theta+b_{n}\sin n\theta)$ ,

$a_{n}= \frac{1}{\pi}\int_{-\pi}^{\pi}f(\theta)\cos n\theta d\theta$ , $b_{n}= \frac{1}{\pi}\int_{-\pi}^{\pi}f(\theta)\sin n\theta d\theta$

とする. 関数 $f$ (\mbox{\boldmath $\theta$}) の共役関数 $f$ (\mbox{\boldmath $\theta$}) は, フーリエ級数展開

$\tilde{f}(\theta)\sim$ p$(a_{n}\sin n\theta-b_{n}\cos n\theta)$

$n=1$

をもつような関数として定義される、 このとき, M. Riesz が示したのは次の定理で
ある.

The M. Riesz theorem (M. Riesz [1]). $1<p<\infty$ とする. 次の不等式が成り立つ :

$l^{|f(\theta)|^{p}d\theta\leq c\int_{-\pi}^{\pi}|f(\theta)|^{p}d\theta}$ .

ここで, $C$ は $p$ のみに依存する定数である.
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この定理から, フーリエ級数の部分和の $L^{p}$ 収束が得られることは, よく知られて
いる. また, 共役関数 $\tilde{f}(\theta)$ は, 特異積分

$\tilde{f}(\theta)=\lim_{\epsilonarrow 0}\frac{1}{2\pi}\int_{\epsilon<|\theta|<\pi}f(t)\cot\frac{\theta-t}{2}dt$

によって表現される. これは, $2\pi$ 周期関数に対するヒルベルト変換そのものである.
M. Riesz の定理は, その後特異積分論を触発するなど, 調和解析学における極めて重
要な定理の 1 つである.

この定理を移植定理の視点から書き直すことによって, 移植定理の考え方・役割を
説明したい. まず j 作用素 $T$ と $T’$ を定義する. $2\pi$周期偶関数

$f(\theta)\sim(a_{0}/2)+a_{1}\cos\theta+a2$ $\cos 2\theta+a_{3}\cos 3\theta+\ldots$

に対し, 関数 $Tf(\theta)$ を, つぎのフーリエ級数をもつものとして定義する :

(1) $Tf(\theta)\sim(a_{0}/2)\sin\theta+a1$ $\sin 2\theta+a_{2}\sin 3\theta+a_{3}\sin 4\theta+\ldots$ .
また, 奇関数

$g(\theta)\sim b_{1}\sin\theta+b2$ $\sin 2\theta+b_{3}\sin 3\theta+\ldots$

に対し,

(2) $T’g(\theta)\sim b_{1}+b_{2}\cos\theta+b3$ $\cos 2\theta+b_{4}\cos 3\theta+\ldots$ .

と定義する. 作用素 $T$ は, cosine級数の係数を sine級数に 「植付け」, 作用素 $T’$ は

sine級数の係数を cosine級数に 「植付け」 るものであった. このような作用素を移植
作用素 (transplantation operator) と言う 1

いま, 偶関数 $f$ (\mbox{\boldmath $\theta$}) と奇関数 $g$ (\mbox{\boldmath $\theta$}) に対して

$\tilde{f}(\theta)\sim a_{1}\sin\theta+a2$ $\sin 2\theta+\ldots$ , $\tilde{g}(\theta)$ \sim -b1 $\cos\theta-b2$ $\cos 2\theta-$ . ..
であることに注意すると, 次が成り立つことがわかる :

$Tf(\theta)=f(\theta)\sin\theta+f\sim(\theta)\cos\theta$, $T’g(\theta)=g(\theta.)\sin\theta-g(\theta)\cos\theta$.

これより, M. Riesz の定理を使うと, 次の形の定理が得られる.

Theorem $\mathrm{A}$ $1<p<\infty$ とする. 次の不等式が成り立つ :

(3) $\int_{0}$

“

$|$Tf $( \theta)|^{p}d\theta\leq C\int_{0}$

”

$|$f $(\theta)|^{p}d\theta$,

(4) $\int_{0}$

“

$|$ T’g $( \theta)|^{p}d\theta\leq C\int_{0}$

”

$|$g(6) $|^{p}d\theta$ .

我々は, Theorem A のような, 移植作用素の有界性を主張する命題を移植定理と呼
んでいる.

この移植定理の ‘使い方 ’を, Askey [4] に拠って説明したい. 次の結果を取り上
げる :
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Hardy-Litflewood (1931) $1<p<\infty$ とする. 係数 $\{a_{n}\}_{n=1}^{\infty}$ は, 条件 $a_{n-1}\geq$

$a_{n}arrow 0$ を満たすものとする. このとき, 関数 $f( \theta)=\sum_{n=1}^{\infty}a$n $\cos n\theta$ が $p$ 乗可積分
$\int_{0}^{\pi}|f$ (\mbox{\boldmath $\theta$})|p $d\theta<\infty$ である必要十分条件は, $\sum_{n=1}^{\infty}a_{n}^{p}n^{p-1}<\infty$ である.

自然に, sine級数に対して同様の結果が成り立たないか問題にしたくなる. この問
題を, 上の移植定理で扱ってみよう. 仮定は, $1<p<\infty$ と係数 $\{b_{n}\}_{n=1}^{\infty}$ が同じ条件
$b_{n-1}\geq b_{n}arrow 0$ を満たすことである $\mathrm{c}$ まず, 関数 $g( \theta)=\sum_{n=1}^{\infty}b$n $\sin n\theta$ が $p$ 乗可積分
であるとする. このとき T’g(のは (2) の形の cosine級数であり, (4) から $p$乗可積分で
ある. これらのことから, 関数 $T’g$ (\mbox{\boldmath $\theta$}) を考えれば, 上の Hardy-Littlewood の結果か
ら $\sum_{n=1}^{\infty}b_{n+1}^{p}n^{\mathrm{p}-1}<\infty$ であ $\text{り},$ $\sum_{n=1}^{\infty}b_{n}^{p}n^{p-1}<\infty\mathrm{B}$ ’b従う. 逆 $\#^{}$. , $\sum_{n=1}^{\infty}b_{n}^{p}n"<\infty$

を仮定する. 明らかに, $\sum_{n=1}^{\infty}b_{n+1}^{p}n^{p-1}<\infty$ なので, 再び上の結果から cosine 級数
$f( \theta)=\sum_{n=1}^{\infty}b_{n+1}\mathrm{c}$os $n\theta$ は $p$ 乗可積分である. このとき, (3) より sine 級数 $Tf(\theta)=$

$\sum_{n=1}^{\infty}b_{n}\mathrm{s}$in $n\theta$ が $p$乗可積分であることがわかる. これで, Hardy-Littlewood の結果
が sine級数についても同じ形で成り立つことがわかった.
移植定理があれば上で見たように, cosine級数に対して得られている結果が, そつ

くり sine級数に移ることになる. 逆に, sine級数に対して得られている結果が, cosine
級数に移ることにもなる. これが, 移植定理の考え方である.
以上, M. Riesz の定理から始めて, それが cosine級数と sine級数の間の移植定理を

導くこと, そしてそれを使って移植定理の考え方 = 役割について述べた. 次に, 一般
的な直交関数展開の枠組みで移植定理と, フーリエ. マルチプライヤーの有界性に関
する移転定理を定式化し, それらの関係を述べたい.

$\{\phi_{\alpha}(x)\},$ $\{\psi_{\alpha}(y)\}$ をそれぞれルベーグ測度 $dx,$ $dy$ に関する 2つの完備な正規直交系
とする. 定義されている区間は, どこであってもかまわない. 関数 $f$ (x) を直交関数系

$\{\phi_{\alpha}(x)\}$ によって,

$f(x) \sim\sum_{\alpha}(f, \phi_{\alpha})\phi_{\alpha}$
(x), $(f, \phi_{\alpha})=\int$ f $(t)\overline{\phi_{\alpha}(t)}dt$

とフーリエ展開する. 同様に, 関数 $g$ (\emptyset を直交関数系 $\{\psi_{\alpha}(\emptyset\}$ によって,

$g(y) \sim\sum_{\alpha}(g, \psi_{\alpha})\psi_{\alpha}$
(y), $(g, \psi_{\alpha})=\int$ g(s) $\psi_{\alpha}(s)$ ds

とフーリエ展開する. 作用素 $T_{\psi}^{\phi}$ を

$T_{\psi}^{\phi}f(y) \sim\sum_{\alpha}(f, \phi_{\alpha})\psi_{\alpha}(y)=\int$ f $(t) \sum_{\alpha}\phi_{\alpha}(t)\psi_{\alpha}$
(y) $dt$

と定義. 1,, $\phi$系から $\psi$ 系への移植作用素 (transplantaion operator) と呼ぶ. 逆方
向への作用素, $\psi$ 系から $\phi$ 系へのそれ $T_{\phi}^{\psi}$ は,

$T_{\phi}^{\psi}g(x) \sim\sum_{\alpha}(g, \psi_{\alpha})\phi_{\alpha}(x)=\int$ g(s)
$\sum_{\alpha}\psi_{\alpha}(s)\phi_{a}$

(x) $ds$
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で定義される. 明らかに,

$T_{\phi}^{\psi}T_{\psi}^{\phi}f=f$, $T_{\psi}^{\phi}T_{\phi}^{\psi}g=g$

が成り立つ. 我々が, 欲しいのは, 積分核 $\sum_{\alpha}\overline{\phi_{\alpha}(t)}\psi_{\alpha}(y)$ , $\sum_{\alpha}\overline{\psi_{\alpha}(s)}\phi_{\alpha}(x)$ をもつ積
分作用素としての移植作用素 $T_{\psi}^{\phi},$ $T_{\phi}^{\psi}$ の有界性に関する次の主張である.

Statement I-

(\phi \rightarrow \psi 移植) $||T_{\psi}^{\phi}f||_{p}\leq C||f||_{p}$ ;(\psi \rightarrow \phi 移植) $||T_{\phi}^{\psi}g||_{p}\leq C||g||_{p}$ .
ここで, $||$ $|$ |p は, 考えている空間の $L^{p}$ ノルムとする.

この主張が成り立つとき, Statement I を $\phi$ 系と $\psi$ 系の間の移植定理 (transplan-
tation theorem) と言う. M. Riesz の定理から導かれた Theorem A は, cosine 系と
sine 系の間の移植定理である. そこで説明したように, $\phi$ 系と $\psi$ 系の間の移植定理が
あれば, $\phi$ 系に関する直交展開に関して得られている成果が, そっくり $\psi$ 系に関する
直交展開へ移ることになる. このように移植定理とは, 豊富な成果をもっ直交関数系
の, その成果をそっくり未だ良く分っていない他の直交関数系へ移してしまおうと言
う考えの定理である. 移したい成果の最も重要なものはフーリエ. マルチプライヤー
作用素の有界性である. マルチプライヤー作用素は, 特異積分作用素などを含む, 調
和解析における研究対象として重要なものである. このフーリエ. マルチプライヤー
作用素の有界性に関する移転定理といわれる定理が, 移植定理がら導がれることを述
べ上 $\text{う}$ .
有界数列 $\lambda=\{\lambda_{\alpha}\}$ に対し, $\phi$ 系におけるマルチプライヤー作用素 $M_{\lambda}^{\phi}$ は、

$M_{\lambda}^{\phi}f(x) \sim\sum_{\alpha}$ \lambda 。 $(f, \phi_{\alpha})\phi_{\alpha}(x)$

で定義され, $\psi$ 系のそれ $M_{\lambda}^{\psi}$ は,

$M_{\lambda}^{\psi}g(y) \sim\sum_{\alpha}\lambda_{\alpha}(g, \psi_{\alpha})\psi_{\alpha}(y)$

と定義される. 次の関係が基本的である :

(5) $M_{\lambda}^{\phi}f=T_{\phi}^{\psi}M_{\lambda}^{\psi}T_{\psi}^{\phi}f$,

(6) $M_{\lambda}^{\psi}g=T_{\psi}^{\phi}M_{\lambda}^{\phi}T_{\phi}^{\psi}.g$ .

いま, $\phi$ 系と $\psi$ 系の間の移植定理が成り立っているとする. 関係 (5) より,

$||M_{\lambda}^{\phi}$f $||_{p}=||$$M$\lambda\psi\psi_{T^{\phi}f||_{p}\leq}|$$ $|_{p}||$ M$\lambda\psi$q$f||_{\mathrm{p}}$

$\leq|$I$\phi\psi|_{p}|$ M$\lambda\psi|_{p}||$ T$\psi^{\phi}$f $||_{p}\leq|$I$\phi\psi|_{p}|$ M$\lambda\psi|_{p}|$T$\psi\phi|_{p}||$f $||_{p}$ .
ここで, $|(|_{p}$ は作用素の $L^{p}$ 空間上での作用素ノルムを表す-
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つまり, $\psi$ 系でマルチプライヤー作用素 $M_{\lambda}^{\psi}$ の $L^{p}$ 有界性 $|M_{\lambda}^{\psi}|_{p}<\infty$ が成り立って

いるならば $\phi$ 系でも $L^{p}$ 有界性 $|M_{\lambda}^{\phi}|_{p}<\infty$ が成り立つということである. 関係 (6) も
あるので, 逆も言える. 即ち, 移植定理からマルチプライヤー作用素に関する次の主
張が導かれる.

Statement $\mathrm{I}\mathrm{I}$ .

(\psi \rightarrow \phi 型) $|M_{\lambda}^{\psi}|_{p}<\infty$ ならば $|M_{\lambda}^{\phi}|_{p}<\infty$ ;

(\phi \rightarrow \psi 型) $|M_{\lambda}^{\phi}|_{p}<\infty$ ならば $|M_{\lambda}^{\psi}|_{\mathrm{p}}<\infty$ .

うえの Stetement $\mathrm{I}\mathrm{I}$ のうち, (\psi \rightarrow \phi 型) の主張が成り立つとき, 我々はそれを $\psi$ 系

から $\phi$系への移転定理 (transference theorem) とい $^{\mathrm{a}}$ , (\phi \rightarrow \psi 型) の主張が成り

立つとき, $\phi$ 系から $\psi$ 系への移転定理という.
もし, $\psi$ 系において, マルチプライヤー作用素の $L^{p}$有界性に関し豊富な結果の蓄積

があれば, (\psi \rightarrow \phi 型) の移転定理を証明することによって, それらがそつくり $\phi$ 系に

持ち込めるということである. 移植定理の最大の目的のひとつは, この有用な移転定

理を得ることにある. ただし, 移転定理の証明には必ずしも移植定理を必要とはしな
い (移植定理を介さずに直接別の方法で, 移転定理を証明することも行われている)

課題は, よく研究されている直交関数系からあまり研究が進んでいない直交関数系へ
の移転定理, またそれを導く移植定理を証明することである.
注意として, 移転定理では (\psi \rightarrow \phi 型) と (\phi \rightarrow \psi 型) のそれぞれが独立に有用であ

る. 移転定理を移植定理から導くには, (\psi \rightarrow \phi 型) ひとつを導くにも, 移植定理の

(\psi .\rightarrow \phi 移植) と (\phi \rightarrow \psi 移植) が一組となって成り立たなければならない. 一方向の移
植作用素の有界性が有効に機能する場合もあるが (例えば, [10]) , 普通は (\psi \rightarrow \phi 移植)

と (\phi \rightarrow \psi 移植) 両方をもって移植定理と呼ぶ.

2. ハンケル変換における移植定理

この節においては, ハンケル変換における移植作用素の有界性について議論する. 前
節との関連でいえば, 2 つの系 $\phi=\{\phi_{\alpha}(x)\}_{\alpha},$ $\psi=$ {\psi \mbox{\boldmath $\alpha$}(y)}。として, 第 1 種ベツセル
関数 $J_{\mu}$ , $\mu>-1$ からなる 2つの異なる指数 $\mu,$ $\nu$ をもつ系 $\{J_{\mu}(xt)\sqrt{xt}\}_{t},$ $\{J_{\nu}(yt)\sqrt{yt}\}_{t}$

を考えることに相当する (パラメータ $\alpha$ がパラメータ $t>0$ に対応する)

区間 $(0, \infty)$ 上の関数 $f$ (t) の指数 $\mu$ のハンケル変換 $\mathcal{H}_{\mu}f$ (x) は次で与えられる :

$\mathcal{H}_{\mu}f(y)=\int_{0}^{\infty}f(t)\sqrt{yt}J_{\mu}(.yt)$ dち $y>0$ ,

指数 $\mu$ が -1/2, 1/2 のとき, ベッセル関数は

$J_{-1/2}(z)=\sqrt{\frac{2}{\pi z}}\cos z$ , $J_{1}$72
$(z)=\sqrt{\frac{2}{\pi z}}\sin z$
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なので, ハンケル変換は, それらのとき cosine, sine変換である :

$\mathcal{H}_{-}1/2f(y)=\sqrt{\frac{2}{\pi}}\int_{0}$

”

$f(t)\cos$ yt dt, $\mathcal{H}$ 172 $f(y)= \sqrt{\frac{2}{\pi}}\int_{0}$

”

$f(t)\sin$ yt dt.

以下において, 扱うハンケル変換の指数 $\mu$ は, いつでも $\mu\geq-1/2$ であるものと
する.
フーリエ変換の場合と同様に, ハンケル変換においても, 次の基本的な事柄が成り

立つ :

$\mathrm{o}||\mathcal{H}_{\mu}f||_{2}=||f||_{2}$ . ただし, $||f||_{2}= \{\int_{0}^{\infty}|f(t)|^{2}dt\}^{1/2}$ .
$\bullet$ $L^{2}(0, \infty)$ 上で, $\mathcal{H}_{\mu}\mathcal{H}_{\mu}=I$ . ただし, $I$ ?h恒等変換.

2.1. 移植作用素. ハンケル変換における, 指数 $\nu$ から $\mu$への移植作用素 $\mathcal{T}_{\mu}^{\nu}$ は合成

T\mu \mbox{\boldmath $\nu$}=H,Hッ

によ $\vee\supset$. て定義される. 移植作用素 $\mathcal{T}_{\mu}^{\nu}$ は, $L^{2}(0, \infty)$ 上においては, $||\mathcal{T}_{\mu}^{v}f||_{2}=||f||_{2}$ を
満たしている. この移植作用素の If 有界性, つまり移植定理は D. L. Guy によって
得られた. 彼は重みつき If 空間で結果を得ているが, ここではその主要部分を述べ
てお < 。

Guy (1960) ([11]). $1<p<\infty$ とする. 移植作用素 $\mathcal{T}_{\mu}^{\nu}$ は $L^{p}(0, \infty)$ 上へ有界作用素
として一意的に拡張される.

この結果によって, 前節で説明したようにフーリエ変換におけるノルム不等式がハ
ンケル変換の場合に移転することになる. 実際, Guy はハンケル変換において, マル

チンキーヴイッツ型のマルチプライヤー定理を得るために彼の移植定理を証明した. こ

の移植定理がこの種の定理の初めてのものであると言われている. S. Schindler は, 移
植作用素の積分核の具体的表示を得ることによって, Guy の移植定理を精密化した.
筆者 [14] は最近, この積分核表示を利用して実ハーディー空間上におけるハンケル変
換の移植作用素の有界性を証明した. 次の小節以降これについて述べたい. ここでは,

後の便宜のため Schindler の結果をのべてお $\text{く_{}\theta}$

作用素 $T_{\mu,\nu}$ を次で定義する :

(7) $T_{\mu,\nu}f(x)=$ ,ln0 $\int_{|x-y|>\delta}f(y)\tilde{I}_{\mu,\nu}(x, y)dy+k(\mu, \nu)f(x)$ ,

$k(\mu, \nu)=\cos((\mu-\nu)\pi/2)$ ,
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ただし, $0<y<x$ に対して,

$\tilde{I}_{\mu,\nu}(x, y)$

$=K_{\mu,\nu} \sqrt{xy}(\frac{y}{x})^{\nu}\frac{1}{x^{2}-y^{2}}F(\frac{\nu-\mu}{2},$ $\frac{\mu+\nu}{2};\nu+1;\frac{y^{2}}{x^{2}}$)
(8) $=2^{-1}K_{\mu,\nu}( \frac{y}{x})^{\nu+1/2}(\frac{1}{x-y}+\frac{1}{x+y}$) $F( \frac{\nu-\mu}{2}7\frac{\mu+\nu}{2};\nu+1;\frac{y^{2}}{x^{2}}$),

$K_{\mu,\nu}= \frac{2\Gamma((\mu+\nu+2)/2)}{\Gamma(\nu+1)\Gamma((\mu-\nu)/2)}$ .

$y>x>0$ に対しては,

$\tilde{I}_{\mu,\nu}(x, y)=\tilde{I}_{\nu,\mu}(y,x)$

で定義する. ここで, $F(\alpha, \beta;\gamma;z)$ は, 超幾何関数である. すなわち,

$F( \alpha, \beta;\gamma;z)=\sum_{k=0}^{\infty}\frac{(\alpha)_{k}(\beta)_{k}}{(\gamma)_{k}k!}z^{k}$ , $|$ z $|<1.$

ただし, $(\lambda)_{0}=1,$ $(\lambda)_{k}=\lambda(\lambda+1)\ldots(\lambda+k-1),$ $k$ \geq 1 である. 以下の議論に必要な

Schindler の結果の本質的な部分を書くと:

Schindler (1973) ([19]). (i) $f\in C_{c}^{\infty}(0, \infty)$ に対して, $\mathcal{T}_{\mu}^{\nu}f(x)=T_{\mu,\nu}f(x)a.e$ . $x>0$ .
ここで, $C_{\mathrm{c}}^{\infty}$ (0, o) は開区間 $(0, \infty)$ に台をもつ無限回微分可能な関数の空間である.

(ii) $1<p<\infty$ とする、 $\int_{0}^{\infty}|f$ (x)|p $dx<\infty$ ならば, 値 $T_{\mu,\nu}f$ (x) は $a.e$ . $x>0$ に対

して存在し,

$\int_{0}^{\infty}|T_{\mu,\nu}f(x)|^{p}dx\leq C\int_{0}^{\infty}|f(x)|^{p}dx$

が成り立つ.

注意として, Schindlerの結果から移植作用素 $\mathcal{T}_{\mu}^{\nu}$ は, $L^{p}(0, \infty)$ , $1<p<\infty$ 上に有界
作用素として一意的に拡張することが出来, $f\in L^{p}$ (0, o) に対して, $\mathcal{T}_{\mu}^{\nu}f(x)=T_{\mu,\nu}f(x)$

$\mathrm{a}.\mathrm{e}$ . $x>0$ である.

2.2. 実ハーディー空間における移植定理. この小節では, 筆者 [14] が最近得た, 実ハー
ディー空間におけるハンケル変換に関する移植定理とその応用として得られるヘルマ
ンダー型のマルチプライヤー定理を述べたい. 実ハーディー空間において移植定理を
考えることは, Guyや Schindler の移植定理で, $p=1$ の場合を考察することである.
定理を述べるために, いくつかの記号を準備しよう. 記号 $H^{1}$ (R) で, いつものよう

に実ハーディー空間を表そう :

$H^{1}( \mathbb{R})=\{f(x)=\lim_{tarrow+0}\Re F(x+H); F\in H^{1}(\mathrm{R}_{+}^{2})\}$.
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ここで, $H^{1}(\mathbb{R}_{+}^{2})$ は上半平面 $\mathbb{R}_{+}^{2}$ の古典的ハーディー空間である, すなわち,

$H^{1}(\mathbb{R}_{+}^{2})=$ { $F($z); $F(z)$ は R2+C‘正則, $||F||_{H^{1}(\mathbb{R}_{+}^{2})}= \sup_{t>0}\int_{-\infty}^{\infty}|F(x+it)|dx<\infty$ }.

そして, $f\in H^{1}$ (R) のノノレムは, $||f||_{H^{1}(\mathbb{R})}=||F||_{H^{1}(\mathbb{R}_{+}^{2})}$ で与えられる. 我々は, ハン
ケル変換の定義域を考慮して, 次の実ハーディー空間を扱う :

$H^{1}(0, \infty)=\{h|(0,\infty) ; h\in H^{1}(\mathbb{R}), \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}h\subset[0, \infty)\}$ .
ただし, ノルムは $||f||_{H^{1}(0,\infty)}=||h||_{H^{1}(\mathbb{R})}$ で導入する. ここで, $h\in H^{1}$ (R), $\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}h\subset$

$[0, \infty)$ かつ $f=h|(0,\infty)$ である, この空間に対して, $H^{1}(0, \infty)$ $=\{h|(0,\infty)$ ; $h\in$

$H^{1}$ (R), 偶関数} が成り立ていることが知られている. 我々の定理は次である :

定理 ([14]). (i) $\mu\geq-1/2$ かつ $\nu>1/2$ であるとする. このとき, $\mathcal{T}_{\mu}^{\nu}$ は, 一意的に
$H^{1}$ $(0, \infty)$ 上の有界作用素に拡張され,

$||$q$f||_{H^{1}(0,\infty)}\leq C||f||_{H^{1}(0,\infty)}$

が成り立つ.
(ii) $\mu\geq-1/2$ とする. このとき, $\mathcal{T}_{\mu}^{-1/2}$ は $H^{1}(0, \infty)$ から $L^{1}(0, \infty)$ への有界作用素

に一意的に拡張され,

$||$ \sim -1/2 $f||_{L^{1}(0,\infty)}\leq C||f||_{H^{1}(0,\infty)}$

が成り立つ. ここで, $C$ は $\mu,$ $\nu$ のみに依存する定数である.

証明の概略は, 最後の小節で述べることとし, ここではこの定理からハンケル変換
に関するヘルマンダー型のマルチプライヤー定理が得られることを示そう.
関数 $m\in L^{\infty}(\mathbb{R})$ をマルチプライヤーにもつフーリエ.マルチプライヤー作用素M。

は

$\mathcal{M}_{m}h=\mathcal{F}^{-1}(m\mathcal{F}(h))$ , $h\in L^{2}(\mathbb{R})$

で定義される. ここで, $\mathcal{F}$ は $\mathbb{R}$上の普通のフーリエ変換で, $\mathcal{F}^{-1}$ はその逆変換である.
空間 $H^{1}$ (R) におけるヘルマンダー型のマルチプライヤー定理はすでに知られていて,
次のようである.

Theorem B. 関数 $||m||_{L\infty(\mathbb{R})}\leq A$ が条件

(9) $( \frac{1}{R}\int_{R<|}(|\leq 2\sim\frac{dm(\xi)}{d\xi}|^{2}dx)^{1/2}\leq AR^{-1}$ , $R>0$

を満たすとする. ただし, $A$ は $R$ には依存しない定数とする. このとき, フーリエ. マ

ルチプライヤー作用素M。は $H^{1}$ (R)上へ一意に拡張することができ, $||\mathcal{M}_{m}h||_{H^{1}(\mathrm{R})}\leq$

$CA||h||_{H^{1}(\mathbb{R})}$ が成り立つ. ここで, $C$ は $h$ と $m$ には無関係な定数である.
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我々の移植定理が, この定理からハンケル変換の場合の対応する定理を引き出すこ
とになる. これを説明したい.
関数 $\phi$ をマルチプライヤーにもつハンケル. マルチプライヤー作用素 $\mathcal{M}_{\phi}^{\mu}$ は

$\mathcal{M}_{\phi}^{\mu}f=\mathcal{H}_{\mu}(\phi \mathcal{H}_{\mu}(f))$ , $f\in L^{2}(0, \infty)$

で定義される. いま条件

(10) $||\phi$ IL”(0,oo) $\leq A$ , $( \frac{1}{R}\int_{R<}y\leq 2R$ $| \frac{d\phi(y)}{dy}|^{2}dy)^{1/2}\leq AR^{-1}$ , $R>0$

を仮定する、 ただし, $A$ は $R$ には依存しない定数とする. 作用素 $\mathcal{M}_{\phi}^{-1/2}$ の有界性は,

少し議論がいるが, Theorem $\mathrm{B}$ そのものであると言える. よって, 以下 $\mu>-1/2$ の

場合を考えればよい. まず, 等式 $\mathcal{M}_{\phi}^{\mu}=\mathcal{T}_{\mu}^{-1/2}\mathcal{M}_{\phi}^{-1/2}\mathcal{T}_{-1/2}^{\mu}$ が成り立っていることに

注意する. 作用素 $\mathcal{T}_{-1/2}^{\mu}$ は, 定理の (i) から, $(H^{1}, H^{1})$-有界である. 作用素 $\mathcal{M}_{\phi}^{-1/2}$ は,

すぐ前に注意したように $(H^{1}, H^{1})$-有界である. そして, 作用素 $\mathcal{T}_{\mu}^{-1/2}$ が定理の (ii) よ
り, (H1, $L^{1}$ )-有界である. 合わせて, 次の結果を得る :

系 $\mu\geq-1/2$ とする. 仮定 (10) の下で, ハンケル・マルチプライヤー作用素 $\mathcal{M}_{\phi}^{\mu}$ は

空間 $H^{1}$ $(0, \infty)$ から $L^{1}(0, \infty)$ への有界作用素に一意的に拡張でき,

$||\mathcal{M}$:$f||_{L^{1}(0,\infty)}\leq CA||f||_{H^{1}(0,\infty)}$

が成り立つ. ここで, $C$ は $f$ と $\phi$ には無関係な定数である.

2.3, 定理の証明の概略. 定理は次の補題 1,$\cdot$ 2 から従う.

補題 1. $\mu>-1/2$ とする. このとき, 次が成り立つ :

$||$ 7$\mu\mu" 2f||_{H^{1}(0,\infty)}\leq C||f||_{H^{1}(0,\infty)}$ , $||\mathcal{T}_{\mu+2}^{\mu}f||_{H^{1}(0,\infty)}\leq C||f||_{H^{1}(0,\infty)}$ .

補題 2. (i) $\mu\geq-1/2$ かつ $\nu\geq 1/2$ とする. このとき,

$||$ 7$\mu\nu f||_{H^{1}(0,\infty\rangle}\leq C||f||_{H^{1}(0,\infty)}$ .

(ii) $\mu\geq-1/2$ ならば,

$||$ 7-1/2$f||_{L^{1}(0,\infty)}\leq C||f||$H1 $(0,\infty)$ .

定理がこれらの補題から従うことは, まず定理の (ii) については, 補題 2 の (ii) そ
のものである. 定理の (i), すなわち $\mu\geq-1/2,$ $\nu>-1/2$ の場合は次の通りである.
等式 $\mathcal{T}_{\mu}^{\nu}=\mathcal{T}_{\mu}^{\nu+2}\mathcal{T}_{\nu+2}^{\nu}$ に注意する, 明らかに $\nu+2\geq 1/2$ なので, 補題 2 の (i) より作
用素 $\mathcal{T}_{\nu+2}^{\nu}$ と $\mathcal{T}_{\mu}^{\nu+2}$ は, 補題 1 から $(H^{1}, H^{1})$ -有界である. よって, それらの合成である
問題の作用素 $\mathcal{T}_{\mu}^{\nu}$ は $(H^{1}, H^{1})$ -有界となる. よって, 補題 1, 2 から定理が従う.
補題 1 は, すでに [2, Proposition] で示してあるので, 補題 2 の証明の概略を述べよ

う. 証明のための道具は, Schindler の移植作用素に対する積分表現 (7), と, 実ハー
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ディー空間におけるアトム分解及びモレキュールによる実ハーディー空間の特徴づけ
である. 実関数 $a$ (x) が中心 $c$ のアトムであるとは ;(1) 区間 $[c-h/2, c+h/2]$ に台
をもち, (2) $||a||_{2}\leq h^{-1/2},$ $(3) \int$

R
$a$ (x) $dx=0$ であること. アトム分解は次のこと

を主張する : $f\in H^{1}(0, \infty)$ ならば, 数列 $\{\lambda_{j}\},$ $\sum_{j=0}^{\infty}|\lambda_{j}|<\infty$ とアトムの列 $\{a_{j}\}$ ,
$\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}a_{j}\subset[0, \infty)$ が存在して. $f= \sum_{j=0}^{\infty}\lambda$jaj かつ $\sum_{j=0}^{\infty}|\lambda_{j}|\leq C||f||_{H^{1}[0,\infty)}$ である.
ここで, $C$ は $f$ には依存しない定数である. 実関数 $M$ (x) が中心 $c$ のモレキュールで
あるとは ;(1)

$N(M)=||$M $||$ zz$2$

(m)
$||||-c|M||_{L^{2}(\mathbb{R})}^{1/2}<\infty$ ,

$(2) \int_{\mathbb{R}}M$(x) $dx=0$ であること. $N$ (M) をモレキュールノルムという. 実ハーディ–

空間のモレキュールによる特徴づけから, 次のことが知られている : モレキュール
の列 $\{Mj\}$ が $\sum_{j}N(M_{j})<\infty$ を満たせば, $f= \sum_{j}M_{j}\in H^{1}(\mathbb{R})$ かつ $||f||_{H^{1}(\mathbb{R})}\leq$

$C \sum$j $N(Mj)$ である. ここで, $C$ は絶対定数. 注意として, モレキュールノルムは $L^{1}$

ノノレムよりも大きい : $||g||_{L^{1}(\mathrm{R})}\leq CN$ (g).
補題 2 の証明に取り掛かろう. $f\in H^{1}$ $(0, \infty)\cap L^{2}(0, \infty)$ とする. $f$ をアトム分解

する : $f= \sum_{j=0}^{\infty}\lambda$jaj かつ $\sum_{j=0}^{\infty}|\lambda_{j}|\leq C||f||_{H^{1}[0,\infty)}$ . そして, $\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}a_{j}\subset[0, \infty)$ . この
とき,

$\mathcal{T}_{\mu}^{\nu}f(x)=\sum_{j=0}^{\infty}\lambda_{j}$7$\mu a_{j}(x)$ a.e.x $>0$

を示すことが出来る. よって,

(I) $\lceil\mu\geq-1/2,$ $\nu\geq 1/2$ または $\mu\geq-1/2,$ $\nu=-1/2$ のとき, 任意のアトム $a(x)$ ,

supP $j\subset[0, \infty)$ に対して, $N$ (T\mu \mbox{\boldmath $\nu$}a)\leq C.」

を示すことが出来るならば, $\mu\geq-1/2,$ $\nu=-1/2$ のとき

$|| \mathcal{T}_{\mu}^{-}1/2f||_{L^{1}(0,\infty)}\leq\sum_{j=0}^{\infty}|\lambda$j $|||T-1/2a_{j}||_{L^{1}(0,\infty)} \leq C\sum_{j=0}^{\infty}|\lambda$ j $|$ N $(\mathcal{T}_{\mu}^{-1/2}.a_{j})$

$\leq C\sum_{j=0}^{\infty}|\lambda$j $|\leq C||f||$Ht $(0,\infty)$ .

を得る. $H^{1}(0, \infty)\cap L^{2}(0, \infty)$ が $H^{1}(0, \infty)$ で稠密なことから補題 2 の (ii) が得られる.
さもに,

(II) $\lceil\mu\geq-1/2,$ $\nu\geq 1/2$ のとき, 任意のアトム $a$ (x), $\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}a\subset[0, \infty)$ に対して,
$\int_{-\infty}^{\infty}\mathcal{T}_{\mu}^{\nu}a(x)$ dx=0.」
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を示せば, $\mathcal{T}_{\mu}^{\nu}a$ がモレキュールであることがわかり,

$|| \mathcal{T}_{\mu}^{\nu}f||_{H^{1}(0,\infty)}\leq C\sum_{j=0}^{\infty}N(\lambda_{j}\mathcal{T}_{\mu}^{\nu}a_{j})\leq C\sum_{j=0}^{\infty}|\lambda_{j}|N(\mathcal{T}_{\mu}^{\nu}a_{j})$

$\leq C\sum_{j=0}^{\infty}|\lambda$j $|\leq C||f||_{H^{1}(0,\infty)}$

となり, 再び $H^{1}(0, \infty)\cap L^{2}(0,0)$ が $H^{1}(0, \infty)$ で稠密であることを使って, 補題 2 の
(i) を得て, 定理の証明が終わる. よって, (I) と (II) を示せばよいことになった.

(I) を示してみよう. $a$ を中心が $c$ で $\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}a\subset$ $[0, \infty)$ であるアトムとする. $Q=$

$[c-h/2, c+h/2]\subset[0, \infty)$ を $\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}a$ を含む最小の閉区間とする. $\mathcal{T}_{\mu}^{\nu}$ が $L^{2}(0, \infty)$ の合
同変換であることから,

$(11)_{-}$ $||$7$\mu a||_{2}=||a||_{2}\leq h^{-1/2}$ .

なので, (I) を示すには, $|||\cdot-c|\mathcal{T}_{\mu}^{\nu}a||_{2}\leq Ch^{1/2}$ を示せば十分である.

$||| \cdot-c|\mathcal{T}_{\mu}^{\nu}a||_{2}^{2}=\{\int_{(0,\infty)\cap\tilde{Q}}+\int_{(0,\infty)\backslash \overline{Q}}\}|x-c|^{2}|\mathcal{T}_{\mu}^{\nu}a(x)|^{2}dx$

$=V_{1}+V_{2}$

とする. ここで, $\tilde{Q}=$ [$c-h,$ $c$ +h] とおいた. $V_{1}$ に対しては,

$V_{1}= \int_{(0,\infty)\cap\tilde{Q}}|x-$ C $|^{2}|$ 7$\mu a(x)|^{2}dx\leq h^{2}||\mathcal{T}_{\mu}^{\nu}a||_{2}^{2}\leq h$

なので, $V_{2}\leq Ch$ を示せば (I) の証明が終わる. ここで Schindler の積分表現

$\mathcal{T}_{\mu}^{\nu}a(x)=\lim_{\deltaarrow+0}\int_{|x-y|>\delta}a(y)\tilde{I}(x, y)dy+k(.\mu, \nu)$a(x) $a.e.x>0$ ,

を使う ( ただし, 簡単のため $\tilde{I}(x, y)=\tilde{I}_{\mu}$,\mbox{\boldmath $\nu$}(x, $y$ ) とおいた. $x\in(0, \infty)\backslash \tilde{Q}$ に対して

は, $\mathcal{T}_{\mu}^{\nu}a(x)=\int_{Q}a(y)\tilde{I}(x, y)dy$ なので,

$V_{2}= \int_{(0,\infty)\backslash \tilde{Q}}|x-$ c $|^{2}| \int_{Q}a(y)\tilde{I}(x, y)dy|^{2}dx$ .

を評価すればよい. $\tilde{I}(x, y)$ を変数 $y$ の関数として, 点 $c$ においてテーラー展開すれば,

アトムの性質 (3) より,

$\int_{Q}a(y)\tilde{I}(x, y)dy=$
.

$\int_{Q}a(y)\frac{\partial\tilde{I}}{\partial y}$ (x, $c+\theta(y-c)$ ) $(y-c)dy$, $0<\theta<1$ .

が従う. もし,

(12) $| \frac{\partial\tilde{I}}{\partial y}(x, \xi)|\leq\frac{C}{|x-c|^{2}}$ , $\xi=c+\theta(y-c),$ $0<\theta<1,$ $y\in Q,$ $x\in(0, \infty)\backslash \tilde{Q}$
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を示すことが出来るならば,

$| \int_{Q}a$ (y) $\tilde{I}(x, y)dy|\leq\frac{C}{|x-c|^{2}}\int_{Q}|a(y)||y-c|dy$

$\leq\frac{C}{|x-c|^{2}}||a||_{2}h^{3/2}\leq\frac{C}{|x-c|^{2}}h$

となり, 求める不等式

$V_{2} \leq Ch^{2}\int_{(0,\infty)\backslash \tilde{Q}}\frac{dx}{|x-c|^{2}}\leq Ch$.

を得て (I) が示される. 評価 (12) については, 超幾何関数の性質を使って証明するこ
とが出来ることを注意しておくに留めよう.
最後に, (II) の証明の要点を述べて本稿を終わろう、 $a$ を $\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}a\subset[0, \infty)$ であるよ

うなアトムとする. (I) から, $\mathcal{T}_{\mu}^{\nu}a$ は可積分である. よって,

$\int_{0}^{\infty}\mathcal{T}_{\mu}^{\nu}a(x)dx=$ ,l3t $\int_{0}^{\infty}e^{-\epsilon x^{2}}$7$\mu\nu$a(x) $dx$ .

である. これに, 移植作用素の定義を持ち込み, 積分順序を交換すると次のように変
形される. 実際には細かな注意が必要なところではあるが, 考え方を述べるため, こ

こでは, 変形のすべてが許されることとし, 以下大略のみを述べる.

$\int_{0}$

“

$\mathcal{T}_{\mu}^{\nu}a(x)dx$

$= \lim_{\epsilonarrow+0}\int_{0}^{\infty}e^{-\epsilon x^{2}}\int_{0}^{\infty}\int_{0}^{\infty}a(t)\sqrt{yt}J_{\nu}(yt)dt\sqrt{xy}J_{\mu}(xy)dydx$

$= \lim_{\epsilonarrow+0}\int_{0}$

“

$a(t) \int_{0}^{\infty}\int_{0}^{\infty}e^{-\epsilon x^{2}}\sqrt{xy}J_{\mu}(xy)dx\sqrt{yt}J_{\nu}$ (yt) $dydt$ .

すると, $x$ に関する積分が Kummarの合流型超幾何関数

$\Phi(\alpha;\gamma;z)=\sum_{k=0}^{\infty}\frac{(\alpha)_{k}z^{k}}{(\gamma)_{k}k!},$ $z,$ $\alpha,\gamma\in \mathbb{C}$ , $\gamma\neq 0,$ $-1,$ -2, . . .

で書けていることが知られている :

$\int_{0}$

“

$e^{-\epsilon x^{2}}\sqrt{xy}J_{\mu}(xy)dx$

$= \frac{y^{\mu+1/2}\Gamma((\mu+3/2)/2)}{2^{\mu+1}\epsilon^{(\mu+3/2)/2}\Gamma(\mu+1)}e^{-}y2/(4\epsilon)\Phi$ ((p $+$ 1/2)/2; $\mu+1;$ $y^{2}/(4\epsilon)$ ).

$\Phi(\alpha;\gamma;z)$ は, $z$ に関して整関数なので

(13) $| \int_{0}^{\infty}e^{-\epsilon x^{2}}\sqrt{xy}J_{\mu}(xy)dx|\leq C\epsilon^{-1/2},0<y\leq 2\sqrt{\epsilon}$
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を満たす– また, 漸近展開

$\Phi(\alpha;\gamma;z)=\frac{\Gamma(\gamma)}{\Gamma(\alpha)}e^{z}z^{\alpha-\gamma}[1+O(|z|^{-1})]$, $\Re zarrow$ o, $\gamma\neq 0,$ $-1,$ -2, ..

は評価

(14) $\int_{0}^{\infty}e^{-\epsilon x^{2}}\sqrt{xy}J_{\mu}$ (xy) $dx=C_{\mu}y-1+R\epsilon(y)$ , $|$ R$\epsilon$ (y) $|\leq C\epsilon y^{-3}$ , $2\sqrt{\epsilon}\leq y$

を与える. ここで, $C_{\mu}$ は $\mu$ のみで定まっている定数. これらの評価を積分

$\int_{0}$

“

$\mathcal{T}_{\mu}^{\nu}a(x)dx$

$= \lim_{\epsilonarrow+0}\int_{0}$

“

$a(t) \{\int_{0}$

2
$\sqrt{\epsilon}+\int_{2}"\}(\int_{0}^{\infty}e^{-\epsilon x^{2}}\sqrt{xy}J_{\mu}(xy)dx)\sqrt{yt}J$,(yt) $dydt$ .

に適用する. 実際, (13) を積分 $\int_{0}^{2\sqrt{\epsilon}}$ に, (14) を積分 $\int_{2\sqrt{\epsilon}}^{\infty}$ に適用することによって,

$\int_{0}$

”

$\mathcal{T}_{\mu}^{\nu}a(x)dx=C_{\mu}\int_{0}^{\infty}a(t)\int_{0}^{\infty}\frac{\sqrt{yt}J_{\nu}(yt)}{y}dydt$

を示すことが出来る. そして,

$\int_{0}^{\infty}\frac{\sqrt{yt}J_{\nu}(yt)}{y}dy=\int_{0}^{\infty}J_{\nu}$ (u)u-1/2 $du= \frac{\Gamma(\nu/2+1/4)}{\sqrt{2}\Gamma(\nu/2+3/4)}$

なので, アトムの性質 (3) より,

$\int_{0}^{\infty}\mathcal{T}_{\mu}^{\nu}a(x)dx=0$

を得る. 要点のみではあったが, これで (II) が示された.
最後に, 本文で引用した文献とそれ以外にも関連したものを挙げておきたい. $[3]-[21]$

が移植定理に関係したもので, [22] 以下が移転定理に関する文献である.
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