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有限単純群の素数グラフ

熊本大学. 自然科学 八牧宏美 (Hiroyoshi Yamaki)\dagger
Dept. of Math., Kumamoto Univ.

$G$ を有限群とする. $G$ の位数を割り切る素数の集合 $\pi(G)$ を頂点集合、相異なる 2頂点

乃 Hよ位数 $pr$ の巡回群が存在するときに辺て結んて出来るグラフを $G$ の素数グラフと呼ひ
$\Gamma(G)$ て表す $\Gamma(G)=\Delta_{1}\mathrm{U}\Delta$2. .\cup \Delta m、ただし $\Delta_{i}$ は連結成分とし $\Delta_{:}$ の頂点集合を $\pi_{\dot{l}}$ と

する. $G$ が偶数位数のときは $2\in\pi_{1}$ とする. もつとも基本的な結果の一つは Wffliams と
$\mathrm{S}\mathrm{u}\mathrm{z}\mathrm{u}’\kappa \mathrm{i}$ による次の定理てある.

定理 1. $G$ を有限単純群とすると $\Delta_{:}(i\geq 2)$ は完全グラフとなる.

定理 1 は定理 2 の系てある.

定理 2. $G$ を有限単純群とすると孤立巾零ホール \pi :一部分群 $(i\geq 2)$ が存在する.

W皿 ams}よ有限単純群の分類を用いてこの定理を証明したが、Suzub によって分類を用
いない証明が与えられた. Suzuki の証明の後半部分は Chigira によってかなり改良された.

定理 2 の「巾零」 は有限単純群の分類を応用すれば「可換」 とすることが出来る. すぐに気

が付く問題は

問題 (
$G$ を有限単純群とするとき $\Delta_{1}$ が完全グラフとなる $G$ を分類せよ. すなわち、 全て

の連結成分が完全グラフとなる有限単純群を分類せよ.

最近 Lucido-Moghaddamfar\sim はこの問題を分類定理を用いて解決した. Atlas より

補題 1. 散在群て $\Delta_{1}$ が完全グラフとなるものは $M_{11},$ $M_{22}J\rangle$1, $J_{2},$ $J_{3},$ $HS$.

交代群 $A_{n}$ に対しては $n\geq p\geq n/2$ となる素数 $p$ が $n\geq 60$ となると 6個以上存在するこ
とがら

補題 2. 交代群丸て $\Delta_{1}$ が完全グラフとなるものは $n=5,6$ , $7,9,1\underline{9},1$ 3.

ここては $A$ 型の単純群について $\mathrm{L}\mathrm{u}\mathrm{c}\mathrm{i}\mathrm{d}\sim \mathrm{M}\mathrm{o}\mathrm{g}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{d}\mathrm{d}\mathrm{a}\mathrm{m}\mathrm{f}\mathrm{a}\mathrm{r}$ に沿って述べたい. $G=A_{n}.(q)=$

$L_{n+1}$ (q) とする . $|G|= \prod_{i=1}^{n}q^{n(n+1)/2}(q^{i+1},-1)d^{-1}$ てある. ただし.d $=$ ($n+1,$ $q$ -l) て

ある. $G$ の極大トーラスを $T$ とすれは

$|$T$|= \prod_{i=1}(q^{s_{2}}-1)$

ただし $\{s_{1}, s2, \cdot. . , s_{k}\}$ は $n+1$ の分割てある. 整数 $x$ の素因数の集合を $\pi(x)$ て、 $G$ の元の

位数の集合を $\pi_{e}$ (G) てあらわす. つきの Zigmondy の補題が重要てある.
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補題 3. $q,$ $n$ を自然数で $q\geq 2_{J}n$ \geq 3 かつ $(q, n)\neq(2,6)$ とする. このとき $\pi(q^{n}-1)$ の元

q、で $q\text{、}\not\in\pi(q^{j}-1)(2\leq j\leq n-1)$ となるものが存在する.

$n\geq 5$ のとき. $\Gamma(G)$ が非連結となるのは次の場合である. た $..\sim^{\mathrm{e}}$

. し $p$ は 5 以上の素数.
$\pi_{1}$ は次の通りである. $q$ が偶数ならば、 \Delta アー 1(q), $p\geq 5,$ $\pi_{1}=\pi$ ( $2$ 垣 ip$=1-1(q^{i}-1)$ ) あるい
は $A_{p}(q),$ $(q-1)|(p+1),$ $\pi_{1}=\pi(2(q^{\mathrm{p}+1}-1)\prod_{i=1}^{p-1}(q^{i}-1))$ . $q$ 力埼数ならば、 $A_{\mathrm{p}-1}$ (q),
$\pi_{1}=\pi(q\prod_{i=1}^{p-1}(q^{i}-1))$ あるいは $A_{p}(q),$ $(q-1)|(p+1),$ $\pi_{1}=\pi(q(q^{p+1}-1)\prod_{i=1}^{p-1}(q^{i}-1))$ .
$q_{t}$ を Zigmondy の補題の性質を満たす $q^{t}-1$ を割る素数とする. $q_{n-1}$ , q、-2\in \pi 1 となる.

$(q, n)\neq(2,7),$ $(2,8)$ とする. $\Delta_{1}$ は完全グラフなのて $q_{n-1}q_{n-2}\in\pi_{e}$ (G) のはすてある. $x$

を位数が $q_{n-1}q_{n-2}$ となる $.G$ の元とすれば $x$ を含む極大トーラスが存在する. しかし $n\geq 5$

ならば $(n-1).+(n-2)\geq n+2$ である. 従って $x$ を含む極大トーラスが存在しない.
$(q, \cdot n)=(2,7),$ $(2,8)$ のときはそれぞれ 31, $17\in\pi_{1},7$3, $127\in\pi_{1}$ となって $\Delta_{1}$ は完全グラフ

とはならない.

$n=4$ のとき. $q_{4},$ $q_{3}\in\pi_{1}$ てあるが $q_{4}q_{3}\not\in\pi_{e}(G)$ . 従って $\Delta_{1}$ は完全グラフてはない.
$n=3$ のとき. $q_{4}\in\pi_{1}$ てある. $b\in L_{4}$ (〆) $\backslash$

$\mathrm{o}(b)=q_{4}$ とする. $a\in L_{4}(p^{f})$ , $o(a)=.p$,
$ab=ba$ とすると、 $\pi(<b\triangleright)\subseteq\pi(SL_{2}(q))$ . これは $\mathrm{o}(b)=q_{4}$ に矛盾する. 従って $p$ と $q_{4}$ は

辺て結ばれない. すなわち $\Delta_{1}$ は完全グラフではない.
$n=2$ のとき. $\pi_{e}$ (G) の極大元の集合を $\mu(G)$ であらわす. $d=$ ( $3,$ $q$ -l), $q=p^{f}$ とする.

$p$ が奇素数のとき、

$\mu$ (L3 $(q)$ ) $=\{q-1,p(q-1)/3, (q^{2}-1)/3, (q^{2}+q+1)’/3\}$, $d=3$

$\mu$(L3 $(q)$ ) $=\{p(q-1), q^{2}-1, q^{2}+q +1\},$ $d=1$ .
$p=2,$ $n$ >2 のとき、

$\mu$(L3 $(q)$ ) $=$
. {$4,$ $q-1,2(q-1)/3.,$ $(q^{2}-1)/3,$ $q^{2}+q$ $+$ l)/3}, $d=$

.
$3$

$\mu$(L3 $(q)$ ) $=\{4,2(q-1), q^{2}-1, q^{2}+q+1\}$ , $d=1$ .
$q$ を奇数とする. $\pi_{1}=\pi(q)\cup\pi(q+1)\cup\pi(q^{2}-1)$ より $p\in\pi_{1}$ . 任意の $r\in\pi(q+1),$ $r$ \neq 2 に

対して Hよ $p$ と結ばれない. 従って $\Delta_{1}$ が完全グラフとなるには $\pi(q+1)=\{2\}$ となること

が必要十分てある. すなわち $L_{3}(q),$ $q=\underline{9}^{k}-\cdot 1$である. $q=$
.

$2$k とする. ff.意の $r\in\pi(2^{k}+1)$

に対して Hよ 2 とは結ばれない. 従って $L_{3}(4)$ に限る.

$n=1$ のとき. $q$が偶数ならば\pi 1 $=\{2\}.$ $q$ を奇数とする. $\pi_{1}=\pi(q-1)$ または $\pi_{1}=\pi(q+1)$

となるのて $\Delta_{1}$ は完全グラフてある.
$G=B_{n}(q)=P\Omega_{2n+1}$ $(q),$ $n\geq 3$ のときは極大トーラスの位数が

$. \prod_{\sim-1}^{k}(q^{r_{l}}-1)\prod_{i=1}^{m}(q^{s};+1)$ .

ただし $\{r_{1}, r_{2}, \cdots, r_{k}, s_{1}, s2, \cdot. . , s_{m}\}$ は $n$ の分割となることに注意すれぱよい.
他の型の群も同様にして半単純極大トーラスに注目し補題 3 を用いることによって処理

出来る. LucidO-Moghaddamfarの主定理は
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定理 3. $\Delta_{1}$ が完全グラフとなる有限単純群は $A_{5},$ $A$6, $A,,$ $A_{9_{i}}A,2,A13,L_{2}(q),$ $q>3_{7}L$3(q),
$q$ : Mersenne 素数, $L_{3}(4)_{J}Sz(2^{2m+1})_{\}}S_{4}(q)\dot,$ $G_{2}$ (3k), $U_{3}$ ( q), $q$ : Fermat 素数, $S_{6}(-,)_{j}U_{4}(\underline{9})_{l}$

$U_{4}(3),$ $U_{6}(2),$ $O_{8}^{+}(2),$ $3D_{4}(2),$ $M_{11},$ $M_{22},$ $J_{1_{7}}J_{2},$ $J_{3},$ $HS$ .

この定理は有限群 $G$ の元の位数の集合 $\pi_{e}$ (G) から $G$ を決定するとき、 あるいは $G$ が可

解群となるか否かを判定するとき、 に応用てきる.


