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不動点近似法による最適化アルゴリズム
高橋渉

(Wataru TAKAHASHI)

東京工業大学大学院情報理工学研究科数理 - 計算科学専攻

1 はじめに

$H$ を Hilbert 空間とし, $C$ を $H$ の閉凸集合とする. $T$ を $C$ から $C$への非拡大
写像, すなわち

$||T$x-Ty $||\leq||$x-y $||$ , $lx,$ $t\in C$

とする. この非拡大写像に対して, 次の 2つの不動点近似定理がある.

定理 1.1(Wittmann[36]). $C$ を $H$ の閉凸集合とする. $T$ を $C$ から $C$ への非拡大
写像とする. $F$ (T) を $T$ の不動点の集合とし, $F(T)\neq\phi$ とする. $x_{1}=x\in C$ に対
して, 点列 $\{x_{n}\}$ を

$x_{n+1}=\alpha_{n}x+(1-\alpha_{n})Tx_{n}$ , $n=1,2,3$ , . . (1)

で定義する. ただし, $\{\alpha_{n}\}\subset[0,1]$ は

$\lim_{narrow\infty}\alpha_{n}=0$ , $\sum_{n=1}^{\infty}\alpha_{n}=\infty$ , $\sum_{n=1}^{\infty}|$ Q
$n$ H1 -on $|<$ 0o

を満たすとする. このとき, $\{x_{n}\}$ は $Px\in F$ (T) に強収束する. ここで $P$ は $H$ か

ら $F$ (T) の上への距離射影である.

定理 1.2(Mann[l5]). $C$ を $H$ の閉凸集合とし, $T$ を $C$ から $C$ への $F(T)\neq\phi$ とな

る非拡大写像とする. $x_{1}=x\in C$ に対して, 点列 $\{x_{n}\}$ を

$x_{n+1}=\alpha_{n}x_{n}+(1-\alpha_{n})Tx_{n}$ , $n=1,2,3,$ $\ldots$ (2)

で定義する. ただし, $\{\alpha_{n}\}\subset[0,1]$ は

$\sum_{n=1}\alpha_{n}(1-\alpha_{n})=\infty$

を満たすとする. このとき, $\{x_{n}\}$ \iota ま $F$ (T) の点 $z$ に弱収束する. ここで

$z= \lim_{narrow\infty}Px_{n}$
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である.

(1) の近似法は最初 Halpern [6] により導入され, 定理 1.1 の形でWittmann[36] に
より証明された. そのわかりやすい証明法は [34] をみるとよい. (2) の近似法は最
初Mann[15] によって導入され, 定理 L2 の形で Reich[20] によって証明された. そ
のわかりやすい証明法はやはり [34] をみるとよい. ここでは, この 2つの不動点近
似法を最適化問題の解を求めるアルゴリズムと深い関係をもつ非線形作用素 (逆

強単調作用素及び極大単調作用素) に応用し, その非線形作用素に関する収束定
理を得る. 特に, 極大単調作用素の零点を求める収束定理は凸関数の minimizers
や 2 変数関数の鞍点を求める収束定理の証明に用いられる.

2 準備
$H$ を Hilbert 空間とし, $C$ を $H$ の閉凸集合とする. このとき, 任意の $x\in H$ に

対して

$||$x-z$||= \min\{||x-y|| : y\in C\}$

となるような $C$ の元 $z$ が一意に存在する. 任意の $x\in H$ に対して, このような
$z\in C$ を対応させる写像を $P_{C}$ で表し, この写像を $H$ から $C$ 上への距離射影とい
う. 距離射影 $P_{C}$ は次の性質をもつ : 任意の $x\in H,$ $y$ \in C に対して

$\langle x-P_{C}x, P_{C}x-y\rangle\geq 0$ ,
$||$x-y$||^{2}\geq||$x–I$c$x $||^{2}+||$y-Icx $||^{2}$

が威り立つ. 詳しくは [34] を参照せよ.
$E$ を Banach 空間とし, Eゝをその共役空間とする. $x\in E$ における $x^{*}\in E^{*}$ の

値を $x^{*}(x)$ または $\langle x, x^{*}\rangle$ で表す- $E$ における点列 $\{x_{n}\}$ が $x$ に弱収束することを
$x_{n}arrow x$ で表す

$E$ の凸性の modulus $\delta$ は, $0\leqq\epsilon\leqq 2$ となる $\epsilon$ に対して

$\delta(\epsilon)=\inf\{1-\frac{||x+y||}{2}$ : $||x||\leq 1,$ $||y||\leq 1,$ $||x-y||\geq\epsilon\}$

で定義される. Banach 空間 $E$ が一様凸であるとは, $\epsilon>0$ に対して, $\delta(\epsilon)>0$ が

常に成り立つときをいう. $E$ の元 $x$ に対して.$r$

$E$ から $E^{*}$ への集合値写像 $J$ が

$J(x)=$ { $x^{*}\in E^{*}$ : $\langle$x, $x^{*}\rangle=||$ x $||^{2}=||$x’ $||^{2}$ }

で定義されるが, この $J$ を $E$ 上の duality 写像という. $U=\{x\in E : ||x||=1\}$

としよう. このとき, $x,$ $y\in U$ に対して, 極限

$\lim_{tarrow 0}\frac{||x+ty||-||x||}{t}$ (3)
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を考えよう, $E$ のノルムが G\^ateaux微分可能であるとは, 任意の $x,$ $y\in U$ に対し

て, (3) が常に存在するときをいう. このとき, Banach 空間 $E$ は滑らかであると

もいう. $E$ のノルムが一様に G\^ateaux微分可能であるとは, 任意の $y\in U$ に対し

て, (3) が $x\in U$ に関して一様に収束するときをいう. $E$ のノルムが Fr\’echet 微
分可能であるとは, 任意の $x\in U$ に対して, (3) が $y\in U$ に関して一様に収束す
るときをいう. (3) が $x,$ $y\in U$ に対して一様に収束するとき, $E$ のノルムは一様
に Fr\’echet微分可能であるという. このとき, $E$ は一様に滑らかであるともいう.
$E$ が G\^ateaux微分可能なノルムをもてば, $E$ 上の duality 写像は一価写像になる.
Banach 空間 $E$ が Opial’s condition[19] を満たすと (は, $x_{n}arrow x$ かつ $x\neq y$ である

ならば

$\lim_{narrow}\inf_{\infty}||x_{n}-x||<$ l$\mathrm{i}\mathrm{m}\inf_{narrow\infty}||x_{n}-y||$

となるときをいう.
$E$ を Banach空間とし, $A\subset E\cross E$ としよう. $A$ が増大作用素 (accretive operator)
であるとは, $(x_{1}, y_{1}),$ (x2, $y_{2}$ ) $\in A$ に対して, 常に $\langle y_{1}-y_{2}, j\rangle\geq 0$ となる $j\in$

$J(x_{1}-x_{2})$ が存在するときをいう. だだし, $J$ は $E$ の duality写像である. $A\subset E\cross\cdot E$

を増大作用素とする. このとき, すべての $\lambda>0$ に対して $A$ の resolvent と呼ばれ
る $J_{\lambda}$ と吉田近似と呼ばれる $A_{\lambda}$ が次のように定義される. すなわち

$J_{\lambda}=(I+\lambda A)^{-1}$ , $A_{\lambda}= \frac{1}{\lambda}(I-J_{\lambda})$ .

$A\subset E\cross E^{*}$ とする. $A$ が単調 (monotone) であるとは, $(x_{1}, y_{1}),$ (X2, $y_{2}$ ) $\in A$ に

対して

$\langle$x1-x2, $y_{1}-y_{2}\rangle$ $\geq 0$

が常に戒り立つときをいう. 単調作用素 $A\subset E\cross E$ ‘が極大 (maximal) であると
は, $A$ を真に含む単調作用素 $B\subset E\cross E^{*}$ が存在しないときをいう. すなわち,
$B\subset E\cross E^{*}$ が単調で, かつ $A\subset B$ であるならば $A=B$ となるときをいう. 次の
定理はよく知られている [34].

定理 2.1. $E$ を回帰的な Banach 空間とし, $J:Earrow E$‘を duality 写像とする. $A$

を単調作用素とする. このとき, $A$ が極大となるための必要十分条件は, すべて
の $r>0$ に対して

$R(J+rA)=E^{*}$

となることである. ただし, $R(J+rA)$ は $J+rA$ の値域を表す

定理 2.1 を用いると, Hilbert 空間での m一増大作用素と極大単調作用素は同値
であることがわかる. もちろん Banach空間では 2つの作用素は違ったものとなる.



24

3 変分不等式の解を求める収束定理
$H$ を Hilbert 空間とし, $C$ を $H$ の閉凸集合とする. このとき, $A:Carrow H$ が単

調であるとは, 任意の $x,$ $y\in C$ に対して

$\langle$$x-y$ , Ax-Ay) $\geq 0$

が成り立つときをいう. $A:Carrow H$ が逆強単調であるとは, ある $\alpha>0$ が存在し
て, 任意の $x,$ $y\in C$ に対して

$\langle$$x-y$ , Ax-Ay) $\geq\alpha||$ Ax-Ay $||^{2}$

が成り立つときをいう. 特にこのような A を \mbox{\boldmath $\alpha$}一逆強単調であるという. $A$ が $\alpha-$

逆強単調であるならば, $A$ は単調であり, $\frac{1}{\alpha}$ -Lipschitz連続である. $T$ : $Carrow C$

が非拡大写像であるとき 2 $A=I-T$ は $\frac{1}{2}-$ 逆強単調に成る [35]. $A:Carrow H$ が

単調であるとき

$\langle y-z, Az\rangle\geq 0$ , $\forall y\in C$

となる $z\in C$ を求めることがある. このような $z\in C$ は $A$ に関する変分不等式の
解といわれる. $A$ に関する変分不等式の解の全体を我々は $VI$ (C, $A$ ) で表す
次の補助定理は Rockafellar の定理 [22] を用いると証明できる.

補助定理 3.1. $C$ を Hilbert 空間 $H$ の閉凸集合とし, A: $Carrow H$ を逆強単調作用
素とする. また $N_{C}v$ を $v\in C$ における $C$ に対する normal cone とする. すなわち

$N_{C}v=\{w\in H : \langle v-u, w\rangle\geq 0, \forall u\in C\}$

とする. このとき

$Tv=\{$
$Av+N_{C}v$ , $v\in C$ ,

$\phi$ , $v\not\in C$

とするならば, $T$ は極大単調作用素となる. また, $\mathrm{O}\in Tv$ である必要十分条件は
$v\in VI$ (C, $A$ ) である.

補助定理 3.2([35]). $C$ を Hilbert 空間 $H$ の閉凸集合とし, $\{x_{n}\}$ を $H$ の点列で

$||$ x$n+1-u||\leq||$xn-u $||$ , $\forall u\in C,$ $n=1,2,3,$ . . .

を満たすとする. このとき, $\{P_{C}x_{n}\}$ は $C$ のある元 $z$ に強収束する.

高橋-豊田 [35] は補助定理 3.1 と 3.2 を用いて, 次の弱収束定理を証明した.
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定理 3.3([35]). $C$ を Hilbert 空間 $H$ の閉凸集合とし, $\alpha>0$ とする. $A:Carrow H$

を \mbox{\boldmath $\alpha$}一逆強単調作用素とし, $S$ : $Carrow C$ を非拡大作用素とする. 点列 $\{x_{n}\}$ を

$x_{1}\in C$ ,

$x_{n+1}=\alpha_{n}$x$n+$ $(1-\alpha_{n})$SI $c$ (x$n-\lambda_{n}$Ax$n$ ), $n=1,2,$ $\ldots$

で定義する . ただし, $0<a\leq\lambda_{n}\leq b<2\alpha,$ $0<c\leq\alpha_{n}\leq d<1$ とする. この

とき, $F(S)\cap VI$ (C, $A$ ) $\neq\phi$ ならば, $\{x_{n}\}$ は $z\in F(S)\cap VI$ (C, $A$) に弱収束する.
ここで

$z= \lim_{narrow\infty}P_{F(S)\cap VI(C,A)^{X}n}$

である.

飯塚-高橋 [7] は Halpern の不動点近似法を用いて, 次の強収束定理を得た.

定理 3.4([7]). $C$ を Hilbert 空間 $H$ の閉凸集合とし, $\alpha>0$ とする. $A:Carrow H$ を

\mbox{\boldmath $\alpha$}一逆強単調作用素とし, $S$ : $Carrow C$ を非拡大写像とする. 点列 $\{x_{n}\}$ を $x_{1}\in C$ ,

$x_{n+1}=\alpha_{n}x+$ $(1-\alpha_{n})$SF$c(x_{n}-\lambda_{n}Ax_{n})$ , $n=1,2,3,$ . . .

で定義する. ただし, $\{\alpha_{n}\}\subset[0,1]$ と $\{\lambda_{n}\}\subset[a, b]\subset(0, 2\alpha)$ は

$n1$im $\alpha_{n}=0$ , $\sum_{n=1}^{\infty}\alpha_{n}=\infty$ , $\sum_{n=1}^{\infty}|\alpha_{n+}1$ $-\alpha_{n}|<\infty$ , $\sum_{n=1}^{\infty}|\lambda_{n+1}-\lambda_{n}|<\infty$

を満たす- このとき, $F(S)\cap VI$ (C, $A$ ) $\neq\phi$ ならば, $\{x_{n}\}$ は $P_{F(S)\cap VI(}$ C,A)x に強収
束する.

4 リゾルベントによる収束定理
1976年に, Rockafellar[23] は, 次の収束定理を証明した.

定理 4.1([23]). $H$ を Hilbert 空間とし, $A\subset H\cross$ H を極大単調作用素とする.
$x_{1}=x\in H$ とし

xn+l=J、$x_{n}$ , $n=1,2$ , $3,$ . $.$ ‘

とする. ただし, $\{r_{n}\}$ $\subset(0, \infty)$ は $\lim\inf_{narrow\infty}r_{n}>0$ を満たすものとする. この

とき, $A^{-1}0\neq\phi$ であるならば, 点列 $\{x_{n}\}$ は $A^{-1}0$ の元 $u$ に弱収束する.

Rockafellar は上の定理において, $\{x_{n}\}$ が強収束するのではないかと考えた. し

かしながら G\"uler[5] によってこのままの条件では強収束しない例があることが示
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された. 上村-高橋 [10] は, Hilbert 空間における非拡大写像の Halpern[6] にょる
不動点近似法のアイディアを用いて次の定理を得た.

定理 4.2([10]). $H$ を Hilbert 空間とし, $A\subset H\cross$ H を極大単調作用素とする.
$x\in H$ に対して, 点夕 $\mathrm{I}\mathrm{J}$

$\{x_{n}\}$ を $x_{1}=x$ かっ

$x_{n+1}=\alpha_{n}x+$ ( $1$ –\mbox{\boldmath $\alpha$}n)J、$x_{n}$ , $n=1,2$ , $3,$
$\ldots$

で定義する. ただし, $\{\alpha_{n}\}\subset[0,1]$ と $\{r_{n}\}\subset$ $(0, \infty)$ は

$\lim_{narrow\infty}\alpha_{n}=0$ , $\sum_{n=1}^{\infty}\alpha_{n}=\infty$ , $\lim_{narrow\infty}r_{n}=\infty$

を満たすとする. このとき $A^{-1}0\neq\phi$ ならば, $\{x_{n}\}$ は $Px\in A^{-1}0$ に強収束する.
ただし, $P$ は $H$ から $A^{-1}0$ の上への距離射影である.

次の定理 (は Mann タイプ [15] の proximal point algorithm である.

定理 4.3([10]). $H$ を Hilbert 空間とし, $A\subset H\cross$ H を極大単調作用素とする.
$\{\alpha_{n}\}\subset[0,1]$ と $\{r_{n}\}\subset(0, \infty)$ を

$\lim_{narrow}\sup_{\infty}\alpha_{n}<1$ , $\lim \mathrm{i}\mathrm{n}narrow\infty$f $r_{n}>0$

を満たすとする. このとき, $x_{1}=x\in H$ に対して, 点列 $\{x_{n}\}$ を

$x_{n+1}=\alpha_{n}$ x$n+$ $(1-\alpha_{n})J_{r_{n}}$ x$n$ ’ $n=1,2,3,$ . . $\mathrm{t}$

で定義する. もし $A^{-1}0\neq\phi$ ならば $\{x_{n}\}$ は $A^{-1}0$ の元に弱収束する.

$E$ を滑らかで回帰的かっ狭義凸な Banach空間とし, $E^{*}$ をその dual空間とする.
また $A\subset E\cross E^{*}$ を極大単調作用素とする. このとき, 定理 2.1 より任意の $x\in E$

と $r>0$ に対して

$Jx_{r}+rAx_{r}\ni Jx$ (4)

は少なくとも一つの解 $x_{r}\in D$ (A) をもっ. また, $E$ が狭義凸なので, (4) の解は一
意である. そこで $x\in E$ と $r>0$ に対して, A の resolvent $Q_{r}$ と吉田近似 $A_{r}$ を

$x_{r}=Q_{r}x$ , $A_{r}x= \frac{1}{r}J(x-x_{r})$

で定義する.

$E$ を滑らかで, 狭義凸な回帰的 Banach空間とする. また, $\phi$ : $E\cross Earrow(-\infty, \infty)$

を

$\phi(x, y)=||x||^{2}-2\langle x, Jy\rangle+||y||^{2}$ , $\forall x,$ $y\in E$
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によって定義する. ここで $J$ は $E$ の duality mapping である. $C$ を $E$ の空でない

閉凸集合とし, $x\in E$ とする. このとき, 一意の $x_{0}\in C$ が存在して

$\phi$ (x0, $x$ ) $= \inf\{\phi(z, x) : z\in C\}$

となる. このとき: $E$ から $C$ 上への写像 Q。を $Q_{C}x=x_{0}$ によって定義する. こ

のような $Q_{C}$ を generalized projection と呼ぶ. Hilbert 空間では, この $Qc$, と距離
射影 $Pc$ は一致する.

$E$ を滑らかな Banach空間とし, $C$ を $E$ の空でない閉凸集合とする. また, $x\in E$ ,

$x_{0}\in C$ とする. このとき, 次の (1) と (2) は同値である.

(1) $\phi$ (x0, $x$ ) $= \min_{y\in C}\phi$(y, $x$ );

(2) $\langle x_{0}-y, Jx-Jx_{0}\rangle\geq 0$ for all $y\in C$ .

最近, 高阪と高橋 [13] は Banach空間上の極大単調作用素に対して, 次の Halpern
型の強収束定理を得た.

定理 4.4[(13)]. $E$ を滑らかで一様凸な Banach 空間とし, $A\subset E\cross E^{*}$ を極大単
調作用素とする. また, $r>0$ に対して $Q_{r}=(J+rA)^{-1}J$ とし, 点列 $\{x_{n}\}$ を次の
ように定義する. $x_{1}=x\in E$ ,

$x_{n+1}=J^{-1}$ (\mbox{\boldmath $\alpha$}n $J(x)+(1-\alpha_{n})J$(Qr、$x_{n})$ ), $n=1,2$ , $3,$
$\ldots$

ここで $\{\alpha_{n}\}\subset[0,1]$ と $\{r_{n}\}$ $\subset(0, \infty)$ は

$\lim_{narrow\infty}\alpha_{n}=0$ , $\sum_{n=1}^{\infty}\alpha n=\infty$ , $n1\mathrm{i}$m $r_{n}=\infty$

を満たすものとする. このとき $A^{-1}0\neq\phi$ ならば $\{x_{n}\}$ は $Q_{A^{-1}0}x$ に強収束する. こ

こで $Q_{A^{-1}0}$ は $E$ から $A^{-1}0$ の上への generalized projection である.

Banach 空間上の極大単調作用素に対して Mann型の弱収束定理を得るために,
次の強収束定理が必要となる.

定理 4.5[(9)]. $E$ を滑らかで一様凸な Banach空間とし, $A\subset E\cross E$‘を $A^{-1}0\neq\phi$

となる極大単調作用素とする. また, $r>0$ に対して $Q_{r}=(J+rA)^{-1}J$ とし,
$Q_{A^{-1}0}$ を $E$ から $A^{-1}0$ 上への generalized projection とする. また, $E$ の点列 $\{x_{n}\}$

を $x_{1}=x\in E$ とし

$x_{n+1}=J^{-1}(\alpha_{n}J(x_{n})+(1-\alpha_{n})J(Q_{r_{n}}x_{n}))$ , $n=1,2,3,$ $\ldots$

で定義する. ただし, $\{\alpha_{n}\}\subset[0,1],$ $\{r_{n}\}$ $\subset(0, \infty)$ である. このとき, $\{Q_{A^{-1}0}(x_{n})\}$

は $A^{-1}0$ の点 $v$ に強収束する. さらにこの元 $v\in A^{-1}0$ は

$\lim_{narrow\infty}\phi(v, x_{n})=\underline{\min_{1y\in A0}}\lim_{narrow\infty}\phi$ (y, $x_{n}$ )
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を満たす,

定理 4.6([9]). $E$ を滑らかで一様凸な Banach 空間とし, その duality mapping $J$ を

weakly sequentially continuous とする. $A\subset E\cross E^{*}$ を $A^{-1}0\neq\phi$ となる極大単調作
用素とする. $r>0$ に対して $Q_{r}=(J+rA)^{-1}J$ とし, $Q_{A^{-1}0}$ を $E$ から $A^{-1}0$ の上へ
の generalized projection とする. また, $\{x_{n}\}$ を次のように定義する. $x_{1}=x\in E$

とし,

$x_{n+1}=J^{-1}$ (\mbox{\boldmath $\alpha$}n $J(x_{n})+(1-\alpha_{n})J(Q_{r_{n}}x$n)), $n=1,2$ , $3,$
$\ldots$

ここで $\{\alpha_{n}\}\subset[0,1]$ と $\{r_{n}\}$ $\subset(0, \infty)$ は

$\lim_{narrow}\sup_{\infty}\alpha_{n}<1$ , $\lim \mathrm{i}\mathrm{n}narrow\infty$f $r_{n}>0$

を満たす このとき $\{x_{n}\}$ は $A^{-1}0$ の元 $v$ に弱収束する. ここで $v= \lim_{narrow\infty}Q_{A^{-1}0}(x_{n})$

である.

定理 4.6 の直接的な結果として, 次の定理を得る.

定理 4.7([9]). $E$ を滑らかで一様凸な Banach空間とし, その duality mapping $J$ を
weakly sequentially continuous とする. $A\subset E\cross E^{*}$ を $A^{-1}0\neq\phi$ となる極大単調
作用素とし, $r>0$ に対して, $Q_{r}=(J+rA)^{-1}J$ とする. $Q_{A^{-1}0}$ を $E$ から $A^{-1}0$ 上
への generalized projection とする. 点 $\{x_{n}\}$ を次のように定義する. $x_{1}=x\in E$ ,

$x_{n+1}=Q_{r_{n}}x_{n}$ , $n=1,2,3,$ $..$ ‘

ここで, $\{r_{n}\}$ $\subset(0, \infty)$ (は $\lim\inf_{narrow\infty}r_{n}>0$ を満たす- このとき $\{x_{n}\}$ は $A^{-1}0$ の

元 $v$ に弱収束する. ここで $v= \lim_{narrow\infty}Q_{A^{-1}\cap}(x_{n})$ である.

5 Minimizers を求める収束定理
定理 4.2 を用いると, 次の定理を得ることができる.

定理 5.1([10]). $H$ を Hilbert 空間とし, $f$ : $Harrow(-\infty, 0]$ を proper で下半連
続な凸関数とする. $x\in H$ に対して $j$ 点列 $\{x_{n}\}$ を $x_{1}=x$ および

$x_{n+1}=\alpha_{n}x+(1$ $-\alpha$ \sim $J_{r_{n}}$ x$n$ ’ $n=1,2,3,$ $\ldots$ ,

$J_{\mathrm{r}_{n}}x_{n}=$ argmin $\{f(z)+\frac{1}{2r_{n}}||z-x_{n}||^{2}$ : $z\in H\}$

で定義する. ただし, $\{\alpha_{n}\}\subset[0,1]$ と $\{r_{n}\}\subset$ $(0, \infty)$ は

$\lim_{narrow\infty}\alpha_{n}=0$ , $\sum_{n=1}^{\infty}\alpha_{n}=\infty$ , $\lim_{narrow\infty}r_{n}=\infty$
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を満たすとする. もし $(\partial f)^{-1}0\neq\phi$ ならばこの点列 $\{x_{n}\}$ は $x$ に一番近い $f$ の

minimizer に強収束する. さらに

$f(x_{n+1})-f(v)\leq\alpha_{n}$ (f$(x)-f(v)$ ) $+ \frac{1-\alpha_{n}}{r_{n}}||$ J$r$, $x_{n}-v||||J_{r}$, $x_{n}-x_{n}||$

が成り立つ.

定理 4.3 を用いると, 次の定理を得ることができる.

定理 5.2([10]). $H$ を Hilbert 空間とし, $f$ : $Harrow(-\infty, 0]$ を proper で下半連
続な凸関数とする. $x\in H$ に対して, 点列 $\{x_{n}\}$ を $x_{1}=x$ およひ

$x_{n+1}=\alpha_{n}xn+$ (1-\mbox{\boldmath $\alpha$}\tilde J$r_{n}$ xn’ $n=1,2,3,$ $\ldots$ ,

$J_{r_{n}}x_{n}=$ argmin $\{f(z)+\frac{1}{2r_{n}}||z-x_{n}||^{2}$ : $z\in H\}$

で定義する. ただし, $\{\alpha_{n}\}\subset[0,1]$ と $\{r_{n}\}$ $\subset(0, \infty)$ は

$\alpha_{n}\in[0, k]$ , $0<k<1$ , $\lim_{narrow\infty}r_{n}=\infty$

を満たすとする. もし $(\partial f)^{-1}0\neq\phi$ ならば $\{x_{n}\}$ は $f$ の minimizer に弱収束する.
さらに

$f(x_{n+1})-f(v)\leq\alpha_{n}$ (f(x$n)-f(v)$ ) $+ \frac{1-\alpha_{n}}{r_{n}}||J_{r_{n}}x_{n}-v||||J_{r_{n}}x_{n}-x_{n}||$

が成り立つ.

定理 4.4 を用いると, 次の強収束定理を得ることができる.

定理 5.3([13]). $E$ を滑らかで一様凸な Banach 空間とし, $f$ : $Earrow(-\infty, \infty]$

を $(\partial f)^{-1}0\neq\phi$ となるような proper で凸な下半連続関数とする. このとき, 点列
$\{x_{n}\}$ を次のように定義する. $x_{1}=x\in E$ とし

$y_{n}= \arg\min_{y\in E}$ { $f(y)+ \frac{1}{2r_{n}}||$y $||^{2}- \frac{1}{r_{n}}(y,$ $Jx_{n}\rangle$ },

$x_{n+1}=J^{-1}(\alpha_{n}Jx+(1-\alpha_{n})Jy_{n})$ , $n=1,2,3,$ . .

ここで, $\{\alpha_{n}\}\subset[0,1]$ と $\{r_{n}\}$ $\subset(0, \infty)$ は

$\lim_{narrow\infty}\alpha_{n}=0$ , $\sum_{n=1}^{\infty}\alpha_{n}=\infty$ , $\lim_{narrow\infty}r_{n}=\infty$

を満たす このとき $\{x_{n}\}$ は $Q_{(\partial f)^{-1}0}x$ に強収束する.

定理 4.6 を用いると, 次の弱収束定理を得ることができる.
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定理 5.4([9]). $E$ を滑らかで一様凸な Banach 空間とし, その duality mapping
$J$ を weakly sequentially continuous とする. $f$ : $Earrow(-\infty, 0]$ を $(\partial f)^{-1}0\neq\phi$

となるような proper で凸な下半連続関数とし, 点列 $\{x_{n}\}$ を次のように定義する.
$x_{1}=x\in E$ とし

$y_{n}=\arg \mathrm{m}\mathrm{i}y\in$n{f $(y)+ \frac{1}{2r_{n}}||$y $||^{2}- \frac{1}{r_{n}}$ $\langle$y, $J$x$n$ )},

$x_{n+1}=J^{-1}$ ($\alpha_{n}Jx_{n}+(1$ $-\alpha_{n}$ ) Jy$n$ ), $n=1,2,3,$ . .

ここで, $\{\alpha_{n}\}\subset[0,1]$ と $\{r_{n}\}\subset$ $(0, \infty)$ は

$\lim\sup\alpha_{n}<1$ , $\lim_{narrow}\inf_{\infty}r_{n}>0$

$narrow\ovalbox{\tt\small REJECT}$

を満たす, このとき $\{x_{n}\}$ は $v\in(\partial f)^{-1}0$に弱収束する. さらに $v= \lim$ Q $($。$f)^{-\mathit{1}}\mathit{0}(x_{n})$

である. ここで $Q_{(\partial f)0}-1$ は $E$ から $(\partial f)^{-1}0$上への generalized projection である.

6 鞍点を求める収束定理
$E$及び $F$ を Banach空間とし, $X\subset E,$ $Y$ \subset F を閉凸集合とする. また, $L:X\cross$

$Yarrow \mathbb{R}$ を, 次の条件 $(1),(2)$ を満たす 2 変数関数とする.

(1) 任意の $y\in Y$ に対し, $x\vdasharrow L$ (x, $y$ ) は上半連続な凹関数である;.

(2) 任意の $x\in X$ に対し, $y\vdash+L$ (x, $y$ ) は下半連続な凸関数である.

このとき, $(x_{0}, y_{0})\in X\cross Y$ が 2 変数関数 $L$ の鞍点であるとは

$L(x, y_{0})\leq L(x_{0}, y_{0})\leq L(x_{0}, y)$ , $\forall$ (x, $y$ ) $\in X\cross Y$

が満たされるときをいう. 2 変数関数垣こ対して

$K(x, y)=\{$

$L(x, y)$ , $x\in X,$ $y\in Y$,
$\infty$ , $x\in X,$ $Y\not\in \mathrm{Y}$,
$-\infty$ , otherwise

とし, 集合値写像 $T:E\cross Farrow 2^{E^{\mathrm{r}}\mathrm{x}F^{*}}$ を

$T(x, y)=\{$
$\partial_{x}(-K)(x, y)\cross\partial_{y}K(x, y)$ , $(x, y)\in X\cross \mathrm{Y}$,

$\phi$ , $(x, y)\not\in X\cross Y$

とする. ただし

�$x(-K)$ $(x, y)\cross\partial_{y}K(x, y)=\partial(-K(\cdot, y))(x)\cross\partial(K(x, \cdot))(y),$ $(x, y)\in X\cross Y$



である. このとき, Rockafellar[22] によれば, $T$ は極大単調写像であり, $(0, 0)\in$

$T$ (x0, $y_{0}$ ) となる必要十分条件は, $(x_{0}, y_{0})$ が $L$ の鞍点となることである. 定理 4.4
を用いて

$j$ 高阪-高橋 [14] は次の定理を証明した.

定理 6.1([14]). $E$ と $F$ を一様凸で, かつ滑らかな Banach 空間とし, $J_{E}$ と $J_{F}$ を

それぞれ, $E$ と $F$ 上の duality 写像とする. また, $X\subset E,$ $Y$ \subset F を閉凸集合と
し, $L:X\cross Yarrow \mathbb{R}$ を次の条件を満たす 2 変数関数とする.

(1) 任意の $y\in Y$ に対し, $x\vdash+L$ (x, $y$ ) は上半連続な凹関数である;

(2) 任意の $x\in X$ に対し, $y-\rangle$ $L$ (x, $y$ ) は下半連続な凸関数である.

$L$ の鞍点集合の全体を $S$ とし, $S\neq\phi$ とする. このとき, $E\cross F$ の点列 $\{(x_{n}, y_{n})\}$

を次のように定義する :(x, $y$ ) $\in E\cross F$ に対して, $(x_{1}, y_{1})=(x, y)$ とし

$L_{n}(u, v_{n})\leq L_{n}(u_{n}, v_{n})\leq L_{n}(u_{n}, v)$ , $\forall$ (u, $v$ ) $\in X\cross Y$,
$x_{n+1}=J_{E}^{-1}(\alpha_{n}J_{E}x+(1-\alpha_{n})J_{E}u_{n})$ ,
$y_{n+1}=J_{F}^{-1}(\alpha_{n}J_{F}x+(1-\alpha_{n})J_{F}v_{n})$ , $n=1,2,$ . .

とする. ただし

$L_{n}(u, v)=L(u, v)- \frac{1}{2r_{n}}||$u $||^{2}+ \frac{1}{r_{n}}$ $\langle$ u, $J_{E}x_{n}\rangle$ $+ \frac{1}{2r_{n}}||v||^{2}-\frac{1}{r_{n}}\langle v, J_{F}y_{n}\rangle$

であり, $\{\alpha_{n}\}\subset[0,1],$ $\{r_{n}\}\subset(0, \infty)$ は

$\lim_{narrow\infty}\alpha_{n}=0$ , $\sum_{n=1}^{\infty}\alpha_{n}=\infty$ , $\lim_{narrow\infty}r_{n}=\infty$

を満たすとする. このとき, $\{(x_{n}, y\mapsto\}$ は $P_{S}$ (x, $y$ ) に強収束する. ただし, $P_{S}$ は
$E\cross F$ から $S$ の上への generalized projection である.

高阪-高橋 [14] は定理 4.6 を用いて, 次の弱収束定理も得ている.

定理 6.2([14]). $E,$ $F$ を一様凸で, かつ一様に滑らかな Banach 空間とし, $J_{E},$ $J_{F}$

をそれぞ札 $E$ と $F$ 上の duality写像で weakly seqentially continuous なものとす
る. $X\subset E$ と $Y\subset F$ を閉凸集合とし, $L:X\cross Yarrow \mathbb{R}$ を次の条件を満たす 2 変
数関数とする.

(1) 任意の $y\in Y$ に対して, $x-*L$ (x, $y$ ) は上半連続な凹関数とする;

(2) 任意の $x\in X$ に対して, $y\vdash+L$ (x, $y$ ) は下半連続な凸関数とする.
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$L$ の鞍点集合を $S$ とし, $S\neq\phi$ とする. このとき. $E\cross F$ の点夕 $1$」 $\{(x_{n}, y_{n})\}$ を

次のように定義する :(x, $y$ ) $\in E\cross F$ に対して, $(x_{1}, y_{1})=(x, y)$ とし

$L_{n}(u, v_{n})\leq L_{n}(u_{n}, v_{n})\leq L_{n}(u_{n}, v)$ , $\forall$ (u, $v$ ) $\in X\cross Y$,
$x_{n+1}=J_{E}^{-1}(\alpha_{n}J_{E}x_{n}+(1-\alpha_{n})J_{E}u_{n})$ ,
$y_{n+1}=J_{F}^{-1}(\alpha_{n}J_{F}y_{n}+(1-\alpha_{n})J_{F}v_{n}),$ $n=1,2,$ . .

とする. ただし

$L_{n}(u, v)=L(u, v)- \frac{1}{2r_{n}}||$ u $||^{2}+ \frac{1}{r_{n}}$ $\langle$u, $J_{E}x_{n}\rangle$

$+ \frac{1}{2r_{n}}||$v $||^{2}- \frac{1}{r_{n}}\langle v, J_{F}y_{n}\rangle$

であり, $\{\alpha_{n}\}\subset[0,1],$ $\{r_{n}\}$ $\subset(0, \infty)$ は

$\lim_{narrow}\sup_{\infty}\alpha_{n}<1$ , $\lim_{narrow}\inf_{\infty}r_{n}>0$

を満たすとする. このとき, $\{(x_{n}, y\sim\}$ は $(x_{0}, y_{0})\in S$ に弱収束する. ここで

$(x_{0}, y_{0})= \lim_{narrow\infty}P_{S}(x_{n}, y_{n})$

である. ただし, Ps は $E\cross F$ から $S$ の上への generalized projection である.
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