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Cayley変換像の凸性による対称管状領域の特徴付け

京都大学大学院理学研究科 甲斐千舟 (Chifune KAI1)
京都大学大学院理学研究科 野村隆昭 (Takaaki NOMURA2)

Department of Mathematics, Faculty of Science,
Kyoto University

\S 1 序
複素平面での Cayley変換

$w \vdash+\frac{w-1}{w+1}=1-2(w+1)^{-1}$ (1.1)

は右半平面を単位円板に写す 像である単位円板はもちろん凸集合である. この事
情は, 右半平面を一般の対称管状領域に置き換えても成り立っている. このことを
簡単に説明しよう. 対称管状領域は, Euclid 的 Jordan代数 $V$ とそこでの対称錐 $\Omega$

を以て, $W:=V\mathrm{c}$ 内の領域 $\Omega+iV$ としてつねに表される. ここで, 実 Jordan代数
の複素化として $W$ は複素 Jordan代数となっていることに注意. この Jordam代数
構造を用いて, $\Omega+iV$ の Cayley変換を (一変数の場合の (1.1) をなそらえて)

$w\vdash\prec(w-e)(w+e)^{-1}$

で定義することができる. ただし, $e$ は Jordam代数 $V$ の (従って $W$ の) 単位元で
ある. この Cayley変換による $\Omega+iV$ の像は $W$ のあるノルムに関する開単位球と
なる (詳しくは \S 2 を参照) 特にこの Cayley変換像も凸集合になっている. 本稿
では, このような Cayley変換像の凸性が, 等質管状領域の中で対称領域を特徴付け
るものであることを示す-
さて一般に, 有限次元実ベクトル空間 $V$ の中に等質錐 $\Omega$ が与えられたとし, $V$ の

複素化ベクトル空間を $W$ とする. このときにも, 管状領域 (第 1 種等質 Siegel領
域) $\Omega+iV$ の Cayley変換を定義できる. 詳しくは \S 4 で述べるが, それは野村 [10]
で導入された等質 Siegel領域の Cayley変換 (のパラメタ付きの族) を管状領域に
特化したものてある. すなわち, Jordan代数の逆元写像を一般化したパラメタ付
きの擬逆元写像 (の $W$上の双有理写像への解析接続) $\mathrm{I}_{8}$ : $x\vdashmathrm{X}$ (x) を用いて

$w|arrow E-2\mathrm{I}\mathrm{i}(w+E$

て Cayley変換が定義される. ここで $E\in\Omega$ はあらかじめ固定しておく点てある.
領域が対称で, かつパラメタ $\mathrm{s}$ が特別な場合には, この Cayley変換は先程述べた
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Jordan代数の Cayley変換に本質的に一致する (\S 4の最後の部分を参照). 等質錐か

ら出発して, 擬逆元写像を経て Cayley変換を定義したように, その双対錐から出発

して, 双対擬逆元写像を経て双対 Cayley変換が定義できる.
我々の定理をラフに述べると次のようになる. 正確な主張は \S 4 に述べる.

定理 1.L 既約な等質管状領域の Cayley変換像, およびその双対管状領域の双対

Cayley変換像が共に凸集合になるための必要十分条件は, 考えている管状領域が
対称であり, Cayley変換のパラメタはある特定のものとなることである.

同様の特徴付けが一般の第 2 種等質 Siegel領域ても可能であり, 著者の一人の

甲斐が論文を準備中である.

\S 2 対称管状領域の Cayley変換.

典型的な例から入ろう {
$V=\mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}$($r$ , R) ($r$ 次実対称行列の威すベクトル空間)

とし, そこでの正定値なものがなす凸錐を $\Omega$ とする. 管状領域 $V+i\Omega$ は $\mathrm{S}\overline{\mathrm{l}}\mathrm{e}\mathrm{g}\mathrm{e}\mathrm{l}$ の

上半空間として知られているものであるが, 本稿では「右半空間」 $\Omega+iV$ を考え

る. $W:=V_{\mathbb{C}}=\mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}(\mathrm{r}, \mathbb{C})$ での Cayley変換 $z=C(w)=(w-e)(w+e)^{-1}$ を考え

る. 容易にわかるように

$z=(w-e)(w+e)^{-1}\Leftrightarrow w=(e+z)(e-z)^{-1}$

である. 記号� 0 によって, 実対称行列, あるいは複素エルミート行列が正定値で
あることを意味するものとすると, 直接の計算て

${\rm Re} w=(e-z)^{-1}(e-zz^{*})(e-z^{*})^{-1}$

がわかるので,
${\rm Re} w\gg 0\Leftrightarrow e-zz^{*}\gg 0$

である. そして条件 e-zz* $>>0$ は, 行列 $z$ の $\mathbb{C}^{f}$ 上の線形作用素としての作用素
ノルム $||z||_{\mathrm{o}\mathrm{p}}$ が 1 より小さいことと同値であるので, 結局

$C(\Omega+iV)=$ { $z\in$ Sym(r, $\mathbb{C}$) $|||$ z $||_{\mathrm{o}\mathrm{p}}<1$}

となり, 特に Cayley変換像 $C(\Omega+iV)$ は凸集合であることがわかる.
このことはそのまま一般の対称管状領域で成り立つ. 以下これを Faraut と Koriyi

による本 [3] に沿って見てみよう, 序文に述べたように, 対称管状領域はすべて Jor-
$\mathrm{d}\mathrm{a}\mathrm{n}$代数を用いて記述される. 実または複素ベクトル空間 $V$ に双線型な積 (結合

法則は仮定しない) $x,$ $y|arrow xy$ が定義されていて, 次の 2条件がすべての $x,$ $y$ につ

いてみたされるとき, $V$ を Jordan代数という:

$xy=yx$ , $x^{2}(xy)=x(x^{2}y)$ .
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実 Jordan代数に正定値な内積が定義できて, Jordan積によるかけ算作用素がその
内積に関してすべて自己共役となるとき, その Jordan代数は Euclid 的であると
いう.
さて $V$ を Euclid 的 Jordan代数とする. $V$ のトレース $x\vdash+\mathrm{t}\mathrm{r}(x)$ は $V$ に内積を

定義する: $\langle$ x|y $\rangle$ $:=\mathrm{t}\mathrm{r}(xy)$ . 元 $x$ を掛ける線型作用素 $L$ (x) は, このトレース内積に
関して自己共役になっている. $\Omega$ を $V$ の元の 2乗がなす集合の内部とする:

$\Omega:=$ Int $\{x^{2}|x\in V\}$ . (2.1)

このとき $\Omega$ は開凸錐であり, 自己双対になっている (対称錐と呼ぶ) :

$\Omega=$ {$x\in V|$ $\langle$x$|y)>$ Ofor $\forall y\in\overline{\Omega}\backslash$ {0}}. (2.2)

このようにしてすべての対称錐が得られる. $W=V\mathrm{c}$ での 「右半空間」 $\Omega+iV$ は

対称管状領域であり, 対称管状領域はすべてこのようにして得られる. $W$ は自然
に複素 Jordan代数となり, この Jordan積を用いて, Cayley変換 $C$ を次の式で定義
する :

$C(w):=(w-e)(w+e)^{-1}$ . (2.3)

Cayley 変換 (2.3) による $\Omega+iV$ の像を記述するために, ます 2 元 $x,y\in W$ に対

し, $W$上の線型作用素 $x\square y$ を

$x\square y:=L(xy)+L(x)L(y)-L(y)L(x)$

で定義する. 次に $V$ のトレース内積を自然に拡張して $W$のエルミート内積とし, そ
れにより $W$ にノルムを入れておぐ このノルムによって $W$上の線型作用素 $z\square z^{*}$

( $z^{*}$ は実型 $V$ に関する $z$ の共役) の作用素ノルム $||z\square z^{*}||$ を考え

$|$ z $|:=||$z$\square$z’ $||$
1/2 $(z\in W)$

とおぐ このとき $|z|$ はノノレムになることがわかり ([3, Proposition X.4.1]), スペク
トル -, ノルムと呼ばれる. スペクトル・ノルムを用いると

$C(\Omega+iV)=$ {$z\in W||$z$|<1$ }

と記述でき, 特に $C(\Omega+iV)$ は凸集合である.
上述の例の場合では, Sym(r, $\mathbb{R}$) に Jordan積 $\circ$ を $A \circ B:=\frac{1}{2}(AB+BA)$ (右辺の

積は通常の行列の積) で入れ, $\mathrm{h}(AB)$ で定義される内積を考えれば, Sym(r, R) は
Euclid的 Jordan代数になっていて,正定値なもののなす開凸錐が (2.1) と (2.2) をみ
たしていることは容易にわかる. さらに Jordan代数 Sym(r, $\mathbb{C}$) での逆元 $(w+e)^{-1}$

は $w+e$ の逆行列に他ならす, また 2 つの行列 $w-e$ と $(w+e)^{-1}$ は可換てあるか

ら, $(w-e)\circ(w+e)^{-1}=(w-e)(w+e)^{-1}$ となっていることにも注意. そして,
スペクトル = ノルムは作用素ノルムに一致していることがわかる ([3, Chapter $\mathrm{X}$,
Exercise 1]).
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\S 3 等質錐に付随する clan.
対称錐と Jordan代数との間に対応があるように, より一般に等質錐には clan と

呼ばれる非可換な非結合的代数が対応する. それを説明しよう. ここで, 有限次元

実ベクトル空間 $V$ の中の開凸錐 $\Omega$ が等質錐であるとは, $\Omega$ が直線を含ます, さらに
$\Omega$ の線型自己同型群 $G$ (\Omega ), ただし

$G(\Omega):=\{g\in GL(V)|g\Omega=\Omega\}$ ,

が $\Omega$ に推移的に作用していることをいう. 簡単のため $\Omega$ は既約てあるとする. [14]

より, $G$ (\Omega ) の分裂型可解部分群 $H$ で $\Omega$ に単純推移的に作用するものが存在する.
任意に $E\in\Omega$ をとり, 固定する. 軌道写像 $H\ni h\vdash*hE\in\Omega$ は微分同相なので, こ

れを $H$ の単位元で微分して線型同型写像 $\mathfrak{h}:=\mathrm{L}\mathrm{i}\mathrm{e}(H)$ $\ni T\vdash’ TE\in V$ を得る. こ

の逆写像を $x\vdash+L_{x}$ で表す $V$ に積 $\triangle$ を

$x\triangle y:=L_{x}y$ $(x,y\in V)$

で導入すると, これにより $V$ は clan になる. すなわち, 次の 3 条件がみたされて
いる:

$\mathrm{o}[L_{x}, L_{y}]=L_{x\triangle y-y\triangle x}$ ,

$\circ 0$ でない任意の $x\in V$ に対し \Uparrow Lzbr $>0$ .

・線型作用素 $L_{x}(x\in V)$ の固有値は実数のみである.

$E$ は clan $V$ の単位元になっている. 一般に, 等質錐の線型同型類の集合と, 単位元

をもつ clan の (代数としての) 同型類の集合の間には一対一の対応があることが知
られている [14].
等質錐 $\Omega$ に付随する clan $V$ は normal分解と呼ばれる分解をもつ: 正整数 $r$ と原

始幕等元 $E_{1},$
$\ldots,$

$E_{r}$ が存在して, $E=E_{1}+\cdots+E_{f}$ であり, 整数 $j$ , $k(1\leq j<k\leq r)$

に対して

$V$t$j:= \{x\in V|\forall c=\sum_{m}\lambda_{m}$E$m$
$(\lambda_{m}\in \mathrm{R})$ , $c \triangle x=\frac{1}{2}(\lambda_{j}+\lambda_{k})x,x\triangle c=\lambda_{j}$x $\}$

とおいたとき, $V$ は

$V= \sum_{m}\mathrm{R}E_{m}\oplus\sum_{k>j}V_{kj}$

と分解される. 積 $\triangle$ に関しては次のような性質がある:

$V_{lk}\triangle V_{kj}\subset V_{lj}$ ,

もし $k\neq i,j$ ならば $V_{lk}\triangle V_{1j}.=0$ , (3.1)
$\ovalbox{\tt\small REJECT},\triangle V_{mk}\subset V_{lm}$ or $V_{ml}$ (l と $m$ の大小関係に依存する).
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例. 対称錐でない等質錐の中で次元が最低のものは, 次で与えられる Vinberg錐と
呼ばれる 5次元のものである:

$V:=\{v=(\begin{array}{lll}v_{1} v_{2} v_{4}v_{2} v_{3} 0v_{4} 0 v_{5}\end{array})$ $|v$b. . ., $v_{5}\in \mathrm{R}\}$ ,

$\Omega:=\{v\in V|v_{1}>0, v_{1}v_{3}-v_{2}^{2}>0, v_{1}V5-v_{4}^{2}>0\}.$

各 $v\in V$ に対し,

$\check{v}:=(\begin{array}{lll}\frac{1}{2}v_{1} 0 0v_{2} \frac{1}{2}v_{3} 0v_{4} 0 \frac{1}{2}v_{5}\end{array})$ $\hat{v}:=(\begin{array}{lll}\frac{1}{2}v_{1} v_{2} v_{4}0 \frac{1}{2}v_{3} 00 0 \frac{1}{2}v_{5}\end{array})$

とお $\text{く}$ . $\Omega$ に対応する clan の積 $\triangle$ は $v\triangle w=\check{v}w+w\hat{v}$ である. また normml分解は,

$E_{1}=(\begin{array}{lll}1 0 00 0 00 0 0\end{array}).$
,

$E_{2}=(\begin{array}{lll}0 0 00 1 00 0 0\end{array})$ : $E_{3}=(\begin{array}{lll}0 0 00 0 00 0 1\end{array})$ ,

$V_{21}=\{v=(\begin{array}{lll}0 v_{2} 0v_{2} 0 00 0 0\end{array})\}$ , $V_{31}=\{v=(\begin{array}{lll}0 0 v_{4}0 0 0v_{4} 0 0\end{array})\}$

とおくとき, $V=\mathbb{R}E_{1}\oplus \mathrm{R}E_{2}\oplus \mathrm{R}E_{3}\oplus V_{21}\oplus V_{31}$ で与えられる. $V_{32}$ が欠けている

ことに注意.

\S 4 管状領域の Cayley変換.
Cayley 変換を定義するにあたって, (1.1) の $(w+1)^{-1}$ にあたるものを与える
ために擬逆元写像を定義する. ます $H$ の一次元表現の集合をパラメタ付けしよう.
$a:= \sum_{j=1}^{r}\mathrm{R}L_{E_{\mathrm{j}}}\subset \mathfrak{h}$ とおくと, これは $\mathfrak{h}$ の極大可換部分 Lie代数 (Cartan部分代数)
である. $\mathfrak{h}$ の導来イデアルを $\mathfrak{n}$ とおく : $\mathrm{n}:=[\mathfrak{h}, \mathfrak{h}]$ . 旧ま $\mathfrak{h}$ の幕零部分 Lie代数である.
さらに, \sim は $\mathfrak{h}=a\ltimes \mathrm{n}$ と半直積に分解されることがわかり, $A:=\mathrm{e}\psi a$ , $N:=\exp \mathfrak{n}$

とおくと $H=A\ltimes N$である. パラメタ $\mathrm{s}=(s_{1}, \ldots, s_{r})\in \mathbb{R}^{r}$ に対し, $A$ の一次元表
現 $\chi_{\mathrm{s}}$ を

$\chi_{\epsilon}(\exp(\sum t_{j}L_{E_{\mathrm{j}}})):=-(\sum s_{j}t_{j})$ $(t_{j}\in \mathrm{R})$

で定義する. $H=A\ltimes N$ に注意して, $\chi_{\mathrm{s}}$ を $N$ 上自明であるとして $H$ の一次元表

現に拡張しておぐ微分同相になっている軌道写像 $H\ni harrow hE\in\Omega$ を経由して,
$\chi_{\mathrm{s}}$ を $\Omega$ 上に移した函数を $\triangle_{\mathrm{s}}$ とする:

$\triangle_{8}$(hE) $:=\chi_{\iota}$ (h) $(h\in H)$ .
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定義より明らかに $\triangle_{8}$ は $H$ の作用に関して相対不変である:

$\triangle_{S}(hx)=\chi_{\mathrm{s}}$ (h) $\triangle_{S}$ (x) $(x\in\Omega)$ .

[10] では擬逆元写像は双対ベクトル空間に値をとる写像として定義されている
が, 本稿では擬逆元写像のパラメタに対応して決まる内積を導入し, それによっ
て双対ベクトル空間と元のベクトル空間とを同一視して話を進める. パラメタ
$\mathrm{s}=(s_{1}, \ldots, s_{r})s_{1},$

$\ldots,$
$s_{r}.>0\text{を^{}\backslash }\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}-.-\mathrm{t}\text{とす}.\text{る}\text{のとき}\mathrm{s}>0\text{と}\ovalbox{\tt\small REJECT} \text{く_{}1})$

.
$V \text{上_{の}}C^{\infty}\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathbb{E}\backslash \text{数}f\text{と}\frac{1\mathrm{h}}{\pi}u,v\in V\}^{}*_{\backslash }\mathrm{f}\text{して},D_{u}f(v)\cdot=\frac{(d}{dt}f(v+tu)|_{t=0}\text{と}\mathrm{k}^{\backslash }\text{く}V\text{上}\theta)\text{双}$

線型形式ぐ $|\cdot\rangle_{\epsilon}$ を

$\langle x|y\rangle_{\mathrm{s}}:=D_{x}D_{y}\log\triangle_{-\mathrm{s}}$ (E) $(x, y\in V)$ (4.1)

によって定義すると, これは $V$ に正定値内積を定める. 各 $x\in\Omega$ に対して, その擬

逆元 $\mathrm{Z}(x)\in V$ を

$\langle L(x)|y\rangle_{\epsilon}=-Dy$ $\log\triangle_{-\epsilon}$(x) $(y\in V)$ (4.2)

によって定義する. $\mathrm{I}_{8}$ : $\Omega$ \rightarrow V を擬逆元写像と呼ぶ. 内積 $\langle\cdot|\cdot\rangle_{*}$ を使って $\Omega$ の双対

錐を $V$ に実現したものを $\Omega^{8}$ とする:

$\Omega^{\mathrm{s}}:=$ { $x\in V|\langle x|y\rangle_{\mathrm{s}}>$ 0for $\forall y\in\overline{\Omega}\backslash$ {0}}.

[10, Proposition 3.12] より; は $\Omega$ から $\Omega^{\mathrm{s}}$ への全単射を与える. $V$ 上の線型作用

素 $A$ に対し $\langle\cdot|\cdot\rangle_{\mathrm{s}}$ に関する随伴作用素を sA で表すことにすると, $H$ は $V$ に $x\vdash+$

$8h^{-1}x$ ($x\in V,$ $h$ \in H) としても作用する. これは $H$ の $V^{*}$ ( $V$ の双対ベクトル空間)
への反傾作用を $(\cdot|\cdot)$, で $V$ に落としたものである. ; は $H$ 同変てあることがわか

る: $\mathrm{I}_{\mathrm{s}}(hx)=h^{-1}8\mathrm{I}_{\mathrm{s}}(x)(h\in H, x\in\Omega)$. また, $;(E)=E$ となって $\iota\backslash$る.

$V$ の複素化を $W$ とおく $V$ の積 $\triangle$ と内積 $\langle\cdot|\cdot\rangle_{\epsilon}$ を $W$ に複素双線型に拡張し
てお $\text{く}$ [10, Lemma 3.17] より, ; は有理写像 $Warrow W$ に解析接続される. Lie
群 $H$ の複素化を $H\mathrm{c}$ とおく 解析接続により, $\mathrm{I}_{\mathrm{s}}$ は $H\mathrm{c}$ 同変てある: $\mathrm{I}_{8}(hx)=$

$\mathrm{S}h^{-1}L(x)(h\in H\mathrm{c})$ . $W$ における実型 $V$ に関する複素共役を $w|arrow w^{*}$ て表すこと

にすると, $\mathrm{I}_{8}(w^{*})=\mathrm{Z}(w)^{*}$が成立する.
双対錐 $\Omega^{\epsilon}$ から出発して上述と同様の操作を行うことにより, 双対擬逆元写像

;: $\Omega^{\mathrm{g}}arrow V$ を得る. $\mathrm{I}_{\mathrm{s}}^{*}$ は $\Omega^{e}$ から $\Omega$ への全単射であり, 有理写像 $Warrow W$ に解

析接続され, $H_{\mathbb{C}}$ 同変性をもつ: $\mathrm{I}_{\mathrm{g}}^{*}(^{\mathrm{s}}h^{-1}x)=h\mathrm{I}_{8}^{*}(x)(h\in H_{\mathrm{C}})$ . また, $\mathrm{I}_{8}^{\mathrm{r}}(E)=E$

である. [10, Proposition 3.16] より, $\mathrm{I}_{8}$ と; は互いの逆写像になっている. 特

に;,; は双有理写像である. $\mathrm{I}_{\epsilon},\mathrm{I}_{l}^{*}$ はそれそれ $\Omega+iV,$ $\Omega^{8}+iV$ 上て正則てあり,
$;(\Omega+iV),\mathrm{I}_{\mathrm{s}}^{*}(\Omega^{\mathrm{s}}+iV)$ はそれそれ;,; の正則領域に含まれている.
一変数の Cayley変換が (1.1) によって与えられることに注意して, 管状領域 $\Omega+iV$

の Cayley変換 $C_{\mathrm{s}}$ を

$C_{l}(w):=E-2\mathrm{Z}(w+E)$ $(w\in\Omega+iV)$
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で定義する. また, 双対錐 $\Omega^{8}$ 上の管状領域 (双対管状領域) $\Omega^{\mathrm{s}}+iV$ の双対 Cayley
変換 $C_{\mathrm{s}}^{*}$ を

$C_{\mathrm{s}}^{*}(w):=E-2T_{\mathrm{s}}(w+E)$ $(w\in\Omega^{\mathrm{s}}+iV)$

で定める. [10, Theorem 4.20] 上り, Cayley変換像 $C_{8}(\Omega+iV)$及ひ双対 Cayley 変
換像 $C_{\mathrm{s}}’(\Omega^{\mathrm{s}}+iV)$ は共に有界である.

$\Omega$ によって決まる特別なパラメタ $\mathrm{d}=$ $(d,, \ldots, h)$ を $d_{\dot{\iota}}:=\mathrm{b}L_{E}\dot{.}(i=1, \ldots, r)$

で定義する. 以上の準備のもとで, 主定理を正確に述べることができる:

定理 4.1. $\Omega+iV$ を既約な (等質) 管状領域とし, $\mathrm{s}>0$ とする. このとき, 次の 2
つは同値である:

(A) $C_{s}(\Omega+iV)$ と $C_{\epsilon}^{*}(\Omega^{\mathrm{s}}+iV)$ は共に凸である.

(B) $\Omega+iV$ は対称であり, かつ $\mathrm{s}$ は $\mathrm{d}$ の正の定数倍である.

実際には, (B) が成立するとき $d_{1}=$ 」 $\cdot\cdot=dr$ なので $s_{1}=\cdot\cdot|=s_{r}$ となっている

(詳しくは, $d_{i}$ を明示的に記述した [5] の式 (2.5) と本稿の命題 5.11 を参照).
$(\mathrm{B})\Rightarrow(\mathrm{A})$ の証明について述べておこう 3. (B) の成立を仮定する. $\mathrm{s}=p\mathrm{d}(p>0)$

とお $\text{く_{}1}$ $[4, \mathrm{T}\mathrm{h}\infty \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{m}1.2]$ より, $\Omega=\Omega^{\mathrm{s}}$ である. さらに (4.1) より $\langle\cdot|\cdot\rangle_{\mathrm{s}}=p\langle\cdot|\cdot\rangle_{\mathrm{d}}$ で

あるから, $\Omega=\Omega^{\mathrm{g}}=\Omega^{\mathrm{d}}$ . $\Omega$ の特性函数を $\varphi$ とおく :

$\varphi(x):=\int_{\Omega}e^{-(x|y\rangle_{\mathrm{d}}}dy$ $(x\in\Omega)$ .

Vinberg が [14] で導入した $*$ 写像を

$\langle x^{*}|y\rangle_{\mathrm{d}}=-Dy$ $\log\varphi$(x) $(y\in V)$

で定義する. [3, Proposition I.3.5] より $*$ 写像は一意的な固定点 $\tilde{E}$ をもつ. その $\tilde{E}$

を単位元とする Euclid 的 Jordan代数の構造を $V$ に入れる. このとき $W$ は自然に
複素 Jordam代数となる. [4, Lemma 5.2] より, 可逆な $x\in V$ に対し $x^{*}=x^{-1}$ . ま
た [4, Subsection 5.2] より $\mathrm{I}_{\mathrm{d}}(x)=x^{-1}$ . よって $x^{*}=\mathrm{I}_{\mathrm{d}}(x)$ . さらに $\langle\cdot|\cdot\rangle_{\mathrm{s}}=$

.
$p$ $\langle$ .|. $\rangle$ d

と (4.2)から; $=$ 為. ゆえに $x^{*}=;(x)$ . これと $\mathrm{I}_{\mathrm{s}}(E)=E$ を使うと, $*$ 写像の固
定点の一意性から $E=E$. よって; から得られる Cayley変換 $C_{\epsilon}$ と, \S 2 で $e$ を $E$

として得られる Cayley変換 $C$ は一致する. 従つて

$C_{\epsilon}(\Omega+iV)=C(\Omega+iV)=$ {$w\in W||$w$|<1$} $.$

ゆえに $C_{\epsilon}(\Omega+iV)$ は凸集合である. また, $\mathrm{I}_{\epsilon}^{*}(x)=\mathrm{I}_{\mathrm{s}}^{-1}(x)=x^{-1}$ であるから $C_{l}^{*}=C_{l}$ .
よって $C_{8}^{*}(\Omega^{8}+iV)=C_{\mathrm{s}}(\Omega+iV)$ となる. これで (A) が成立することが証明された.

’3本稿 $\tau$.述 $\wedge\cdot$る証明 \emptyset 方法は, 論文 [5] の \S 4 とは多少異なる. そこでは Vinberg の $*$ 写像の定義
に内積 $\langle\cdot|\cdot\rangle_{\mathrm{Z}}$ を用いたが, 本稿ては内積 ( $\cdot|\cdot\rangle_{\mathrm{d}}$ を用いている.
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\S 5 $(\mathrm{A})\Rightarrow(\mathrm{B})$ の証明の概略.
この節で我々が用いる証明の方法は [4] のものと似ており, 3段階に分けて計算を

行 $\psi\mathrm{a}$ , 順次情報を引き出していく $\Gamma$

ただし計算の各段階において, [4] ではある一点

をとってその Cayley変換像を計算するだけであったが, 本稿ではある 2 点をとっ
てその Cayley変換像を端点にもつ線分を計算するので, 計算はより複雑になって
いる.

$W_{kj}:=(V_{kj})_{\mathrm{C}}(1\leq j\leq k\leq r)$ とおく (3.1) と同様の事実が $W$ ても戒立する:

$W_{lk}\triangle W_{kj}\subset W_{lj}$ ,

もし $k\neq i,j$ ならば $W_{lk}\triangle W_{\dot{l}j}=0$ , (5.1)

$W_{lk}\triangle W_{mk}\subset W_{lm}$ or $W_{\pi d}$ (l と $m$ の大小関係に依存する).

以後, この節では整数 $j,$ $k,$ $l$ は $j<k<l$ を満たすとする. また, $w_{kj}$ , $w_{lj},$ $w_{lk}\in W$

はそれぞれ $w_{kj}\in W_{kj},$ $w_{lj}\in W_{lj},$ $w_{lk}\in W_{lk}$ であるとする. 表記を簡略化するため
$\langle\cdot|\cdot\rangle_{\mathrm{s}}$ を $\langle\cdot|\cdot\rangle$ と書くことにし, $\nu[w]:=\langle w|w\rangle(w\in W)$ とおぐ $\nu[iw]=-\nu[w]$ となっ

ていることに注意する.
具体的な計算に入る前に, clanに対して常に成立する事実をいくつか述べておこ

う. $w_{lj},$ $w_{kj}$ が与えられたとき,

$S_{lk}:= \frac{1}{2}$ ($w_{lj}\triangle w_{kj}+wkj\triangle$wl$j$ )

とおぐ (5.1) より $S_{lk}\in W_{lk}$ である. 擬逆元を計算する際に次の公式を使う.

命題 5.1([4, Proposition 4.2]). $t_{j},t_{k},$ $t_{l}\in \mathrm{R}$ に対し

$\exp(L_{w_{1j}}+L_{w_{\mathrm{k}\mathrm{j}}})\exp(L_{w_{lk}})\exp(t_{j}H_{j}+t_{k}H_{k}+t_{l}H_{l})E$

$= \sum_{m\neq j,k,l}E_{m}+e^{t_{f}}E_{j}+(e^{t_{k}}+(2s_{k})^{-1}e^{t_{j}}\nu[w_{kj}])E_{k}$

$+(e” +(2s_{l})^{-1}e^{t_{k}}\nu[w_{lk}]+(2s_{l})^{-1}e^{t_{j}}\nu[w_{lj}])E_{l}$

$+et_{}wlj+el_{\dot{f}}w_{kj}+(e^{t_{j}}S_{lk}+e^{t_{k}}w_{lk})$ .

命題 5.2 ([4, Proposition 4.6]). $t$j’ $t_{k},t_{l}\in \mathrm{R}$ に対し

’ $(\exp(L_{w_{t\mathrm{j}}}+L_{w_{k\dot{g}}})\exp(L_{w_{lk}})\exp(t_{j}H_{j}+t_{k}H_{k}+t_{l}H_{l}))^{-1}E$

$= \sum_{m\neq j,k,l}E_{m}+(e^{-t_{j}}+$
(2sj)-1 $(e^{-t_{\mathrm{k}}}+(2s_{k})^{-1}e^{-t_{1}}\nu[w_{lk}])\nu[w_{kj}]$

$+$ (2sj)-1e$-t{}^{t}\nu$[wlj]-s$j-1e-t_{t}\langle$ $S_{l}$k $|$ wlk $\rangle$ $)$ Ei
$+(e-t\mathrm{k}+(2s_{k})^{-1}e^{-t}{}^{\mathrm{t}}\nu[w_{lk}])E_{k}+e^{-t_{l}}E_{l}$

$+$ (e-”L$w_{\mathrm{I}j}$

wlk-(e-“ $+(2sk)-1e-t{}^{\mathrm{t}}\nu$[wlk])wkj)
$+e-t{}^{\mathrm{t}}(^{8}L_{w_{\mathrm{k}f}}w_{lk}-w_{lj})-e^{-t}{}^{\mathrm{t}}w_{lk}$ .
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さらに $v_{lk}\in V_{lk},$ $v_{kj}\in V_{kj}$ とするとき, 次の等式が威立する [4, Lemma 4.7]:

$||v_{lk}\triangle v_{kj}||^{2}=$ $(2s_{k})^{-1}||v_{lk}||^{2}|\models_{kj}||^{\mathit{2}}$ . (5.2)

$n_{kj}:=\dim V_{kj}(1\leq j<k\leq r)$ とお $\text{く}$ (5.2) より次の事実が導かれる [4, Lemma
4.8].

補題 5.3. (1) $n_{kj}\neq 0$ ならば $n_{lj}\geq n_{lk}$ .
(2) $n_{lk}\neq 0$ ならば $n_{lj}\geq n_{kj}$ .

$v_{lj}\in V_{lj},$ $v_{kj}\in V_{kj}$ E対 $\mathrm{L},$ ,

$U_{lk}$ : $4(v_{lj}\triangle v_{kj}+v_{kj}\triangle v_{lj})$

とおく (3.1) より $U_{lk}\in V_{lk}$ である. 一般に次のノルム不等式が成立する:

補題 5.4 ([4, Lemma 4.9]). $||U_{lk}||^{2}\leq(2s\mathfrak{d}^{-1}||v_{lj}||^{2}||v_{kj}||^{2}$ .

さて, 定理 4.1 の (A) の成立を仮定しよう. このとき, $;(\Omega+iV),\mathrm{I}_{8}^{*}(\Omega^{l}+iV)$ も

共に凸集合であることがわかる.
第 1段階として $s_{1}=\cdots=sr$ を証明する. $n_{kj}\neq 0$ を仮定する. $v_{kj}\in V_{kj},$ $v_{kj}\neq 0$

[こ対し, $z_{1}:=;(E+iv_{kj}),$ $z$2 $:=;(E-i_{kj})=\overline{z}_{1}$ とお $<$ . 仮に $s_{k}>s_{j}$ であると

する. $;(\Omega+iV)$ の凸性より, 2 点 $z_{1},$ $z_{2}$ を結ぶ線分は $\mathrm{I}_{\mathrm{s}}(\Omega+iV)$ に含まれている.
この情報を解析していくと次の不等式を得る:

$\frac{s_{j}}{s_{k}}\frac{2s_{k}+||v_{kj}||^{2}}{||v_{kj}||^{2}}\leq\frac{2s_{j}s_{k}}{(s_{k}-s_{j})||v_{kj}||^{2}}$.

$v_{kj}$ は任意であるから, この不等式において $|\models_{kj}||arrow\otimes$ とすると $s_{j}/s_{k}\leq 0$ が得ら
れるので矛盾が起きる. よって $s_{k}\leq s_{j}$ である.

同様に $\mathrm{I}_{8}^{*}(\Omega^{*}+iV)$ の凸性を用いて, $z_{1}:=\mathrm{I}_{\mathrm{g}}^{*}(E+iv_{kj}),$ $z$2 $:=\mathrm{I}_{\epsilon}^{*}(E-iv_{kj})=\overline{z}_{1}$

に対して同様の議論を行うと $s_{k}\geq s_{j}$ が得られ, 結局次の命題が従う.

命題 5.5. $n_{kj}\neq 0$ ならば $s_{k}=s_{j}$ .

ここで $\Omega$ は既約としているから, [1, Theorem 4] より, 任意の $j,$ $k$ に対して相異
なる自然数から威る列 $\{j_{\lambda}\}_{\lambda=0}^{m}(j_{0}=k, j_{m}=j)$ で $n_{j_{\lambda-1}j_{\lambda}}\neq 0$を満たすものが存在
する. ただし, $j_{\lambda-1}<j_{\lambda}$ のときは $n_{j_{\lambda-1:\mathrm{i}\mathrm{x}}}$ $:=n_{j_{\lambda}j_{\lambda-1}}$ とする. これを用いると,

命題 5.6. $s$: $(i=1, \ldots, r)$ は $i$ によらす一定である.

以後 $S$: $(i=1, \ldots, r)$ を単に $s$ と書く 1

次に, $n_{lk}\neq 0$ ならば $n_{lj}\leq n_{kj}$ であることを証明する. $n_{lk}\neq 0$ を仮定する.
$n_{lj}=0$ ならばこの不等式は明らかに成立するから, $n_{lj}\neq 0$ とする. 0 でない
$v_{lj}\in V_{lj},$ $v_{lk}\in V_{lk}$ をとる. $z_{kj}:=-^{8}L_{v_{lj}}v_{lk}$ とお $\text{く}$ [4, Lemma 4.4] よ $\text{り}z_{kj}\in W_{kj}$
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であり, さらに $v_{lj},$ $v_{lk}$ が実ベクトルであるから $z_{kj}\in V_{kj}$ であることに注意. 2 点
$z_{1}:=\mathrm{I}_{\mathrm{s}}^{*}(E+i(v_{lk}-\mathrm{s}L_{z_{kj}}v_{lk}+v_{lj})),$ $z_{2}:=\overline{z}_{1}$ を考える. $\mathrm{I}_{\mathrm{s}}^{*}(\Omega^{\mathrm{s}}+iV)$ {ま凸であるか

ら, $z_{1}$ と $z_{2}$ を結ぶ線分は $\mathrm{I}_{\mathrm{s}}^{*}(\Omega^{\mathrm{s}}+iV)$ に含まれている. このことから, やや複雑な

計算を経て次の不等式を得る :

$(2s)^{-1}||v_{1j}||^{2}||v_{lk}||^{2}\leq||$ z$kj||^{2}$ .

これより, $V_{kj}$ の正規直交基底をとって $||z_{kj}||^{2}$ を計算したり, $V_{lj}$ の正規直交基底を

とって, $v_{lj}$ にその上を走らせるなどの操作によって, $n_{lj}\leq n_{kj}$ を得る. これと補題

53(2) を合わせて,

命題 5.7. $n_{lk}\neq 0$ ならば $n_{lj}=n_{kj}$ .

第 3段階としては次の補題を証明するのであるが. 本稿では詳細は省略する.

補題 5.8. $||U_{lk}||^{2}=(2s)^{-1}||v_{lj}||^{2}||v_{kj}||^{2}$ .
ここで $n_{kj}\neq 0$ と仮定し, $v_{kj}\neq 0$ をとって線型写像 $V_{lj}\ni v_{lj}\vdash*U_{lk}\in V_{lk}$ を考え

る. 補題 58 よりこの線型写像は単射となり, 次の命題が従う.

命題 5.9. $n_{kj}\neq 0$ならば $n_{lk}=n_{lj}$ .

これより先の議論は [11, Subsection 55] に平行である. 命題 57, 59 を使うこと
によります次の補題が出る (証明は [11, Lemma 5.15] を参照されたい)

補題 5.10. もし $n_{lk},$ $n$lj, $n_{kj}$ のうち少なくとも 2 つが 0 でなければ, これら 3 つは
全て等しい.

この補題と浅野氏による定理 [1, Theorem 4] を用いた帰納的な議論から, $n_{kj}(1\leq$

$j<k\leq r)$ はすべて等しいことが証明される (証明は [11, Proposition 516]). する
と次の Vinberg の定理より $\Omega$ は対称錐となる.

命題 5.11([15, Proposition 3]). 既約な等質錐 $\Omega$ が対称錐てあるための必要十
分条件は $n_{kj}(1\leq j<k\leq r)$ が $j,$ $k$ に依らす一定なことである.

[3, Theorem X. 1.1] より $\Omega+iV$ は対称となり, 定理 4.1 の証明が完了する.
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