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に付随するホロノミツク系の

構成アルゴリズ $\Lambda$
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お茶の水女子大学大学院中村弥生 (Yayoi Nakamura)
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1 $\Xi\ovalbox{\tt\small REJECT} 0$

有理数体 $\mathbb{Q}$ を $K$ とおき, 有理数係数の $n$ 変数多項式全体のなす環
$I\zeta$ [ $x_{1},$ $\ldots,$

$x$ n] を $I.\acute{\iota}[x]$ とおぐ $n$ 個の多項式 $f1,$ $\ldots,f_{n}\in K$ [x] であり,
正規列 $F=$ ( $f_{1},$

$\ldots,$
$f$n) をなすものが与えられたとする. これらの多項

式が生成するイデアル $\langle f_{1}, \ldots, f_{n}\rangle$ を $I\subset K$ [x] とおき, イデアル $I$ の

$X=\mathbb{C}^{n}$ における零点集合 $V(I)=$ {$x\in X|f(x)=0,\forall f$ \in I} を $Z$ とお

くイデアル $I$ の準素イデアル分解 $I=I_{1}\cap I_{2}\cap\cdots$ ロ $I_{\lambda}\cap\cdots\cap h$ をと

る. 準素イデアル $I_{\lambda}$ の定める素イデアル $\sqrt{I_{\lambda}}$ を $\mathfrak{p}_{\lambda}$ で表し, $X=\mathbb{C}^{n}$ に

おける $\mathfrak{p}_{\lambda}$ の零点集合 $V(\mathfrak{p}_{\lambda})$ を $Z_{\lambda}$ で表す

次の自然な写像

$i$ : $Ext_{K[x]}^{n}(K[x]/I, K[x])arrow H_{[Z]}^{n}(K[x])$

による Grothendieck symbol

1
$[f_{1}\ldots f_{n}]\in Ext_{K[x]}^{n}(K[x]/I, K[x])$

の像を $\tau_{F}\in H_{[Z]}^{n}$ ( $K[$x]) で表すことにする.
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零次元多様体 $Z$ は $Z=Z_{1}\cup Z_{2}\cup\cdots\cup Z_{\lambda}\cup\cdots\cup Z\ell$ なる既約分解をも
つ. 従って, 代数的局所コホモロジー類 $\tau_{F}$ は $Z_{\lambda}$ に台を持つ代数的局所
コホモロジー類により直相分解することができる. その直相分解を

$\tau F=\tau F,1+\cdot.$ . $+\tau$F,$\lambda+\cdot.$ . $+\tau$F,$f$

とする. 但し, $\tau_{F,\lambda}\in H_{[Z_{\lambda}]}^{n}$ (If[x]) である.
有理数係数の多項式を係数に持つ偏微分作用素全体のなす Weyl 代数

$K[x, \frac{\partial}{\partial x}]$ を $D_{X}$ とおぐ代数的局所コホモロジー類 $\tau_{F,\lambda}\in H_{[Z_{\lambda}]}^{n}$ ( $K$ [x]) に
対し, その $Dx$ における annihilator を考え,

$Ann_{D_{X}}(\tau_{F,\lambda})=\{P\in. D_{X}|P\tau_{F,\lambda}=0\}$

と定める. 次が成立することは基本的であり, よく知られている.

定理 Ll $D_{X}$ 助\coprod 群 $Dx/Ann_{D_{X}}(\tau_{F,\lambda})$ は $Z,\backslash$ の各点 $\beta\in Z_{\lambda}$ において単純
なホロノミック Dx-加群となる.

今,) $f_{1},$
$\ldots,$

$f_{n}$ のヤコビ行列式を $J$ とおき,

$\mu_{\lambda}=\dim$ (K[x]/I\lambda )/dimK(K[x]浄\lambda )

とおく $Z_{\lambda}$ に台を持つデルタ関数を $\mathit{5}_{Z_{\lambda}}\in H_{[Z_{\lambda}]}^{n}$ ( $K[$x]) とすると, $J\tau_{F,\lambda}=$

$\mu\lambda\delta Z_{\lambda}$ が成り立つ. このことに注意すると, 代数的局所コホモロジー類
$\tau_{F,\lambda}$ は次の方程式系の解として定数倍も込めて一意的に特徴付けられる
ことが分かる.

$\{$

$P\sigma=0,\forall_{P}\in Ann_{D_{X}}(\tau_{F,\lambda})$ ,
$J\sigma=\mu_{\lambda}\mathit{5}_{Z_{\lambda}}$ .

すなわち, 代数的局所コホモロジー類 $\tau_{F,\lambda}$ はホロノミツク系

MF,Z\lambda =DX/AnnDえ $(\tau_{F,\lambda})$

により完全に統制されることになる.
代数的局所コホモロジー類 $\tau_{F,\lambda}$ を用いた解析を具体的に展開する際に

は, イデアル $Ann_{D_{X}}$ (\mbox{\boldmath $\tau$}F,’) を実際に構成し, その生成元を求めることが重
要となる. そこで本稿では, イデアル $Ann_{D_{X}}(\tau_{F,\lambda})$ の性質を調べ, その結
果を用いて, イデアル $Ann_{D_{X}}(\tau_{F,\lambda})$ の生成元を構成するアルゴリズムを
導出する.
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2 ann\’ihilator の諸性質
高々 $k$ 階の偏微分作用素全体のなす集合を $Dx(k)\subset D_{X}$ とおぐ 今,

$\{P\in D_{X}(k)|P\tau_{F,\lambda}=0\}$ が $D_{X}$ 土生成するイデア) $\mathrm{s}$ を $Ann_{D_{X}}^{(k^{\sim})}(\tau_{F,\lambda})$ と

おく. 明らかに

$Ann_{D_{X}}^{(0)}(\tau_{F,\lambda})\subseteq Ann_{D_{X}}^{(1)}(\tau_{F,\lambda})\subseteq$ .. . $\subseteq Ann_{D_{X}}^{(k)}(\tau_{F,\lambda})\subseteq,$ .

が成り立つ. 各 $k$ に対し, $Ann_{D_{X}}^{(k)}(\tau_{F,\lambda})$ に対応する $D_{X}$-加群 $M_{F,Z_{\lambda}}^{(k)}$ を

$M_{F,Z_{\lambda}}^{(k)}=D_{X}/Ann_{D_{X}}^{(k)}(\tau_{F,\lambda})$

で定める. $M_{F,Z_{\lambda}}^{(k)}$ は $Z_{\lambda}$ に台をもつホロノミツク系となる.

命題 2.1 $P\in D\chi$ は $Ann_{D_{X}}(\tau_{F,\lambda})$ に属する $k$ 階の偏微分作用素である
とする. $P$ の主表象 $\sigma(P)$ を $\sigma(P)(x$ , \mbox{\boldmath $\xi$} $)$ =\Sigma 1。1 $=\mathrm{t}k$

$a_{\alpha}(x)\xi^{\alpha}$ とおぐ このと

き, $|\alpha|=k$ なる全ての multi-index $\alpha$ に対して, $a_{\alpha}(x)\in \mathfrak{p}_{\lambda}$ が成り立つ,

証明) $M_{F,Z_{\lambda}}$ は $Z_{\lambda}$ に台をもつホロノミック系であるので, $\mathrm{C}\mathrm{h}(M_{F},z_{\lambda})=$

$T_{Z_{\lambda}}^{*}(X)$ が成り立つ. 主表象 $\sigma(P)(x, \xi)$ は $T_{Z_{\lambda}}^{*}(X)$ 土恒等的に零に等しい
ことから, $a_{\alpha}(x)\in \mathfrak{p}_{\lambda}$ が従う. 口

$M_{F,Z_{\lambda}}^{(k)}$ の特性多様体 $T_{Z_{\lambda}}^{*}(X)$ の重複度を $\mu_{\lambda}^{(k)}$ で表すことにする.

補題 2.1 次が成り立つ.

(i) $\mu T)=\mu_{\lambda}=\dim(K[x]/I_{\lambda})/\dim(K[x]/\mathfrak{p}_{\lambda})$ .
(ii) $\mu T)\geq\mu_{\lambda}^{(1})\geq$ . . . .

証明) $Ann_{D_{\lambda^{\mathrm{r}}}}^{(0)}(\tau F,’)=DxI$ \lambda より (i) は自明. $Ann_{D_{X}}^{(j)}(\tau F,\lambda)$ がイデア)の

増加列をなすことから, (ii) も明らか. 口

$D_{X}$ のネター性より, $Ann_{D_{X}}(\tau_{F,\lambda})=Ann_{D_{X}}^{(p)}(\tau_{F,\lambda})$ , すなわち $M_{F,Z_{\lambda}}=$

$M_{F,Z_{\lambda}}^{(\mathrm{p})}$ を満たす自然数 $p$ が存在する.

補題 2.2 次は同値.

(i) $M_{F,Z_{\lambda}}^{(p)}=M_{F,Z_{\lambda}}$ .

(ii) $\mu$T) $=1$ .
(iii) $Hom_{D_{X}}(M_{F,Z_{\lambda}}^{(p)}, H_{[Z_{\lambda}]}^{n}(K[x]))=\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{n}_{K}(\tau_{F,\lambda})$ .
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以下, $\mathcal{L}_{\lambda}^{(k)}=D_{X}(k)\cap Ann_{D_{X}}(\tau F,\lambda)$ とおぐ $Ann_{D_{X}}^{(k)}(\tau_{F,\lambda})$ は $\mathcal{L}_{\lambda}^{(k)}$ が $D_{x}$

土生成する左イデアルに他ならない.
偏微分作用素 $P$, Q\in Dえに対し, その交換子積 $PQ-QP$ を $[P, Q]$ で

表すことにする.

補題 2.3 $[\mathcal{L}_{\lambda}^{(k)}., \mathcal{L}_{\lambda}^{(0)}]\subseteq \mathcal{L}_{\lambda}^{(k-1)}$ が成立する.

証明) $P\in \mathcal{L}_{\lambda}^{(k)},$ $g\in \mathcal{L}_{\lambda}^{(0)}$ に対し, 交換子積 $[P,g]$ を取る. $[P,g]\in D_{X}(k-1)$

となる. また, $[P,g]\tau_{F,\lambda}=Pg\tau_{F,\lambda}-gP\tau_{F,\lambda}=0$ であるから, $[P,g]\in$

$Ann_{D_{X}}(\tau_{F,\lambda})$ が成立する. 口

定理 2.1 $P\in Dx$ (k) が次の性質を満たすとする.

$[P, g]\in \mathcal{L}_{\lambda}^{(k-}1),\forall_{g\in \mathcal{L}}(0)=I_{\lambda}$ .

このとき, $h\in K$ [x] であり, $(P+h)\tau_{F,\lambda}=0$ を満たすものが存在する.

証明) $g\in \mathcal{L}_{\lambda}^{(0)}$ より, $[P, g]\tau_{F,\lambda}=Pg\tau_{F,\lambda}-gP\tau_{F,\lambda}=-gP\tau_{F,\lambda}$ となる.

よっで,
$g(P\tau_{F,\lambda})=0,\forall g\in I_{\lambda}$.

すなわち,
$P\tau_{F,\lambda}\in Hom_{K[x]}$ ( $K[x]/I_{\lambda},$ $H_{[Z_{\lambda}]}^{n}(K$ [x]))

が成り立つ. $Hom_{K[x]}(K[x]/I_{\lambda}, H_{[Z_{\lambda}]}^{n}(K[x]))\cong Ext_{R’[x]}^{n}(K[x]/I_{\lambda}, K[x])$ は
$K$ [x] 上 $\tau_{F,\lambda}$ で生成されるので, $P\tau_{F,\lambda}=-h\tau_{F,\lambda}$ なる $h\in K$ [x] が存在す
る. 従って, $(P+h)\tau_{F,\lambda}=0$ を満たす $h\in K$ [x] が存在することになる. 口

さて, イデアル $I_{\lambda}$ に対し $\chi\in K$ [x] であり,

$\{$

$\chi\in I_{1}\cap I_{2}\cap\cdots$ 寡 $I_{\lambda-1}\cap I_{\lambda+1}\cap\cdots\cap I_{\ell}$

$\chi-1\in I_{\lambda}$

を満たす $\chi$ を一つ選び, $\chi_{\lambda}$ とおく

補題 2.4 $P\in D_{X}$ (k) が条件 $[P,g]\in \mathcal{L}_{\lambda}^{(k-1)\forall},g\in I_{\lambda}$ を満たすとする. こ

のとき, $P+h\in \mathcal{L}s^{k)}$ となる必要十分条件は, $(P+h)\chi_{\lambda}\in Ann_{D_{X}}$ (\mbox{\boldmath $\tau$}F) で

与えられる.

証明) $\tau_{F}=\tau_{F,1}+\cdots+\tau_{F,\lambda}+\cdots+\tau_{F,l}$ より, $\chi_{\lambda}\tau_{F}=\tau_{F,\lambda}$ を得る. よって,
$P+h\in \mathcal{L}_{\lambda}^{(k)}$ ならば, $(P+h),\cdot\chi_{\lambda}\tau_{F}=0$ を得る. 逆も明らかである. 口
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3 アルゴリズム導出の準備

この節では, annihilator $Ann_{D_{X}}^{(k)}(\tau_{F,\lambda})$ の生成元を求めるアルゴリズム
を導出する際に必要となる事柄について述べる.
まず, 多項式環 $l\mathrm{i}’[x]$ に項順序 $\succ$ を入れ, 以下, 固定する. 多項式環

$I\iota^{\nearrow}[x]$ の全ての項 $x^{\gamma}$ が作る集合を $T$ とおく また, 準素イデアル $I_{\lambda}$ に対

し, $T_{\lambda}\subset T$ を
$T_{\lambda}=\{\mathrm{h}\mathrm{t}(g)|g\in I_{\lambda}\}$

で定める. ここで, $\mathrm{h}\mathrm{t}(g)$ は $g$ の head term を表す 更に,

$E_{\lambda}=\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{n}_{K}\{x^{\gamma}\in T|x^{\gamma}\not\in T_{\lambda}\}$

とおく. $E_{\lambda}$ は, $\mu_{\lambda}$ 次元のベクトル空間となる.
偏微分作用素からなる集合 $\{(\frac{\partial}{\partial x})^{\alpha})|\alpha\in \mathbb{Z}_{\geq 0}^{n}\}$ の土に全次数辞書式項

順序 $( \frac{\partial}{\partial x_{1}}.\succ.$ . $\succ\frac{\partial}{\partial x_{n}}. )$ を入れる. $|\alpha|=k$ なる multi-index $\alpha$ に対し,

$\mathcal{L}_{\lambda,\alpha}^{(k)}=\{P\in \mathcal{L}_{\lambda}^{(k)}|P=a_{\alpha}(x)(\frac{\partial}{\partial x})^{\alpha}+\sum_{\beta\prec\alpha}a_{\beta}(x)(\frac{\partial}{\partial x})^{\beta}\}$

とお $\langle\tau$

$I_{\lambda,\alpha}= \{a_{\alpha}(x)|P\in \mathcal{L}_{\lambda,\alpha}^{(k)}, \mathrm{s}.\mathrm{t}., P=a_{\alpha}(x)(\frac{\partial}{\partial x})^{\alpha}+\sum_{\beta\prec\alpha}a_{\beta}(x)(\frac{\partial}{\partial x}.)^{\beta}\}$

と定める.

命題 3.1 次が成立する.

(i) I\lambda ,。は $K$ [x] のイデアルである.

(ii) $I_{\lambda,\alpha}\subset \mathfrak{p}_{\lambda}$ が成り立つ,

証明) $\mathcal{L}_{\lambda,\alpha}^{(k)}$ は $I\acute{\mathrm{t}}[x]$ 加群の構造を持つので, (i) は自明. (ii) は, $a_{\alpha}(x)\xi^{\alpha}$ が

微分作用素 $P\in \mathcal{L}_{\lambda,\alpha}^{(k)}$ の主表象の項の一つであることから従う. 口
次に, $2n$ 変数の多項式環 $K$ [x, $\xi$ ] の項順序を

$x^{\gamma}\xi^{\alpha}\succ x^{\gamma’}\xi^{\alpha’}\Leftrightarrow\{$

$\alpha\succ\alpha’$ または
$\alpha=\alpha’\#\cdot\supset\gamma\succ\gamma’$

で定める. 但し, 変数 $x=$ ( $x_{1},$ $\ldots,$
$x$n) に関する項順序は, 多項式環 $K[x]$

に既に与えられていた項順序であるとし, $\xi=(\xi_{1},$ $\ldots$ , \mbox{\boldmath $\xi$}\mapsto に関しては, 全

次数辞書式順序 $\xi_{1}\succ\xi_{2}\succ\cdots\succ\xi n$ を用いる.
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$k$ 階の偏微分作用素 $P= \sum_{|\alpha|\leq k}a_{\alpha}(.x)(\frac{\partial}{\partial x})^{\alpha}\in D_{X}$ に対し, その主表象
$\sigma(P)(x, \xi)\in I\acute{\mathrm{t}}[x, \xi]$ の head term $\mathrm{h}\mathrm{t}(\sigma(P))$ を偏微分作用素 $P$ の head
term と呼び, $\mathrm{h}\mathrm{t}(P)$ で表すことにする. $|\alpha|=k$ なる multi-index $\alpha$ に対

し, $T_{\lambda,\alpha}=$ { $x^{\gamma}|$
\exists

$P\in \mathcal{L}_{\lambda,\alpha}^{(k)},$
$\mathrm{s}$ .t., $\mathrm{h}\mathrm{t}(P)=x^{\gamma}\xi^{\alpha}$ } とおぐ $T_{\lambda}$ は, $|\alpha|=0$

すなわち $\alpha=$ $(0, \ldots, 0)$ に対する $T_{\lambda,(0,\ldots,0)}$ に他ならない. ベクトル空間

E,,。を T\lambda ,。に属さない単項式が生成するベクトル空間として定める.

$E_{\lambda,\alpha}=\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{n}_{K}\{x^{\gamma}\in T|x^{\gamma}\not\in T_{\lambda,\alpha}\}$.

補題 3.1 $E_{\lambda,\alpha}\subset E_{\lambda}$ が成り立つ.

証明) $g\in I_{\lambda}$ に対し, $( \frac{\partial}{\partial x}.)^{\alpha}g\in Ann_{D_{X}}^{(k)}(\tau_{F,\lambda})$ が成り立つことから, 全ての
multi-index $\alpha$ に対し, T\lambda T\lambda ,。が成り立つことが分かる. 口

定義 3.1 $\alpha=$ ( $\alpha_{1},$
$\ldots,$

$\alpha$n) $\in \mathbb{Z}_{\geq 0}^{n},$ $\beta=$ ( $\beta_{1},$

$\ldots,$
$\beta$n) $\in \mathbb{Z}_{\geq 0}^{n}$ を二つの

multi-index とする. 全ての $i$ に関し, $\alpha_{1}-\beta_{i}\geq 0$ が成り立つことを
$\alpha\geq\beta$ で表す また, $\alpha\geq\beta$ であり, 少なくとも一つの $i$ に関しては,
$\alpha_{i}-\beta_{i}>0$ となるとき, $\alpha>\beta$ と表す

補題 3.2 二つの multi-index $\alpha,$
$\beta$ が $\alpha\geq\beta$ を満たすとする. このとき,

$E_{\lambda,\alpha}\subseteq E_{\lambda,\beta}$ が成り立つ.

証明) $b(x)\in T_{\lambda,\beta}$ とする. $\mathrm{h}\mathrm{t}(Q)=b(x)\xi^{\beta}$ なる $Q\in Ann_{D_{X}}(\tau_{F,\lambda})$ を

とる. 全, $P=( \frac{\partial}{\partial x})^{\alpha-\beta}Q$ とおぐ $\sigma(P)=\sigma(Q)\xi^{\alpha-\beta}$ より, $\mathrm{h}\mathrm{t}(P)(x, \xi)=$

$\mathrm{h}\mathrm{t}(Q)(x, \xi)\xi^{\alpha-\beta}=b(x)\xi^{\alpha}$ を得る. $P\in Ann_{D_{X}}(\tau_{F,\lambda})$ が成り立つので,
b(x)\in T\lambda ,。を得る. $T_{\lambda,\beta}\subseteq T_{\lambda,\alpha}$ , すなわち, $E_{\lambda,\alpha}\subseteq E_{\lambda\beta}$ が証明された. 口

さて, 準備が整ったので, $Ann_{D_{X}}^{(k)}(\tau_{F,\lambda})$ の生成元の構成法について考え
る. $Ann_{D_{X}}^{(j)}(\tau_{F,\lambda})$ は増加列をなすことを利用し, $j$ に関し, 逐次的に生成
元を構成する. 基本的アイデアは以下の 2点である.

$\circ \mathcal{L}_{\lambda,\alpha}^{(i)}$ の If[x]-加群の構造を利用する. 生成元は, 作用素 $a_{\alpha}(x)( \frac{\partial}{\partial x})^{\alpha}+$

$\sum_{\beta\prec\alpha}a\beta(x)(\frac{\partial}{\partial x})^{\beta}\in \mathcal{L}_{\lambda,\alpha}^{(i)}$ で, 条件 $a_{\alpha}(x)\in \mathrm{G}\mathrm{r}(I_{\lambda,\alpha})$ を満たすものの
中から見つける. ここで Gr(I\lambda ,\mbox{\boldmath $\alpha$}) はイデアル $I_{\lambda,\alpha}\subset K$ [x] のグレプ
ナ基底の集合である.

$\circ Ann_{D_{X}}^{(k-1)}(\tau_{F,\lambda})$ の生成元による簡約 (reduction) を行う.
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今, $|\alpha|=k$ なる multi-index $\alpha$ が与えられたとする. $\beta\prec\alpha$ なる全て

の multi-index $\beta$ に対し, $V_{\lambda\beta}^{(|\beta|)}$ であり, 次の条件を満たすものが与えられ
ているとする.

$\mathrm{o}V_{\lambda,\beta}^{(i)}\subset \mathcal{L}_{\lambda\beta}^{(i)}$ .

$\mathrm{o}V_{\lambda}^{(}0=\cup|\beta|=iV_{\lambda,\beta}^{(i)},$ $i=0,1,$ $\ldots$ , $k-1$ .
$\mathrm{o}V_{\lambda}^{(0)}\cup\cdots\cup V_{\lambda}^{(j)}$ は $D_{X}$ 上 $Ann_{D_{X}}^{(j)}(\tau_{F,\lambda})(j=0,1, . . ., k-1)$ を生成
する.

さらにここで, 各 $\beta\prec\alpha$ に対し, $P\in V_{\lambda\beta}^{(|\beta|)}$ なる偏微分作用素 $P$ を
$P=a \beta(x)(\frac{\partial}{\partial x})^{\beta}+\sum_{\gamma\prec\beta}a_{\gamma}(x)(\frac{\partial}{\partial x}.)^{\gamma}$ とおくとき, $a\rho(x)\in \mathrm{G}\mathrm{r}(I_{\lambda,\beta})$ が成り
立つものとする. また, $\beta\prec\alpha$ なる multi-index $\beta$ に対し, $T_{\lambda,\beta},$ $E_{\lambda,\beta}$ 等も

構成済みであるとする.

以上の仮定のもとで, $\mathcal{L}_{\lambda,\alpha}^{(k)}$ に属する偏微分作用素 $P$ で $Ann_{D_{X}}^{(k)}(\tau_{F,\lambda})$

の生成元として新たに必要となるものの候補の与え方を考える. ます,
$P\in \mathcal{L}_{\lambda,\alpha}^{(k)}$ を

$P=a_{\alpha}(x)( \frac{\partial}{\partial x})^{\alpha}+\sum_{|\alpha’|=k,\alpha’\prec\alpha}a_{\alpha’}(x)(\frac{\partial}{\partial x})\alpha’+\sum_{|\beta|\leq k-1}a_{\beta}(x)(\frac{\partial}{\partial x})^{\beta}$

とおぐ命題 2.1 より, $a_{\alpha}(x)\in \mathfrak{p}_{\lambda},$ $a_{\alpha}’(x)\in \mathfrak{p}_{\lambda}$ が成り立つ.
$P$ に対し, $V_{\lambda}^{(0)},$

$\ldots,$
$V_{\lambda}^{(k-1)}$ による簡約操作を行うことで, $P$ の低階項

($k-1$ 階以下) の部分 $(. \frac{\partial}{\partial x})^{\beta}$ の係数多項式 $a\beta(x)$ は全て $E_{\lambda\beta}$ に属すると

仮定してよい. 同様に , $a_{\alpha’}(x)\in E_{\lambda,\alpha’}$ と仮定してよい. ベクトル空間 $S_{\lambda,\alpha}$

を
$S_{\lambda,\alpha}= \mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{n}_{K}\{b\in T|b\not\in\bigcup_{\beta<\alpha}T_{\lambda,\beta}\}$

で定める. $a_{\alpha}(x)$ に関しても $V_{\lambda}^{(0)},$

$|$ . . , $V_{\lambda}^{(k-1)}$ による簡約を考える. 補題

3.2 により $a_{\alpha}(x)\in S_{\lambda,\alpha}$ と仮定してよい.

まとめ : $\mathcal{L}_{\lambda,\alpha}^{(k)}$ の新たな生成元の候補となる偏微分作用素を

$P=a_{\alpha}(x)( \frac{\partial}{\partial x})^{\alpha}+\sum_{|\alpha’|=k,\alpha’\prec\alpha}a_{\alpha’}(x)(\frac{\partial}{\partial x})^{\alpha’}+\sum_{|\beta|\leq k-1}a_{\beta}(x)(\frac{\partial}{\partial x})^{\beta}$

とおく このとき, $P$ の係数多項式はあらかじめ

$a_{\alpha}(x)\in U_{\lambda,\alpha},$ $a_{\alpha’}(x)\in B_{\lambda,\alpha’},$ $a_{\beta}(x)\in E_{\lambda,\beta}$

をみたすとしてよい. 但し, $U\lambda,\text{。}$ =S,,。$\mathrm{n}\mathfrak{p}_{\lambda},$ $B_{\lambda,\alpha’}=E_{\lambda,\alpha’}\cap$ p’とおく.
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4 アルゴリズ\Delta の概略
第 2節と第 3節で述べたことを組み合わせることで, イデアル $Ann_{D_{X}}^{(k)}(\tau_{F,\lambda})$

の生成元を逐次構成するアルゴリズムを与える.

step 0 集合 $V_{\lambda}^{(0)}$ の構成
イデアル $I_{\lambda}$ のグレブナ基底 Gr(I\lambda ) を求め, $V_{\lambda}^{(0)}=\mathrm{G}\mathrm{r}(I_{\lambda})$ とおく.

$V_{\lambda}^{(0)}=\mathrm{G}\mathrm{r}(I_{\lambda})$ は $Ann_{D_{X}}^{(0)}(\tau_{F,\lambda})$ の $Dx$ 上の生成元となる.

$E_{\lambda}=\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{n}_{K}\{x^{\gamma}\in T|\mathrm{N}\mathrm{F}_{I_{\lambda}}x^{\gamma}=x^{\gamma}\}$

で $E_{\lambda}$ を定める.

素イデアル $\mathfrak{p}_{\lambda}$ のグレブナ基底 $\mathrm{G}\mathrm{r}(\mathfrak{p}_{\lambda})=\langle p$

\lambda ,1, . . . , $p_{\lambda,n}\rangle$ を求める.

ここで, $\mathrm{h}\mathrm{t}(p_{\lambda,1})\succ\cdots\succ \mathrm{h}\mathrm{t}(p_{\lambda,n})$ を満たしているとする.

$E_{\lambda}\mathrm{n}\mathfrak{p}_{\lambda}$ に含まれる任意の多項式 $a$ (x) は, 割算の順序を指定するこ
とにより, $a(x)=q_{\lambda,1}$ (x)$p_{\lambda,1}(x)+\cdot\cdots+q_{\lambda,n}$ (x) $p_{\lambda,n}$ (x) なる一次結合
の形に一意的に表すことができる. $p\lambda,i$ の係数に表れる多項式全て
のなすベクトル空間を $Q_{\lambda,j}$ とおく $|$

step 1 集合 $V_{\lambda}^{(1)}$ の構成
(1) $\alpha=(0, \ldots, 0, 1)$ とおき, $V_{\lambda,\alpha}^{(1)}$ を求める.

$R=a(x) \frac{\partial}{\partial^{\ell}x_{n}}$ とおぐ ここで, $a(x)\in E_{\lambda}\cap \mathfrak{p}_{\lambda}$ としてよいので,
$q_{\lambda,i}\in Q_{\lambda,i}$ を用いて $a(x)=q_{\lambda,1}(x)p_{\lambda,1}(x)+\cdots+q_{\lambda,n}$ (x)$p_{\lambda,n}$ (x) とお
ぐ条件 $[R,g]=a_{\alpha}(x)_{\overline{\partial}x_{n}}^{\partial_{\mathit{4}_{-}}}\in I_{\lambda},$ $\forall g\in I_{\lambda}$ より $a_{\alpha}(x)$ を求める.

$\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\alpha},,$ $E_{\lambda,\alpha}$ を計算しておぐ I\lambda ,。のグレブナ基底 Gr(I\lambda ,\mbox{\boldmath $\alpha$}) を求め,
$a_{n}’(x)\in \mathrm{G}\mathrm{r}(I_{\lambda,\alpha})$ となる作用素 $R$ に対し, $R+h\in \mathcal{L}_{\lambda}^{(1)}$ となる $h$ を

計算し, $P=R+h$ とおき, V\lambda ,。を構成する.

(2) $\alpha=(0, \ldots, 0,1,0)$ に対する $V_{\lambda,\alpha}^{(1)}$ を求める.

$R=a_{n-1}(x) \frac{\partial}{\partial x_{n-1}}+a_{n}(x).\frac{\partial}{\partial x_{n}}$ とおく. 但し, $a_{n-1}(x)\in E_{\lambda}\cap \mathfrak{p}_{\lambda}$ ,
$a_{n}(x)\in E_{\lambda,(0,\ldots,0,1)}\cap \mathfrak{p}_{\lambda}$ とする.

条件 $[R,g]\in I_{\lambda},$ $\forall g\in \mathrm{G}\mathrm{r}(I_{\lambda})$ を満たす係数多項式の組 ( $a_{n-1}$ (x), $a_{n}(x)$ )
を求める. $E_{\lambda,\alpha}$ を計算しておく.

イデアル I\lambda ,。のグレブナ基底 Gr(I\lambda ,\mbox{\boldmath $\alpha$}) を求める.

$a_{n-1}(x)\in \mathrm{G}\mathrm{r}(I_{\lambda,\alpha})$ となる 1 階の作用素 $R$ に対し, $R+h\in \mathcal{L}_{\lambda}^{(1)}$ と

なる多項式 $h\in E_{\lambda}$ を求め, $P=R+h$ とおき, h,。を求める.
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$(3)-(\mathrm{n})$ 以下, 同様にして, $|\alpha’|=1$ なる全ての $\alpha$ に対し, $T_{\lambda,\alpha},$ $E_{\lambda,\alpha}$ ,
Gr(I\lambda ,\mbox{\boldmath $\alpha$}) を求め, b,。を構成する. $V_{\lambda}^{(1)}=\cup|\alpha|=1V_{\lambda,\alpha}^{(1)}$ とおぐ $V_{\lambda}^{(0)}\cup$

$V_{\lambda}^{(1)}$ は $Ann_{D_{X}}^{(1)}(\tau_{F,\lambda})$ の生成元の集合となる.

step $\mathrm{j}$ 集合 $V_{\lambda}^{(j)}$ の構成
$\alpha$ は $|\alpha|=j$ なる multi-index であるとする. $|\alpha’|=j$ で $\alpha’\prec\alpha$ と

なる全ての $\alpha’$ に対し, $V_{\lambda,\alpha}^{(j)}$ , は既に構成されているとする.

$U_{\lambda,\alpha}=U_{\lambda,\alpha,1}p_{\lambda,1}+U_{\lambda,\alpha,2}p_{\lambda,2}+\cdots+U_{\lambda,\alpha,n}p_{\lambda,n}$ となるベクトル空間
$\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\alpha,i}$, を構成しておく 1

$V_{\lambda,\alpha}^{(j)}$ に属する新たな生成元の候補を求めるため,

$R=a_{\alpha}(x)( \frac{\partial}{\partial x})^{\alpha}+\sum_{|\alpha’|=j,\alpha’\prec\alpha}a_{\alpha’}(x)(\frac{\partial}{\partial x})^{\alpha’}+\sum_{|\beta|<j}a_{\beta}(x)(\frac{\partial}{\partial x})^{\beta}$

とおぐ但し, $a_{\alpha}(x)\in U_{\lambda,\alpha},$ $a_{\alpha’}(x)\in B_{\lambda,\alpha’},$ $a_{\beta}(x)\in E_{\lambda,\beta}$ とする.

$a_{\alpha}(x)= \sum_{i=1}^{n}.u_{\lambda,\alpha,i}(x)p_{\lambda,i}(x),$ $a_{\lambda,\alpha,i}\in U_{\lambda,\alpha,i}$ ,
$a_{\alpha’}(x)=$ SEW $7\lambda,\alpha’,\mathrm{i}(x)p_{\lambda,i}(x),$ $q\lambda,\alpha’,i\in Q_{\lambda,\alpha’,i}\text{と}*^{\mathrm{x}}$

$\langle$

条件 $[R,g]\in \mathcal{L}_{\lambda}^{(k-1)},g\in \mathrm{G}\mathrm{r}(I_{\lambda})$ により, 係数多項式 $a_{\alpha},$ $a$ \mbox{\boldmath $\alpha$}., $a\beta$ を

定める.

$\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\alpha},$ , Gr(I\lambda ,\mbox{\boldmath $\alpha$}) を求める.

係数多項式 $a_{\alpha}(x)$ がイデアル I\lambda ,。のグレブナ基底 Gr(I\lambda ,\mbox{\boldmath $\alpha$}) の要素
となる偏微分作用素 $R$ を全て選び出し, これらの作用素 $R$ に対し,
$(R+h(x))\chi_{\lambda}\in \mathcal{L}^{(k)}$ となる $h(x)\in E_{\lambda}$ を定め, $P=R+h$ とおき,
集合 $V_{\lambda,\alpha}^{(j)}$ を構成する.

E,,。及び, B,,。を求め, $B_{\lambda,\alpha}=Q_{\lambda,\alpha,1}p_{\lambda,1}+\cdots+Q_{\lambda,\alpha,n}p$\lambda ,n となる

ベクトル空間 $Q_{\lambda,\alpha,i}$ を構成する.

$|\alpha|=j$ となる全ての $\alpha$ に対し, 土記の計算を逐次おこない, $V_{\lambda}^{(j)}=$

$\cup|\alpha|=jV_{\lambda,\alpha}^{(j)}$ とおく

以土の step を step $\mathrm{k}$ まで実行することで, $V_{\lambda}^{(0)},$

$\ldots,$
$V_{\lambda}^{(k)}$ を求める. 和

集合 $V_{\lambda}^{(0)}\cup\cdots\cup V_{\lambda}^{(k)}$ は $Ann_{D_{X}}^{(k)}(\tau_{F,\backslash },)$ の生成元を与える.
ホロノミツク系 $M_{F,\lambda}^{(k)}=D_{X}/Ann_{D_{X}}^{(k)}(\tau_{F,\lambda})$ の重複度 $\mu_{\lambda}^{(k)}$ が 1 となれば,

$Ann_{D_{X}}^{(k)}(\tau_{F,\lambda})=Ann_{D_{X}}(\tau_{F,\lambda})$ であるので, $V_{\lambda}^{(0)}\cup\cdots\cup V_{\lambda}^{(k)}$ が $Ann_{D_{X}}(\tau_{F,\lambda})$

の生成元となる.
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