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CARISTI の不動点定理の拡張定理の別証明

九州工業大学・工学部 鈴木智成 (Tomonari SUZUKI)

1. CARISTI の不動点定理

以下の定理は 2 つの名前を持つ. $\lceil \mathrm{C}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{i}$ の不動点定理」 と呼ばれること
が多いが, \lceil Caristi&Kirk の不動点定理」 と呼ばれることもある.

定理 1(Caristi [4], Caristi&Kirk [5]). $(X, d)$ を完備距離空間とし, $T$ を $X$

上の写像とし, $f$ を $X$ から $[0, \infty)$ への下半連続関数とする. すべての $x\in X$

について,
$d(x, Tx)\leq f(x)-f(Tx)$

を満たすと仮定する. このとき, $T$ は不動点を持っ.

この定理において, 不動点は唯一とは限らない. 実際, $f=0$ とし, $T$ を恒
等写像とすれば すべての点が $T$ の不動点となる.
また, 定理 1 は Banach の縮小原理 [3] の一般化である. 実際, 以下のよう

に, 定理 1 から Banach の縮小原理を簡単に導くことができる.

定理 2(Banach [3]). $(X, d)$ を完備距離空間とし, $T$ を $X$ 上の写像する.
$r\in[0,1)$ が存在して, すべての $x,$ $y\in X$ について

$d(Tx, Ty)\leq rd(x, y)$

を満たすとする. このとき, $T$ は不動点を唯一っ持っ.

証明. $X$ から $[0, \infty)$ への連続関数 $f$ を

$f(x)= \frac{1}{1-r}d(x, Tx)$

と定義する. このとき, すべての $x\in X$ について

$d(x, Tx)=d(x, Tx)-d(x, Tx)\underline{1}\underline{r}$

$1-r$ $1-r$

$\leq\frac{1}{1-r}d(x, Tx)-\frac{1}{1-r}d(Tx, T^{2}x)$

$=f(x)-f(Tx)$ .
が成立する. よって, Carisfi の不動点定理 (定理 1) より, $T$ は不動点を持っ.
次に, $x,$ $y\in X$ を $T$ の不動点とすると,

$d(x, y)=d(Tx, Ty)\leq rd(x, y)$
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となる. もし $x\neq y$ とすると, $1\leq r$ となり, $r\in[0,1)$ に矛盾する. よって,
不動点は B一である. 口

定理 1 の結論と距離完備性は同値であることが知られている.

定理 3(Weston [12]). $(X, d)$ を距離空間とする. このとき, 以下は同値である.

(1) $X$ は完備である;
(2) 「すべての $x\in X$ について,

$d(x, Tx)\leq f(x)-f(Tx)$

を満たす $X$ から $[0, \infty)$ への下半連続関数 $f$ が存在する」 という条
件を満たすすべての $X$ 上の写像 $T$ が不動点を持つ.

筆者は, 定理 1 は完備距離空間上の不動点定理の中で最も重要な定理の 1
つであると考える. というのも, この定理は応用上重要な Ekeland の $\epsilon$ 変分
原理 $[7, 8]$ の変形である. また, 定理 3 のように, この定理の結論と距離完備
性は同値である. つまり, 理論上も重要な定理となっている. そのため, 定理
1 は種々の拡張定理を持っている.
本稿では, 4つの拡張定理に関して非常に簡潔な証明を与える. しかも, そ

の証明では, 定理 1 のみを用いている. 定理 1 のみを用いて, 定理 1 の拡張
定理を証明するのであるから, これらの拡張定理は「証明」 という観点から見
ると非常につまらない定理となるかもしれない. しかし, 筆者はそのようには
考えていない. 数学の定理の価値は様々な観点から評価されるべきであり, こ
れら 4つの拡張定理は Caristi の不動点定理の興味深いヴアリエーションとし
て非常に価値があると考えている.
本稿は参考文献 $[10, 11]$ の結果の簡略版であるが, 通常の論文とは異なり,

筆者の感覚的なコメントも記述している.

2. DOWNING &KIRK の定理

Downing と Kirk は以下の拡張定理を証明した.

定理 4(Downing&Kirk [6]). $(X, dx)$ と $(\mathrm{Y}, d_{Y})$ を完備距離空間とし, $T$ を
$X$ 上の写像とする. すべての $x\in X$ に対して,

$\max\{dx(x,Tx), cd_{Y}(\varphi x, \varphi\circ Tx)\}\leq f(\varphi x)-f(\varphi \mathrm{o}Tx)$

を満たす $X$ から $\mathrm{Y}$ への閉写像 $\varphi$ (グラフが $X\cross \mathrm{Y}$ の閉集合), $\varphi(X)$ から
$[0, \infty)$ への下半連続関数 $f$ および定数 $c>0$ が存在すると仮定する. このと
き $\ovalbox{\tt\small REJECT} T$ は不動点を持つ.

$X=\mathrm{Y},$ $d_{X}=d_{Y},$ $c=1$ とし
$\ovalbox{\tt\small REJECT}$

そして $\varphi$ を恒等写像とすると, 定理 4 は定
理 1 となる.

Downing と Kirk はこの定理を直接証明している. そのため, 筆者は, この
定理における「の閉性」の役割がよく分からなかった. 強すぎる条件なの
か, それとも適度な条件なのか.

証明 ([10]). 距離関数の正数倍は距離関数であり, 完備の性質も変わらないの
で, $c=1$ としても一般性を失わない. $\varphi$ グラフを

$Z=\mathrm{G}\mathrm{r}(\varphi)$ $=\{(x, \varphi x) : x\in X\}\subset X\cross \mathrm{Y}$
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と置く $\varphi$ は閉写像であるから, $Z$ は閉集合, すなわち完備である. $Z$ 上の距
離を

$dz((x, \varphi x),$ $(y, \varphi y))=\max\{dx(x, y), dY(\varphi x, \varphi y)\}$

で定義する. $Z$ 上の写像 $U$ および $Z$ から [$0_{2}\infty)$ への下半連続関数 $g$ を

$U(x, \varphi x)=(Tx, \varphi\circ Tx)$ , $g(x, \varphi x)=f(\varphi x)$

と定義する. このとき, 定理の仮定は 「すべての $x\in X$ について

$dz((x, \varphi x),$ $U(x, \varphi x))\leq g(x, \varphi x)-g(U(x, \varphi x))$

が成立する」 と表現できる. これは Caristi の不動点定理の仮定と同じ形であ
るから, $U$ は不動点 $(x_{0}, \varphi x_{0})\in Z$ を持つ. $U$ の定義より $x_{0}\in X$ は $Tx_{0}=x_{0}$

を満たす すなわち, $T$ は不動点を持っ. 口

さて, $\lceil\varphi$ の閉性」 に関する考察であるが,
$\bullet$

$\mathrm{r}_{\varphi}$ の閉性」 は $Z$ の完備性に直結している;
$\bullet$ Caristi の不動点定理は距離完備性と関係がある (定理 3);
$\bullet$ $f,$ $T$ から自然に $g,$ $U$ を定義している.

の 3点をふまえ, $\lceil\varphi$ の閉性」 という条件は適度な条件であると筆者は判断し
ている.

3. BAE らによる拡張定理

この節では, Bae[1] と Bae, Cho, Yeom [2] で証明されている拡張定理の
別証明を与える. そのための準備として, 以下の定理を証明する.

定理 5(Suzuki[11]). $(X, d)$ を完備距離空間, $T$ を $X$ 上の写像, $f$ を $X$ か
ら $[0, \infty)$ への下半連続関数, $\alpha$ を $X$ から $[0, \infty)$ への関数, そして $\eta>0$ と

$\text{する}$ .

(1) $d(x,Tx)\leq\alpha(x)(f(x)-f(Tx))$

がすべての $x\in X$ について成立すること
$\ovalbox{\tt\small REJECT}$

および

(2) $\sup\{\alpha(x)$ : $f(x) \leq\inf f(X)+\eta\}<\infty$

を仮定する. このとき, $T$ は不動点を持っ.

$\alpha$ を恒等的に 1 となる関数とすると, 条件 (2) は自動的に成立するので, こ
の定理は Caristi の定理になる. したがって, この定理は Caristi の定理の拡
張定理である.

証明. $\alpha(x)>0$ の場合, 条件 (1) より $f(Tx)\leq f(x)$ が言える. また, $\alpha(x)=0$

の場合, 再び条件 (1) より $Tx=x$ が言える. っまり, $f(Tx)=f(x)$ である.
したがって, $f(Tx)\leq f(x)$ がすべての $x\in X$ で成立する.

$\mathrm{Y}=\{x\in X$ : $f(x) \leq\inf f(X)+\eta\}$ ,
$\gamma=\sup\alpha(\mathrm{Y})<\infty$



149

と置くと, 明らかに $\mathrm{Y}$ は空集合ではなく, そして $f$ の下半連続性から完備で
ある. また, 上記の考察から $T\mathrm{Y}\subset \mathrm{Y}$ であることも分かる. すべての $\mathrm{Y}$ の元
$x$ について,

$d(x, Tx)\leq\alpha(x)(f(x)-f(Tx))$

$\leq\gamma(f(x)-f(Tx))$

$=\gamma f(x)-\gamma f(Tx)$

が言えるが, $x\mapsto\gamma f(x)$ が下半連続であることに注意すると, $(Y, T, \gamma f)$ は

Caristi の不動点定理の仮定を満たしている. 従って, $T$ は不動点 $x0\in \mathrm{Y}\subset X$

を持つ. 口

「この定理は Caristi の定理の拡張定理である」 と先ほど述べたが, 上の非
常に簡潔な証明から分かる通り, 「この定理は Caristi の定理の 1 つの形態で
ある」 という方が正確であろう $[$

さて, この定理一実質的に Caristi の不動点定理 – を用いて $[1, 2]$ の結
果に対する別証明を与えよう

定理 6(Bae, ChO&Yeom [2]). $(X, d)$ を完備距離空間, $T$ を $X$ 上の写像, $f$

を $X$ から $[0, \infty)$ への下半連続関数, $c$ を $[0, \infty)$ から $[0, \infty)$ への関数で右か
ら上半連続な関数とする. すべての $x\in X$ について,

$d(x, Tx) \leq\max\{c(f(x)), c(f(Tx))\}(f(x)-f(Tx))$

を満たすと仮定する. このとき, $T$ は不動点を持つ.

$\mathrm{c}$ を恒等的に 1 となる関数とすると, この定理は Caristi の定理になる. し

たがって》この定理は Caristi の定理の拡張定理である.

証明 ([11]). $X$ から $[0, \infty)$ への関数 $\alpha$ を

$\alpha(x)=\max\{c(f(x)), c(f(Tx))\}$

と定義する. $t_{0}= \inf f(X)$ と置き, $\gamma>c(t_{0})$ を固定する. このとき, $c$ の右
からの上半連続性より, すべての $t\in[t_{0}, t_{0}+\eta]$ に対して $c(t)\leq\gamma$ を満たす
$\eta>0$ が存在する.

$\mathrm{Y}=\{x\in X$ : $f(x)\leq t_{0}+\eta\}$

$=\{x\in X$ : $f(x)\in[t_{0},t_{0}+\eta]\}$

と置くと, 定理 5 ての考察により, $T\mathrm{Y}\subset \mathrm{Y}$ である. よって, $\alpha(x)\leq\gamma$ がすべ
ての $x\in \mathrm{Y}$ で成立する. 従って,

$\sup\alpha(\mathrm{Y})\leq\gamma<\infty$

である. 定理 5 から, $T$ は不動点を持つ. $\square$

次の定理も $c$ を恒等的に 1 となる関数とすると, Caristi の定理になる.
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定理 7(Bae [1]). $(X, d)$ を完備距離空間, $T$ を $X$ 上の写像, $f$ を $X$ から
$[0, \infty)$ への下半連続関数, $c$ を $[0, \infty)$ から $[0, \infty)$ への非減少関数とする. す
べての $x\in X$ につ 1 $\backslash$て,

$d(x, Tx)\leq c(f(x))(f(x)-f(Tx))$

を満たすと仮定する. このとき, $T$ は不動点を持つ.

証明 ([11]). $X$ から $[0, \infty)$ への関数 $\alpha$ を

$\alpha(x)=c(f(x))$

と定義する. このとき,

$\sup\{\alpha(x)$ : $f(x) \leq\inf f(X)+1\}$

$\leq c(\inf f(X)+1)$

$<\infty$

が成立する. よって, 定理 5 から, $T$ は不動点を持っ. 口

次の拡張定理も, $c$ を恒等的に 1 となる関数とすると, Caristi の定理にな
る. なせなら, このとき (3) の 2番目の条件から最初の条件が成立する.

定理 8(Bae [1]). $(X, d)$ を完備距離空間, $T$ を $X$ 上の写像, $f$ を $X$ から
$[0, \infty)$ への下半連続関数, $c$ を $[0, \infty)$ から $[0, \infty)$ への上半連続関数とする.
すべての $x\in X$ について,

(3) $d(x, Tx)\leq f(x)$ $\text{と}$ $d(x, Tx)\leq c(d(x, Tx))(f(x)-f(Tx))$

を満たすと仮定する. このとき, $T$ は不動点を持っ.

証明 ([11]). $X$ から $[0, \infty)$ への関数 $\alpha$ を

$\alpha(x)=c(d(x,Tx))$

と定義する.

$\mathrm{Y}=\{x\in X$ : $f(x) \leq\inf f(X)+1\}$

と置ぐ このとき, すべての $\mathrm{Y}$ の元 $x$ に対して,

$\alpha(x)\leq\max\{c(t) : 0\leq t\leq d(x, Tx)\}$

$\leq\max\{c(t) : 0\leq t\leq f(x)\}$

$\leq\max\{c(t) : 0\leq t\leq\inf f(X)+1\}$

が成立する. $c$ の上半連続性から, $\sup$ が $\max$ となることに注意する. 右辺が
$x$ と無関係なことから,

$\sup\alpha(\mathrm{Y})\leq\max\{c(t) : 0\leq t\leq\inf f(X)+1\}<\infty$

が言える. よって, 定理 5 から, $T$ は不動点を持っ. 口
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4. 最後に

文献 $[10, 11]$ では別証明だけでなく, $\tau$-distance という概念を用いて, 定
理 4–8 をさらに一般化している. この一般化定理は Caristi の定理から直接
証明することはできないが, $\tau$-distance 版の Caristi の定理から簡単に証明で
きる.
最後に , $\tau$-distance 版の Caristi の定理一これも 1 つの拡張定理である一

を記述して, この稿を終えたい,

定理 9([9]). $X$ を完備距離空間, $p$ を $X$ 上の $\tau$-distance, $T$ を $X$ 上の写像,
$f$ を $X$ から $[0, \infty)$ への下半連続関数とする. すべての $x\in X$ について,

$p(x, Tx)\leq f(x)-f(Tx)$

を満たすと仮定する. このとき, $T$ は不動点を持つ.
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