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RIESZ 空間値測度の BOREL 直積

信州大学・工学部 河邊 淳*(Jun Kawabe)
天野 雄介 (Yusuke Amano)

Faculty of Engineering, Shinshu University

概要. この論文では, 完全正則空開上で定義され, Dedekind 完備 Riesz 空間に値を
とる $\sigma$-測度の Borel 直積の存在性と一意性に関する定理が関連する諸結果とともに
紹介されている.

1. 序論

$X$ は Hausdorff空間, $V$ は Dedekind 完備 Riesz 空間とする. $X$ の Borel集合から
戒る $\sigma$-集合体を $B(X)$ で表す 有限加法的な集合関数 $\mu$ : $B(X)arrow V$ は, 互いに素な
集合から戒る任意の列 $\{A_{n}\}_{n\in \mathrm{N}}\subset B(X)$ に対して $\mu(\bigcup_{n=1}^{\infty}A_{n})=\sup_{n\in \mathrm{N}}\sum_{k=1}^{n}\mu(A_{k})$

を満たすとき, $X$ 上の V-値 $\sigma$-測度と呼ばれる. 上に有界な任意の単調増加列がその
上限に収束する Hausudorff線形位相が $V$ 上に存在する場合には, V-値 \sigma -測度は位

相的に定義された可算加法性をもっ通常のベクトル測度と一致し, その性質につぃ
てはかなりよく研究されて 4 $\mathrm{a}$ る (Diestel and Uhl [3], Dinculeanu [4], and Kluv\’anek
and Knowles [10] などを見よ). しかし, このような性質をもっHausdorff線形位相
が一つもない Riesz 空間が存在する (Floyd[5]).
位相空間上の測度論において Borel 直積測度は重要な役割を果たす Wright [15,

Theorem 17] は, 局所コンパクト空間上で定義され, 単調完備な順序線形空間に値
をとる 2 つの $\sigma$-測度の Borel 直積の定式化を行 $^{\mathrm{a}}$ , その存在と一意性を保証する条
件を与えた.

この論文の目的は, Borel 直積測度の存在と一意性に関する Wright の結果が完全
正則空間上で定義された $\sigma$-測度へ拡張可能であることを紹介することにある. 拡張
に際してのポイントは, 我々の目的に沿った形の Riesz の表現定理, すなわち, 完
全正則空間 $X$ 上の実数値有界連続関数全体から戒る Riesz 空間 $C(X)$ がら Dedekind
完備 Riesz 空間 $V$ への正値線形作用素 $T:C(X)arrow V$ が与えられたとき. $T$ が $X$ 上
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の V-値 $\sigma$-測度で積分表示できるために作用素 $T$ に課すべき必要十分条件を見出す

ことである.

第 2 章では, Riesz 空間や Riesz 空間値測度に関する基本的な結果をまとめる. 上

で述べた結果は第 3 章と第 4 章で与えられる.

この論文の中の幾つかの結果は, コンパクト空間上の測度の場合には, Wright [12’.

13, 14, 15] の結果の特別な場合となっている. しかし, それらの結果をコンパクト空

間からより一般の空間に拡張することは, 測度の弱収束の理論を展開する際には必要

不可欠である. なぜなら, 測度の弱収束の理論を無限次元空間上の測度に応用するに
は, コンパクト性や局所コンパクト性の壁を越えて, 距離空間やさらに一般に完全正

則空間上での理論展開が必要となるからである (例えば, Boccuto and Sambucini [2]

あるいは [6, 7, 8, 9] を見よ).

2. 記号と準備

この論文で扱う位相空間はすべて Hausdorffの分離公理を満たしているとする. 実

数全体を $\mathbb{R}$ で, 自然数全体を $\mathrm{N}$ で表す. この章では, Riesz 空間に関する基本的な

事実を復習したあとで, Riesz 空間値測度の正則性の定義及び準備的な結果をまと
$i)\text{る}$ .

2.1. Riesz空間. 上に有界な空でない任意の集合が上限をもつ Riesz空間は Dedekind

完備であるという. Dedekind 完備な Riesz 空間はすべて Archimedean である (Zaa-

nen [16, Theorem 12.3] $)$ .

Riesz 空間 $V$ に対して $i$

$V^{+}:=\{u\in V : u\geq 0\}$ とおく 有向点列 $\{u_{\alpha}\}_{\alpha\overline{arrow}\Gamma}\sim\subset V$

と $u\in V$ が与えられたとき, {u\mbox{\boldmath $\alpha$}}。61 が単調減少で $\inf_{\alpha\in\Gamma}u_{\alpha}=u$ ならば, u。は $u$

に単調減少収束するといい, $u_{\alpha}\downarrow u$ とかぐ 単調増加収束 $u_{\alpha}\uparrow u$ も同様に定義する.

有向点列 $\{u_{\alpha}\}_{\alpha\in\Gamma}$ が $u$ に順序収束するとは, 0 に単調減少収束する有向点列 $\{p_{\alpha}\}_{\alpha\in\Gamma}$

が存在して, 任意の $\alpha\in\Gamma$ に対して $|u-u_{\alpha}$ l\leq p。が成り立つことである. このとき,

$u_{\alpha}-^{o}u$ または $\lim_{\alpha\in\Gamma}$ $u\text{。}=u$ とかく

点列の順序収束のもつ性質は [16, Lemma 10.1, Theorem 102] で与えられて $\mathrm{V}^{\mathrm{a}}$ る

がこれと同様な性質は有向点列に対しても適当な修正を行えば成立する. 詳しく

は [7, Proposition 1] を見よ. また, Riesz 空間に関するより詳細な情報につ4 て (は,

Aliprantis and Burkinshaw [1], Luxemburg and Zaanen [11] を見よ.

2.2. $\sigma$ -測度. $X$ を位相空間とする. $X$ の Borel集合から戒る $\sigma$-集合体を $B(X)$ で表

す- すなわち, $B(X)$ は $X$ の開部分集合全体から生或された $\sigma$-集合体である. $X$ 上

の実数値有界連続関数から成る Banach 束を $C(X)$ で表し, そのノルムを $||f||:=$

$\sup_{x\in X}|f(x)|$ とかく 1
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$V$ は Dedekind 完備 Riesz 空間とする. 有限加法的な正値集合関数 $\mu$ : $B(X)arrow$

$V$ は, $B(X)$ の互いに素な集合から或る任意の列 $\{A_{n}\}_{n’ \mathbb{N}}$ に対して, $\mu(\bigcup_{n=1}^{\infty}A_{n})=$

$\sup_{n\in \mathrm{N}}\sum_{k=1}^{n}\mu(A_{k})$ を満たすとき, $X$ 上の V-値 $\sigma$-測度という. この論文では, 正

値測度だけを対象としていることを注意しておく スカラー値測度の場合と同様に,
任意の $\sigma$-測度は単調列的連続性をもっ, すなわち, $\{A_{n}\}_{n\in \mathrm{N}}\subset B(X)$ が単調増加列
ならば $\mu(\bigcup_{\mathfrak{s}l=1}^{\infty}A_{n})=\sup_{n\in \mathrm{N}}\mu(A_{n})$ , 単調減少列ならば $\mu(\bigcap_{n=1}^{\infty}A_{n})=\inf_{n\in \mathrm{N}}\mu(A_{n})$ が

成り立つ.

Riesz 空間値 $\sigma$-測度に関する実数値可測関数の積分概念は, Wright $[12, 14]$ で与

えられ, そこで定義された積分に関して, 単調収束定理, Fatou の補題, 優収束定
理などが戒り立つことが示されている.

2.3. $\sigma$ -測度の正則性. 位相空間上の測度の理論を展開するには, スカラー値測度の
場合と同様に, Riesz 空間値測度に対して, 測度が定義された空間の位相に関する測
度の “滑らかさ” を表す正則性の概念を導入する必要がある. 以下では, $X$ は位相空
間, $V$ は Dedekind 完備 Riesz 空間とする.

定義 2.1. $\mu$ は $X$ 上の V-値 \sigma -測度とする.

(i) $\mu$ が擬正則であるとは, 任意の開集合 $G\subset X$ に対して

$\mu(G)=\sup$ { $\mu(F)$ : $F\subset G,$ $F$ は閉集合}

が成り立つことである.

(ii) $\mu$ が擬ラドンであるとは, 任意の開集合 $G\subset X$ に対して

$\mu(G)=\sup$ { $\mu(K)$ : $K\subset G,$ $K$ はコンパクト集合}

が成り立つことであり, 特に上の条件が $G=X$ に対してだけ成り立っとき,

$\mu$ は緊密であるという.

(iii) $\mu$ が $\tau$-正則であるとは, $X$ の開部分集合から戒る任意の単調増加有向集合列

{G。} $\alpha\in\Gamma$ に対して, G=\cup \mbox{\boldmath $\alpha$}\in \Gamma G。 とおくと $+$,
$\mu(G)=\sup_{\alpha\in\Gamma}$ \mu (G。) が戒り立

つことである.

注意 2.2. 正則な $\sigma$-測度やラドン \sigma -測度の概念はスカラー値測度の場合と同様に定

義される. しかし, これらの概念はこの論文では必要としないので, その定義の記
述は省略する.

上で定義した擬正則性, 擬ラドン性, 緊密性, $\tau$-正則性の概念の相互関係は以 $\text{下}$

の通りである.

補題 2.3([8]). $\mu$ は $X$ 上の V-値 $\sigma$-測度とする. このとき, 次の 2 つの条件は同値.

(i) $\mu$ は緊密かつ擬正則.
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(ii) $\mu$ は擬ラドン.

補題 24([8]). $X$ 上の擬ラドン V-値 $\sigma$-測度はすべて \mbox{\boldmath $\tau$}-正則である.

$\mathrm{N}$ から $\mathrm{N}$への写像全体を $0-$ で表す Dedekind完備 Riesz空間 $V$ は, 任意の $i,$ $j\in \mathrm{N}$

に対して $q_{i,j}\geq q_{i,j+1}$ であり, さらに任意の $i\in \mathrm{N}$ に対して $\inf_{j\in \mathrm{N}}q_{i,j}=0$ となる順

序有界な 2 重点列 $\{q_{i,j}\}\subset V$ に対して, $\inf_{\theta\in\ominus}\sup_{i\in \mathrm{N}}qi,\theta(i)=0$ が成り立つとき, 弱

$\sigma$-分配的であるという. Dedekind 完備 Riesz 空間 $V$ が弱 $\sigma$-分配的であれば, 完備

可分距離空間上のすべての V-値 $\sigma$-測度は擬ラドンとなる ([9]).

3. RIESZ型の表現定理

$X$ は位相空間, $V$ は Dedekind 完備 Riesz 空間とする, $X$ 上で定義された有界

な実数値 Borel 可測関数全体から戒る Banach 束を $B(X)$ で表し, その束ノノレムを

$||f||:= \sup_{x\in X}|f(x)|$ とかく. 有界連続関数空間 $C(X)$ から $V$ への正値線形写像に

対する Riesz 型の表現定理が戒立するための必要十分条件として我々が見出した条
件が, 以下の緊密性の条件である.

定義 3.1([8]). $X$ は位相空間, $V$ は Riesz 空間とする. 正値線形写像 $T:C(X)arrow V$

が緊密性の条件を満たすとは, 0 に単調減少収束する有向点列 $\{p_{\alpha}\}_{\alpha\in\Gamma}\subset V$ と $X$ のコ

ンパクト集合から或る有向集合列 $\{K_{\alpha}\}_{\alpha\in\Gamma}$ が存在して, すべての $\alpha\in\Gamma$ と, $0\leq f\leq 1$

及び $f(K_{\alpha})=\{0\}$ を満たすすべての関数 $f\in C(X)$ に対して, T(f)\leq p。が成り立

つことである.

以上の準備の下で, Dedekind 完備 Riesz 空間に値をとる正値線形写像に対し $\vee C$

Riesz型の表現定理を与えることができる.

定理 32([8]). $X$ は完全正則空間, $V$ は Dedekind完備 Riesz空間で, $T:C(X)arrow V$

は正値線形写像とする. このとき, 次の 2 つの条件は同値.

(i) $T$ は緊密性の条件を満たす.
(ii) $X$ 上の擬ラドン V-値 $\sigma$-測度 $\mu$ が存在して, すべての $f\in C(X)$ に対して

(1) $T(f)= \int_{X}fd\mu$

が成り立つ.

さらに, この $\mu$ は (1) 式と擬ラドン性により一意的に定まる.

上の定理で仮定した緊密性の条件は, $X$ がコン\nearrow くクトの場合は自動的に満たされ

る. それゆえ, 定理 32 から [12, Theorem 41] や [14, Theorem 45] の特別な場合

が導かれる ([13, Theorem $1_{\mathrm{J}}^{\rceil}$ も見よ).
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4. 2 つの $\sigma$-測度の BOREL 直積

$X$ と $Y$ は位相空間とする. $B(X)$ で $X$ 上で定義された有界な実数値 Borel 可測
関数全体から或る Banach 束を表し, その束ノルムを $||f||:= \sup_{x\in X}|f(x)|$ とかく $|$

$B(Y)$ や $B(X\cross Y)$ の定義も同様である.

この章を通じて, $U,$ $V,$ $W$ は Dedekind完備 Riesz 空間で, $\langle\cdot, \cdot\rangle$ は $U\cross W$ から

$V$ への双線形写像で, さらに双正値, すなわち, 任意の $u\in U^{+}$ と $w\in W^{+}$ に対し

て, $\langle u, w\rangle\in V^{+}$ であるとする. さらに, $\langle\cdot, \cdot\rangle$ は完全に適正, すなわち, 次の 2 つの

条件を満たすと仮定する:

(i) 上に有界な単調増加有向点列 $\{u_{\alpha}\}_{\alpha\in\Gamma}\subset U$ と $w\in W^{+}$ に対して, 関係式

$\sup_{\alpha\in\Gamma}$
$\langle$ u。’ $w\rangle$ $=\langle$

$\sup_{\alpha\in\Gamma}$ u。’ $w\rangle$ が戒り立つ.

(ii) 上に有界な単調増加有向点列 $\{w_{\alpha}\}_{\alpha\in\Gamma}\subset W$ と $u\in U^{+}$ に対して.- 関係式
$\sup_{\alpha\in\Gamma}\langle u, w_{\alpha}\rangle=\langle u, \sup_{\alpha\in\Gamma}w_{\alpha}\rangle$ が成り立つ.

以下で Dedekind完備 Riesz空間上で定義された完全に適正な双正値双線形写像の
例をあげる. 詳細は [15] を見よ.

例 4.1. (1) 空でない任意の集合 $I$ 上で定義された実数値関数全体から成る Dedekind
完備 Riesz 空間を $F(I)$ で表す. このとき, 各 $f,$ $g\in F(I)$ に対して $\langle f, g\rangle:=fg$ で定

義された写像 $\langle\cdot, \cdot\rangle$ : $F(I)\cross F(I)arrow F(I)$ は完全に適正.

(2) 以下では, $(\Omega, A, m)$ は $\sigma$-有限な測度空間とする. $(\Omega, A, m)$ 上で定義された

m-可測な実数値関数全体から成る Dedekind完備 Riesz 空間を $L^{0}(\Omega)$ で表す また,

$U(\Omega)(1\leq p\leq\infty)$ は通常の Lebesgue可積分関数空間とする. $L^{p}(\Omega)$ はすべて $L^{0}(\Omega)$

の順序イデアノレなので, それ自身, Dedekind完備である. さらに, $1\leq p<\infty$ の場

合は, $L^{p}(\Omega)$ は順序連続なノルムをもつ Banach 束である. 一方, $L^{\infty}(\Omega)$ は順序連

続なノルムをもたない Banach 束の例となっている. このとき, 次の写像はすべて

完全に適正である.

・各 $f,$ $g\in L^{0}(\Omega)$ に対して $\langle f, g\rangle:=fg$ で定義された写像 $\langle’\cdot, \cdot\rangle$ : $L^{0}(\Omega)\cross$

$L^{0}(\Omega)arrow L^{0}(\Omega)$ .
$\bullet$ $1\leq p\leq\infty$ かつ $1/p+1/q=1$ とする. 各 $f\in U(\Omega)$ と $g\in L^{q}(\Omega)$ に対

して $\langle f, g\rangle:=fg$ で定義された写像ぐ, $\cdot\rangle$ : $U(\Omega)\cross L^{q}(\Omega)arrow L^{1}(\Omega)$ . また,

各 $f\in L^{p}(\Omega)$ と $g\in L^{q}(\Omega)\}$こ対して $\langle f, g\rangle:=\int_{\Omega}$ fgdm で定義された写像
$\langle\cdot, \cdot\rangle$ : $L^{p}(\Omega)\cross L^{q}(\Omega)arrow \mathbb{R}$ .

・各 $f,$ $g\in L^{\infty}(\Omega)$ に対して $\langle f, g\rangle:=fg$ で定義された写像 $\langle\cdot, \cdot\rangle$ : $L$“ $(\Omega)\cross$

$L^{\infty}(\Omega)arrow L^{\infty}(\Omega)$ .
$\circ(\Omega, A, m)$ は有限測度空間とする. 各 $f,$ $g\in L$“ $(\Omega)$ に対して, $\langle f, g\rangle:=\int_{\Omega}$ fgdm
で定義された写像 $\langle\cdot, \cdot\rangle$ : $L^{\infty}(\Omega)\mathrm{x}L^{\infty}(\Omega)arrow \mathbb{R}$ .
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(3) $\mathbb{R}^{n}$ 上で定義された $\mathrm{L}\mathrm{e}\mathrm{b}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{g}\iota\rceil \mathrm{e}$ 可積分な実数値関数全体から戒る Riesz 空間を

$L^{1}(\mathbb{R}^{n})$ とする. 各 $f,$ $g\in L^{1}(\mathbb{R}^{n})$ に対して写像 $\langle\cdot, \cdot\rangle$ : $L^{1}(\mathbb{R}^{n})\cross L^{1}(\mathbb{R}^{n})arrow L^{1}(\mathbb{R}^{n})$ を

$\langle f, g\rangle:=f*g$ と定義すると, 完全に適正. ただし, $f*g$ は $f$ と $g$ の合成積を表す.

(4) $(1)-(3)$ と同様の結果が実数列全体から成る空間 (s) や r総和可能な実数列か
ら成る空間 $\ell^{p}(1\leq p\leq\infty)$ に対しても成り立つ.

(5) $L,$ $M,$ $N$ は Riesz 空間で, $M$ と $N$ は Dedekind 完備とする. $\mathrm{A}I$ から $N$ への

順序連続な順序有界線形作用素全体から戒る Dedekind完備 Riesz 空間を $\mathcal{L}_{n}(M, N)$

で表す. $\mathcal{L}_{n}(L, M)$ や $\mathcal{L}_{n}(L, N)$ の定義も同様. このとき, 各 $P\in \mathcal{L}_{n}(M, N),$ $Q\in$

$\mathcal{L}_{n}(L, M)$ に対して $\langle P, Q\rangle:=PQ$ で定義される写像 $\langle\cdot, \cdot\rangle$ : $\mathcal{L}_{n}(\Lambda l, N)\cross \mathcal{L}_{n}(L, M)arrow$

$\mathcal{L}_{n}(L, N)$ は完全に適正.

Wright の論文 [15, Theorem 17] では, $X$ と $Y$ が局所コンパクト空間の場合に, 2

つの擬ラドン $\sigma$-測度 $\mu$ : $B(X)arrow U$ と $\nu$ : $B(Y)arrow W$ が与えられたとき. すべての

$A\in B(X)$ と $B\in B(Y)$ に対して $\lambda(A\cross B)=\langle\mu(A), \nu(B.)\rangle$ が成り立つ $X\cross Y$ 上の

擬ラドン $\sigma$-測度 $\lambda$ : $B(X\cross Y)arrow V$ が存在することが示されている. この測度 $\lambda$ は

$\mu$ と $\nu$ の Borel直積と呼ばれる. 他の重要な結果を含むより詳細な内容については

[15] を見よ,

この章では, 定理 32 の応用として, 上の結果を $X$ や $Y$ が必ずしも局所コン\nearrow くク

トとは限らない場合に拡張する.

まず $\mathrm{C}$ は $X\cross Y$ 上の可測長方形 $A\cross B(A\in B(X), B\in B(Y))$ 全体によって生

或された集合体とする. 有限加法的な $\mu$ : $B(X)arrow U$ と $\nu$ : $B(Y)arrow W$ が与えられ

ると, 可測長方形 $A\cross B$ における値を $\lambda_{0}(A\cross B):=\langle\mu(A), \nu(B)\rangle$ で定義すること

により, $\mu$ と $\nu$ の直積 $\lambda_{0}$ が定義できる. 任意の $C\in \mathrm{C}$ は $C= \bigcup_{i=1}^{n}(A_{1}\cross B_{i})(n\in$

$\mathrm{N},$ $A_{i}\in B(X),$ $B_{i}\in B(Y)(n=1,2, \ldots, n),$ $\{A_{\mathrm{i}}\cross B_{i}\}_{i=1}^{n}$ は互 4ゝに素) と表せるので,

集合関数 $\lambda_{0}$ は新たに $\lambda_{0}(C):=\sum_{i=1}^{n}\langle\mu(A_{i}), \nu(B_{i})\rangle$ と置くことにより, $\mathrm{C}$ 上に拡張

できる. この定義は $C$ の表現の仕方によらないので well-defined で, 再び $\mathrm{C}$ 上で有

限加法的となる.

補題 42([8]). $X$ と $Y$ は完全正則空間とする. $\mu$ は $X$ 上の緊密な U-値 \sigma -測度で, $\nu$

は $Y$ 上の緊密な W-値 $\sigma$-測度とする. 双正値双線形写像ぐ, ) は完全に適正とする.

このとき: $X\cross Y$ 上の擬ラドン V-値 $\sigma$-測度 $\lambda$ : $B(X\cross Y)arrow V$ が存在して, 任意

$\sigma\supset f\in C(X)\text{と}g\in C(Y)l^{}.\text{対_{}\backslash }\text{して}$

$\int_{X\mathrm{x}Y}fgd\lambda=\langle\int_{X}fd\mu,$ $\int_{Y}gd\nu\rangle$

が戒り立つ.

以上の準備の下で, 完全正則空間上の $\sigma$-測度の Borel 直積測度の存在と一意性に

関する定理を紹介することができる.
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定理 43([8]). $X$ と $Y$ は完全正則空間とする. $\mu$ は $X$ 上の擬ラドン U-値 $\sigma$-測度, $\nu$

は $Y$ 上の擬ラドンW-値 $\sigma$-測度とする. 双正値双線形写像 $\langle\cdot, \cdot\rangle$ は完全に適正とする.

このとき, $X\cross Y$ 上の擬ラドン V-値 $\sigma$-測度 $\lambda$ : $B(X\cross Y)arrow V$ が存在して, 任意

の $A\in B(X)$ と $B\in B(Y)$ に対して

A $(A\cross B)=\langle\mu(A), \nu(B)\rangle$

が成り立つ. さらに, 任意の $f\in B(X)$ と $g\in B(Y)$ に対して

$\int_{X\cross Y}fgd\lambda=\langle\int_{X}fd\mu,$ $\int_{Y}gd\nu\rangle$

が成り立つ.

定義 44. 定理 43 で与えられる $\sigma$-測度 $\lambda$ のことを $\mu$ と $\nu$ の Borel直積といい, $\mu\cross\nu$

とが $\langle$ .
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