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1 はじめに

自由境界を伴う拡散現象は, 物理学や工学等の諸分野における重要な問題の一つである.

ここでは, その典型的な例であり, 氷の融解・凝固の問題を記述する古典的二相 Stefan 問

題を取り扱う. 古典的 Stefan 問題は古くから研究されており, 現在でも多くの研究がなさ

れている (例えば、参考文献 [1, 5, 6, 7]) また, その数値解法に関しても多くの解法が提

案されている. Stefan 問題の数値解法は, 界面追跡法とエンタルピー法の二つに大別され

る. 界面追跡法は, 界面の動きを決定する Stefan 条件を界面上で陽的に取り扱う方法で,

良い界面の近似が得られることが多い. しかしながら, 空間多次元の問題では, 界面の位

相の変化や界面が尖状になる場合があり: 界面を追跡するのは困難になる. エンタルピー

に着目して定式化された方程式を考えることによって, この問題を解決することができる.

エンタルピーに関する方程式には界面で満たされるべき条件が内在しており, 界面で特別

な操作をすることなしに界面の情報を得ることができる. しかし, 界面でエンタルピーが

不連続になる等の問題もある. このため, エンタルピーに関する方程式において, 温度と

エンタルピーの関係式を修正して, 解が滑らかなものとなる方程式へと修正し, その方程

式の近似を得る方法が現在の数値解法の主流となっている. エンタルピーに関する方程式

をそのまま離散化して得られる数値解法においても, 上の様に解が滑らかとなる方程式を

離散化して得られる数値解法においても, 数値解を陰的に求める場合には非線形の連立方

程式を解く必要がある. この非線形連立方程式を解くために, SOR 法を応用したものや,

Newton 法と $\mathrm{C}\mathrm{G}$ 法を交互に用いる方法などが提案されており: 現在でも様々な研究がな

されている (例えば参考文献 [1, 4, 14])
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本稿の目的は, 古典的二相 Stefan 問題の解を近似する近似スキームを提出し, その近似
スキームの収束性に関して論じることである. 本稿では二っの近似スキームを提出する.
一つ目の近似スキームは Stefan 問題のある反応拡散系近似の特異極限解を表現するため
に導出されたものである. 初期値が不連続な場合はこの近似も不連続になり得るため, 理
論的な解析が困難となる. そこで, もうーっの近似スキームを提出する. 二っ目の近似ス

キームは一つ目の近似スキームに手を加えたものであり, -っ目の近似スキームを滑らが
にしたものとみなすことができる. 我々はーっ目の近似スキームに対して空間一次元での
収束結果を得 (定理 3.1), 二っ目の近似スキームにおいては任意空間次元での収束結果を
得た (定理 32). これらの近似スキームの特徴は, 考える領域全体で線形の熱方程式を解
くことによって Stefan 問題の解の近似を得るというものである. また, 線形の熱方程式の

解を数値的に求めることで直ちに Stefan 問題に関する数値スキームを得ることができる.
熱方程式の解を数値的に求めることは数値計算法の初歩の問題である. 特に, そのときに

解くべき連立方程式は線形であるがゆえに, 様々な計算法が提案されており, 我々はその
中から効率的かつ有効な計算法を選べばよいのである.

同様のアプローチとして, 村川等による古典的一相 Stefan 問題に対する近似解法 [11,
12] や井古田等によるある生物モデルについての近似解法 (Threshold Competition
Dynamics Method) [8], Merriman 等や Ruuth にょり提案された平均曲率流に関する近
似解法 $[9, 13]$ が挙げられる.

本稿の構成は次の通りである. 次節では, 古典的二相 Stefan 問題とその弱解の定義につ
いて述べる. 第 3 節では, 古典的二相 Stefan 問題の弱解を近似するスキームを提示し, そ
のスキームの導出, 理論的な結果について説明する. 第 4 節では, 我々の提案した近似ス

キームを離散化して得られた数値スキームにより数値実験を行いその収束性や有用性につ
いて調べる.

2 古典的二相 Stefan 問題
古典的二相 Stefan 問題の古典的な定式化は固相 $|$ } 液相のそれぞれの領域で熱方程式に

従って温度分布が変化して行き: それと同時に界面は界面の動きを決定する Stefan 条件
に従って変化するというものである. 実際に氷の融解・凝固の現象を捉えるためには界面

上での熱の流量, 表面張力, 流体としての水の運動等の効果を考慮する必要があるが, 古典
的 Stefan 問題では巨視的な挙動を捉えるために, また, 問題を簡便化するために, 界面は

界面上での熱流の収支のみに依存して移動するものとして定式化されている.

エンタルピーの変化に着目すると, 古典的二相 Stefan 問題はさらに簡潔に, 次のように
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定式化される.

$\{$

$z_{t}=\Delta d(\phi(z))$ $Q\tau:=\Omega\cross(0, T]-\mathrm{h}$ ,

$\frac{\partial d(\phi(z))}{\partial\nu}=0$ $\partial\Omega\cross(0, T]\neq$ ,

$z(x, 0)=z_{0}(x)$ , $x\in\Omega$ .
(1)

ここで, $\Omega$ は境界� $\Omega$ が滑らかな $\mathrm{R}^{N}(N\in \mathrm{N})$ 内の有界領域, $T$ は正の定数, $\nu$ は�\Omega

の外向き単位法線ベクトル, $z_{0}$ は与えられた関数, $d$ と $\phi$ は次で定義される関数である.

$d(r)=\{$
$d_{1}r$ , $r\geq 0$ ,
$d_{2}r$ , $r<0$ ,

$\phi(r)=\{$

$r-\lambda$ , $r>\lambda$ ,
0, $0\leq r\leq\lambda$ ,
$r$ , $r<0$ .

定数 $d_{1}$ と $d_{2}$ はそれぞれ液相, 固相での拡散係数であり, $\lambda$ は単位体積の氷を融かすの

に必要な熱量を表す定数でり, 潜熱係数と呼ばれる. 関数 $z$ と $\phi(z)$ はそれそれ, エンタル

ピーと温度分布を表す このとき: $\phi(z)<0$ となる領域は固相を表し, $\phi(z)>0$ となる領

域は液相を表す. これらの領域は $\phi(z)=0$ となる集合によって分断されるが, この集合

が固相液相間の界面の位置, 形状を決定する. 一般に, この集合は内点を持ち得る. この様

なとき $\phi(z)=0$ となる集合の開核はマツシーリージョンと呼ばれ, 様々な研究がなされ

ている $[2, 3]$ . 古典的な定式化とエンタルピーによる定式化との詳しい関係は参考文献を
参照されたい [4, 5, 10].

初期値 $z_{0}\in L$
“ $(\Omega)$ に対して, 方程式 (1) の弱解は唯一つ存在することが知られている

ことに注意してお $\langle$ [7]. ここで, 方程式 (1) の弱解とは次で定義されるものである.

定義 2.1. 関数 $z\in L^{\infty}(Q\tau)$ が方程式 (1) の弱解であるとは, $d(\phi(z))\in L^{2}(0, T;H^{1}(\Omega))$

であり: $\zeta(\cdot, T)=0$ なる ( $\in C$“ $(Q\tau)$ に対して,

$\int\int_{Q_{T}}z\zeta_{t}dxdt+\int_{\Omega}z_{0}(x)((x, 0)dx=\int\int_{Q\tau}\{\nabla d(\phi(z)) \nabla\zeta\}dxdt$

を満たすときを言う.

3 近似スキームと結果

方程式 (1) の弱解を近似するスキームを提出する.

近似スキーム 3.1. $M_{T}$ を正の整数とし, $\tau:=T/M\tau,$ $t_{m}:=m\tau(m=0,1,2, \cdots, M_{T})$

と定義する. 初期値 $z_{0}\in L$
“ $(\Omega)$ に対し, 方程式 (1) の弱解 $z$ の近似 $z_{\tau}$ を次で定義する.
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$z_{\tau}(t)=\mathcal{K}(t-t_{m})\circ \mathcal{K}(\tau)^{m}z_{0}$ ,
$t_{m}<t\leq t_{m+1}(m=0,1,2, \ldots, M_{T}-1)$ .

ここで $\mathcal{K}(t)$ は, 任意の $a\in L^{\infty}(\Omega)$ に対して次で定義される作用素である.

$\mathcal{K}(t)a=e^{td_{1}\triangle}\phi_{1}(a)+e^{td_{2}\triangle}\phi_{2}(a)+\phi_{3}(a)$ $(t>0)$ . (2)

ただし, $a\in L^{\infty}(\Omega)$ に対して $e^{tD\triangle}a$ は熱方程式

$\{$ $\frac{u_{t}\partial u}{u(x\partial\nu},=0=D\triangle u0)=a(x)$

,

$x\in\Omega\partial\Omega\cross \mathrm{R}_{+-}\mathrm{h}\Omega\cross \mathrm{R}_{+}4_{\mathrm{i}},$ ,

の解を表す また, $\phi_{i}(i=1,2,3)$ は

$\phi_{1}(a)=\phi(a)_{:}^{+}$ $\phi_{2}(a)=-\phi(a)^{-}$ , $\phi_{3}(a)=\phi(a)-a$ , $a^{\pm}= \max\{\pm a, 0\}$

と定義される関数であり., $a$ をエンタルピーとすると, $\phi_{1}(a)$ は液相の温度分布を, $\phi_{2}(a)$

は固相の温度分布を表し, $\phi_{3}(a)$ は潜熱を表す-

式 (2) は, 時間ステップ毎に線形の熱方程式の解を求めることが近似スキーム 3.1 にお
ける計算の大部分を占めていることを示してぃる.
次に近似スキーム 3.1 の導出について説明する. 我々は井古田等 [8] の結果と Hilhorst

等 $[5, 6]$ の結果に着目した. Hilhorst 等 $[5, 6]$ は方程式 (1) を近似する次の反応拡散系を
与え $_{\llcorner}^{arrow}$ .

$U_{t}=d_{1}\triangle U+kUV-k(\lambda-W)U$ $Q_{T-}\mathrm{h}$ ,

$V_{t}=d_{2}\triangle V-kUV-kVW$ $Q\tau-\mathrm{h}$ ,

$\mathrm{T}T^{\gamma_{t}}=k(\lambda-W)U+kVW$ $Q_{T-}\mathrm{h}$ ,

$\frac{\partial U}{\partial\nu}=\frac{\partial V}{\partial\nu}=0$ an $\cross(0, T]\text{上}$ ,
(3)

$U(x, 0)=U_{0}(x):=\phi_{1}(z_{0}(x))$ , $x\in\Omega$

$V(x, 0)=V_{0}(x):=\phi_{2}(z_{0}(x))$ , $x\in\Omega$

$W(x, 0)=W_{0}(x):=\phi_{3}(z_{0}(x))$ , $x\in\Omega$ .

ここで, $k$ は正の定数である.

初期値 $z_{0}\in L^{\infty}(\Omega)$ が $\phi(z_{0})\in C(\overline{\Omega})$ を満たすとき, 方程式 (3) の解を $(U_{k}, V_{k}, W_{k})$

とすると, $karrow+\infty$ のとき $U_{k}+V_{k}+W_{k}$ は $z_{0}$ を初期値とする方程式 (1) の弱解に弱収
束することが Hilhorst 等により示されてぃる.



138

方程式 (1) の解を得るために, 我々は方程式 (3) の解の $karrow+\infty$ のときの特異極限を

表現することを考えた. このとき, 井古田等 [8] に従い, 作用素分割法を用いた.

$\{U^{m}\}_{m=0}^{M_{T}},$ $\{V^{m}\}_{m=0}^{M_{T}}$ および $\{W^{m}\}_{m=0}^{M_{T}}$ を次のように定義する.

ステツプ 1: $U^{0}(x)=U_{0}(x),$ $V^{0}(x)=V_{0}(x),$ $W^{0}(x)=W_{0}(x)$ と置く

ステップ 2: $m=0,1,$ $\ldots,$ $M_{T}-1$ に対して,

ステツプ 2-1(拡散項): $\overline{U}^{m}(\cdot, t_{m+1})=e^{\tau d_{1}\triangle}U^{m},\overline{V}^{m}(\cdot, t_{m+1})=e^{\tau d_{2}\triangle}V^{m}$ と定義

T6.
ステップ 2-2 (反応項): 次の初期値問題を解く :

$\{\begin{array}{l}\hat{U}_{t}^{m}=k\hat{U}^{m}\hat{V}^{m}-k(\lambda-\hat{W}^{m})\hat{U}^{m}\hat{V}_{t}^{m}=-k\hat{U}^{m}\hat{V}^{m}-\hat{V}^{m}\hat{W}^{m}\hat{W}_{t}^{m}=k(\lambda-\hat{W}^{m})\hat{U}^{m}+\hat{V}^{m}\hat{W}^{m}\hat{U}^{m}(x,t_{m})=\overline{U}^{m}(x,t_{m+1})\hat{V}^{m}(x,t_{m})=\overline{V}^{m}(x,t_{m+1})\hat{W}^{m}(x_{\mathrm{J}}t_{m})=W^{m}(x)\end{array}$
$\Omega\cross(t_{m},,’ t_{m+1}]\text{上}\Omega\cross(t_{m},t_{m+1}]\text{上}x\in\Omega x\in\Omega\Omega\cross(t_{m},t_{m+1}]-\mathrm{b}x\in\Omega.’,$, (4)

ステップ 2-3: 次を定義する.

$\{$

$U^{m+1}(x)=\hat{U}^{m}(x, t_{m+1})$ ,
$V^{m+1}(x)=\hat{V}^{m}(x, t_{m+1})$ ,
$W^{m+1}(x)=\hat{W}^{m}(x, t_{m+1})$ .

式 (4) において: $s=(t-t_{m})/k$ と置くと,

$\mathrm{r}\hat{U}_{s}^{m}=\hat{U}^{m}\hat{V}^{m}-(\lambda-\hat{W}^{m})\hat{U}^{m}$ $\Omega\cross(0, k\tau]$ 上,
$\hat{V}_{s}^{m}=-\hat{U}^{m}\hat{V}^{m}-\hat{V}^{m}\hat{W}^{m}$ $\Omega\cross(0, k\tau]\text{上}$ ,
$\hat{W}_{s}^{m}=(\lambda-\hat{W}^{m})\hat{U}^{m}+\hat{V}^{m}\hat{W}^{m}$ $\Omega\cross(0, k\tau]\text{上}$ ,
$\hat{U}^{m}(x, 0)=\overline{U}^{m}(x, t_{m+1})$ , $x\in\Omega$ ,
$\hat{V}^{m}(x, 0)=\overline{V}^{m}(x, t_{m+1})$ , $x\in\Omega$ ,
$\hat{W}^{m}(x, 0)=W^{m}(x)$ , $x\in\Omega$ .

ここで, $karrow+\infty$ とすると, 方程式 (3) を解くことは $sarrow\infty$ のときの漸近解を求めるこ

とに帰着する. $(\hat{U}^{m}+\hat{V}^{m}+\hat{W}^{m})_{s}=0$ 等に注意すると, ステツプ 2-2 とステツプ 2-3
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は次のようになる.

$\{$

$U^{m+1}(x)=\phi_{1}(\overline{U}^{m}(x, t_{m+1})+\overline{V}^{m}(x, t_{m+1})+W^{m}(x))’$.
$V^{m+1}(x)=\phi_{2}(\overline{U}^{m}(x, t_{m+1})+\overline{V}^{m}(x, t_{m+1})+W^{m}(x))$ ,
$W^{m+1}(x)=\phi_{3}(\overline{U}^{m}(x,t_{m+1})’+\overline{V}^{m}(x, t_{m+1})+W^{m}(x))$ .

このような形式的な計算により: 近似スキーム 3.1 を得た.

次に, 近似スキーム 3.1 に関する我々の結果を述べる.

定理 31. 空間の次元を $N=1$ とする . っまり領域 $\Omega$ はある開区間であるとする. 初期
値 $z_{0}\in L^{\infty}(\Omega)$ は区分的に連続で単調非増加 (または, 単調非減少) とする. このとき $z$

を Stefan 問題 (1) の弱解とすると, $M_{T}arrow\infty$ として次が成り立っ.
$\phi_{1}(z_{\tau})arrow\phi_{1}(z)$

$L^{2}(Q\tau)$ で強収束,
$\phi_{2}(z_{\tau})arrow\phi_{2}(z)$

$\phi \mathrm{s}(z_{\tau})arrow\phi \mathrm{s}(z)$ $L^{2}(Q\tau)$ で弱収束.

この定理は, 空間一次元の問題を考える限り, $z_{\tau}$ は Stefan 問題 (1) の弱解を近似してぃ
る, つまり, 領域 $\Omega$ 全体で線形の熱方程式を解くことにょり Stefan 問題の解を捉えるこ
とができることを主張している. しかし, 物理学や工学における重要性や理論的な興味の
対象を考えると, 空間一次元での結果では不十分である. そこで我々は, 近似スキーム 3.1
に似たもう一つの近似スキームを与える.

近似スキーム 32. 初期値 $z_{0}\in L^{\infty}(\Omega)$ に対し, 方程式 (1) の弱解 2 の近似 $\tilde{z}_{\tau}$ を次で定
義する.

$\tilde{z}_{\tau}(t)=\tilde{\mathcal{K}}(t-t_{m})\circ\tilde{\mathcal{K}}(\tau)^{m}z_{0}$ ,
$t_{m}<t\leq t_{m+1}$ $(m=0,1,2, \ldots, M_{T}-1)$ .

ここで $\tilde{\mathcal{K}}(t)$ は, 任意の $a\in L^{\infty}(\Omega)$ に対して次で定義される作用素である.

$\tilde{\mathcal{K}}(t)a=e^{td_{1}\triangle}\phi_{1}(a)+e^{td_{2}\triangle}\phi_{2}(a)+e^{td_{3}\triangle}\phi_{3}(a)$ $(t>0)$ .

また, $M_{T},$ $\tau,$ $t_{m}(m=0,1,2, \cdots, M_{T})$ は近似スキーム 3.1 で定義されたものと同様に
定義する. 拡散係数 $d_{3}$ は与えられた定数 $c>0$ と $\alpha\in(0,1)$ を用いて $d_{3}=c\tau^{\alpha}$ と定義
する.

近似スキーム 3.1 における作用素 $\mathcal{K}$ では $\phi_{3}$ の部分は何もせすに加えるだけであるの
に対して, 近似スキーム 32 においては, $\phi_{3}$ の部分を初期値として拡散させてぃる. この
ときの拡散係数 $d_{3}$ は $\tau$ に依存しており, 時間の分割数 $M_{T}$ が大きくなるにっれて $d_{3}$ は

0 に近づいていくことに注意すると, 近似スキーム 3.2 の収束性は近似スキーム 3.1 の収
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束性を示唆するものだと考えることができる. また, 近似スキーム 32 においても近似ス

キーム 3.1 と同様に, 領域 $\Omega$ 全体で線形の熱方程式を解くことが本質的であることを強調

しておく $|$

近似スキーム 32 に関する結果を述べる.

定理 32. 関数 $z$ を初期値を $z_{0}\in L$“ $(\Omega)$ とする Stefan 問題 (1) の弱解とすると,

$M_{T}arrow\infty$ として次が成り立つ.

$\phi_{1}(\tilde{z}_{\tau})arrow\phi_{1}(z)$

$L^{2}(Q\tau)$ で強収束, $L^{2}(0, T;H^{1}(\Omega))$ で弱収束,
$\phi_{2}(\tilde{z}_{\tau})arrow\phi_{2}(z)$

$\phi_{3}(\tilde{z}_{\tau})arrow\phi_{3}(z)$ $L^{2}(Q_{T})$ で弱収束.

定理 32 は任意空間次元の問題に対して成り立つものであり, 線形の熱方程式を繰り返

し解くことにより Stefan 問題の解を捉えることができることを主張している.

4 数値実験

この節では, 近似スキーム 3.1 の収束性を数値実験により確かめることを目的とする.

この節は 3 つの小節から成る. 初めに, 空間一次元の問題に対する数値解法の収束性を見

る. 次に, 近似スキーム 3.1 に関して空間多次元の場合の収東証明は得られていないが, 空

間二次元の場合の数値実験を行う. 最後に, 空間三次元の問題を扱い, 近似スキーム 3.1 の

有用性について述べる.

近似スキーム 32 を離散化して得られる数値解法においても, 近似スキーム 3.1 の場合

と同様の収束性が見て取れるのでここでは割愛する (ただし, 拡散係数 $d_{3}$ における定数

果 $\alpha$ の選び方によっては近似スキーム 3.1 の場合より良く近似できることがある)

4.1 1 次元テスト問題

空間一次元の問題に対する数値実験を行う 1 考える領域を $\Omega=(0,1)$ とし, 次で定める

関数 $u,$ $v$ がそれそれ真の水の温度分布, 氷の温度分布となるような問題を時刻 $T=1$ ま

で考える.

$u(x, t)=2(I(t)-x)+(I(t)-x)^{2}$ , $(x, t)\in\Omega_{14}:=\mathrm{U}_{0\leq t\leq T}(0, I(t))$ ,
$v(x, t)=(I(t)-x)-(I(t)-x)^{2}$ , $(x, t)\in\Omega_{v}:=\cup 0\leq t\leq T(I(t), 1)$ .

ここで, $I(t)=0.25+0.5t$ は時刻 $t\in[0,1]$ における界面の位置を表す 拡散係数は

$d_{1}=d_{2}=1$ とし, 潜熱係数は $\lambda=2$ としておく このとき, 真のエンタルピー $z$ は次で
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与えられ,

$z(x, t)=\{$
$u(x, t)+\lambda$ , $(x, t)\in\Omega_{u}$ ,
$v(x, t)$ , $(x, t)\in\Omega_{v}$ , (5)

潜熱 $w=\phi_{3}(z)$ は次で与えられる.

$w(x, t)=\{$
$\lambda$ , $(x, t)\in\Omega_{u}$ ,
0, $(x, t)\in\Omega_{v}$ .

上に定義した関数 $z$ が真の解となるように熱源 $f$ を求め, それを方程式 (1) の第 1 式
の右辺に加えた方程式を取り扱う. また, 境界上では Dirichlet 境界条件を課し, 境界の値
として真の値を与える.

近似スキーム 3.1 において, 熱方程式の数値解を差分法にょり求めることで, 数値スキー
ムを得る. ここで用いた数値スキームを具体的に説明する. 空間, 時間共に一様な分割を
とる. つまり, $M_{X},$ $M_{T}$ を正の定数として, $\delta x=1/M_{X},$ $\delta t=1/M_{T}$ ととり, $x_{i}=i\delta x$ ,

$t_{n}=n\delta t,$ $(0\leq i\leq \mathrm{J}/I_{X}, 0\leq n\leq M_{T})$ と定義する. $u_{i}^{n},$ $v_{i}^{n},$ $w_{i}^{n}(0<i<\Lambda Ix,$ $0<$

$n\leq M_{T})$ をそれぞれ, $u(i\delta x, n\delta t),$ $v(i\delta x, n\delta t),$ $w(i\delta x, n\delta t)$ の近似{直とする. 初期 (直は

$u_{i}^{0}=u_{0}(i\delta x),$ $v_{i}^{0}=v_{0}(i\delta x),$ $w_{i}^{0}=w_{0}(i\delta x)(0\leq i\leq M_{X})$ にょり与える. ここで用いる数

値スキームは次を繰り返すものになる.

ステップ 1: $u\mathit{7},$ $v_{i}^{n}$ に対して, 次のステップ 1A, 1B にょり $\overline{u}_{i}^{n}$ , $\overline{v}_{i}^{n}$ を定義する.

ステップ 1A: $\overline{u}_{i}^{n}$ を次で定義する.

$\overline{u}_{0}^{n}=u(0, t_{n+1})$ , $\overline{u}_{M_{X}}^{n}=0$ ,

$\frac{\overline{u}_{i}^{n}-u_{i}^{n}}{\delta t}=d_{1}\frac{\overline{u}_{i+1}^{n}-2\overline{u}_{i}^{n}+\overline{u}_{i-1}^{n}}{\delta x^{2}}+f^{+}(x_{i}, t_{n+1})$ , $(0<i<M_{X})$ .

ステップ 1B: $\overline{v}_{i}^{n}$ を次で定義する.

$\overline{v}_{0}^{n}=0$ , $\overline{v}_{M_{X}}^{n}=v(1, t_{n+1})$ ,

$\frac{\overline{v}_{i}^{n}-v_{i}^{n}}{\delta t}=d_{2}\frac{\overline{v}_{i+1}^{n}-2\overline{v}_{i}^{n}+\overline{v}_{i-1}^{n}}{\delta x^{2}}-f^{-}(x_{i}, t_{n+1})$ , $(0<i<M_{X})$ .

ステツプ 2: $u_{i}^{n+1}$ と $v_{i}^{n+1},$ $w_{i}^{n+1}(0\leq i\leq M_{X})$ を次で定義する.

$u_{i}^{n+1}=\phi_{1}(z_{i}^{n}),$ $v_{i}^{n+1}=\phi_{2}(z_{i}^{n}),$ $w_{i}^{n+1}=\phi_{3}(z_{i}^{n})$ .

ここで, $z_{i}^{n}=\overline{u}_{i}^{n}+\overline{v}_{i}^{n}+w_{i}^{n}$ とおいた.

この問題の場合, 固相・液相での拡散係数は等しいので, ステップ IA とステップ 1B は
一つにまとめることができる. 従って, 我々の数値スキームにょる数値計算時間は熱方程
式の数値計算時間とほぼ同等である. この数値解法により数値実験を行い, 真の解と共に
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図 1 に記した. また, 界面の近似を $\{z_{i}^{n}\}0\leq i\leq M_{X},$ $0\leq n\leq M_{T}$
の一 $\lambda/2$ 等高線により定義し,

真の界面と共に図 2 に示した. 図 3 は図 2 の一部を拡大したものである.

E 下仮 t 歌科 $\mathrm{l}\mathrm{u}\mathrm{t}\mathrm{i}\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}$ –

temperature NumericaI solution $\mathrm{o}$

図 1 真の温度分布と数値結果. $Mx=20,$ $M\tau=40$ .

図 2 真の界面の位置と数値結果. 図 3 図 2 の拡大図.

図 4 は, 時間ステップサイズ $\delta t$ を変えたときの誤差の変化を示している. ここで,

$E_{T},$ $E_{I}$ lま次で定義される値であり, それぞれ温度分布の誤差と界面の位置の誤差を表し

ている. ただし, $I_{n}$ は時刻 $t_{n}$ における数値界面を表す.

$E_{T}= \max_{X0\leq i\leq M,0\leq n\leq M_{T}}|\phi(z(x_{i}, t_{n}))-\phi(z_{i}^{n})|$ ,

$E_{I}= \max_{n0\leq\leq M_{T}}$(dist(I $(t_{n}),$ $I^{n}$ )).

数値解は真の解におよそ 1/2 のオーダーで収束していることが見て取れる.
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$=0$

田

$\delta \mathrm{t}$

図 4 $\delta x=10^{-3}$ のときの $\delta t$ と誤差 $E\tau,$ $E\tau$ との関係.

4.2 二次元数値実験

空間一次元の場合と同様の手法で得られる数値スキームにょり: 空間二次元の場合に数
値実験を行う. 領域を $\Omega=(0,5)\cross(-1,4)$ とし, $T=7\Gamma/1.25$ と定義する. 真の水の温度
分布 $u$ と氷の温度分布 $v$ が次で与えられる問題を取り扱う.

$u(x, y, t)=(1.5-\dot{\alpha}(t)\sin\varphi)(r-1)$ , $(x, t)\in\Omega_{u}:=\{r\geq 1\}$ ,
$v(x, y, t)=0.75(r^{2}-1)$ , $(x, t)\in\Omega_{v}:=\{r<1\}$ . (6)

ここで, $r=(x^{2}+(y-\alpha(t))^{2})^{1/2},$ $\alpha(t)=0.5+\sin(1.25t),$ $\sin\varphi=(y-\alpha(t))/r$ であ

る. 潜熱係数は $\lambda=1$ とする. このとき, 真の界面は中心が $(\mathrm{O}_{\dot{\sqrt}}\alpha(t))$ で半径が 1 の半円で
ある.

前の小節と同様に, 真のエンタルピー $z$ が次で表されるように熱源を求めて, それを加
えた問題に対する数値実験を行う.

$z(x, t)=\{$
$u(x, t)+\lambda$ , $(x, t)\in\Omega_{u}$ ,
$v(x, t)$ , $(x, t)\in\Omega_{v}$ .

ただし, $y=-1,$ $y=4,$ $x=5$ なる三っの辺上では Dirichlet 境界条件を課し, 境界の値
として真の値 (6) を与え, $x=0$ なる辺-hでは Neumann 境界条件を与える.

図 5 は時刻 $t=T$ における真の界面と数値界面を表しており, 図 6 は図 5 の一部を拡
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禾
$\mathrm{x}$

図 5 時刻 $t=T$ における真 図 6 図 5 の拡大図.
の界面と数値界面.

大したものである. 図 7 は誤差 $E_{T},$ $E_{I}$ を

$E_{T}= \max|\phi(z(x_{i}, y_{j}, t_{n}))-\phi(z_{i,j}^{n})|i,j,n$ ’

$E_{I}= \max_{n}$ (dist(I $(t_{n}),$ $I^{n})$ )

と定義して, プロットしたものである. ただし, $z_{i,j}^{n}$ 等は空間一次元の場合と同様に定義
$\text{する}$ .

$\overline{\frac{\underline{\mathrm{o}}}{\mathrm{u}\lrcorner}}$

st

図 7 $\delta x=1/20$ のときの $\delta t$ と誤差 $E\tau,$ $E_{I}$ との関係.



145

空間二次元の場合でも空間一次元の場合と同様に収束してぃることが見て取れる.

4.3 3 次元数値シミュレーション

ここでは, $\Omega=(0,1)^{3}$ として, 空間三次元での古典的一相 Stefan 問題 $(v\equiv 0)$ を取り扱
う. 数値計算結果は図 8 に示されており, 熱流が氷を溶かしてぃる様子が見て取れる. 空
間の分割は $x,$ $y,$ $z$ 方向共 100 等分割とし, 時間ステップは $1/3\cross 10^{-6}$ とし, 境界条件は

Dirichlet 境界条件 $u|_{\partial\Omega}=1$ とする. 初期状態は図 8 の左上の図に示されてぃる. ここで,

水の領域 (物体の外側) では $(u_{0}(x, y, z), w_{0}(x, y, z))=(1,0)$ を, 氷の領域 (物体の内側)
では $(u_{0}(x, y, z), w_{0}(x, y, z))=(0,1)$ を満たしている.

ここで注意しておきたいことは, 空間多次元の複雑な形状, 振る舞いをするような問題
でも簡単に数値計算をすることができることである. 空間多次元の問題においても界面の
形状を捉えることが可能であり, 界面の複雑な形状や位相的な変化も容易に捉えることが
できる. 我々の近似スキームは取り扱いの難しい移動境界問題でも本質的な部分は熱方式
が賄っているということを示している.
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